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Resumen

En esta tesis se estudian diversos problemas asociados a dos ecuaciones dife-
renciales parciales fraccionarias, a saber la Ecuacion de Difusién Fraccionaria
y la Ecuacién de Schrodinger Fraccionaria, donde se considera la derivada
fraccionaria de Caputo de orden « € (0,2). En la primera parte se estudia un
problema de Cauchy unidimensional para la Ecuacién de Difusiéon Fracciona-
ria sobre R. Se obtiene la solucién al problema que coincide con la solucién
obtenida por otros autores previamente, se prueba por primera vez de ma-
nera rigurosa que la funcién obtenida es, efectivamente, solucion al problema
planteado y luego se deducen una serie de propiedades para la solucién ob-
tenida. Entre ellas, se destacan la obtencién de cotas para las normas LP(R)
y la prueba de la continuidad de la solucién obtenida con respecto al orden
de derivacién «.

En la segunda parte se utilizan las nuevas herramientas obtenidas en la parte
precedente para generalizar estos resultados a un problema de Cauchy mul-
tidimensional de la Ecuacién de Difusién Fraccionaria sobre R y a uno en el
cual se generaliza el orden de derivacién a @ > 0. Ademads, se generalizan los
requerimientos para la condicién inicial del problema unidimensional, nueva-
mente se prueba la continuidad de la solucién obtenida con respecto al orden
de derivacion « y se observan propiedades de la solucién obtenida en el marco
de los procesos estocasticos.

La tercera parte analiza un problema de Cauchy unidimensional de la Ecua-
cién de Difusién Fraccionaria sobre RT con condicién de contorno, donde el
foco se centra en probar rigurosamente que la funcién considerada efectiva-
mente verifica la ecuacién diferencial.

La cuarta parte presenta un argumento heuristico para derivar una Ecuacion
de Schrédinger Fraccionaria dependiente del tiempo, para luego ponerla a
prueba en tres problemas fisicos bésicos: la particula libre, el problema de
pozo infinito y el problema del pozo finito.

A partir de las observaciones realizadas en la parte anterior, la quinta parte
realiza una serie de observaciones relacionadas a las limitaciones de la de-
rivada fraccionaria de Caputo. Resulta inmediato que una de las mayores
falencias que posee este operador tanto a nivel tedrico como préctico reside
en el hecho que el mismo no verifica una férmula de integracién por partes

practica.
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1. INTRODUCCION

1. Introduccion

1.1. El arte de definir

La historia de la matematica es la historia de buenas definiciones y la de los
autores que las idearon. A menudo, esto pasa desapercibido entre famosisimos
teoremas y sorprendentes demostraciones que incluso trascienden las fronte-
ras del Aambito matemdtico académico. Sin embargo, requiere un alto grado
de conocimiento sobre un tépico en particular y una creatividad insondable
para dar con la definicién precisa y exacta necesaria para llevar una teoria
adelante. Es facil caer en la trampa y confiarse en una cierta forma de expre-
sar un concepto deseado, sélo para verse inmediatamente traicionado por los
caprichos de la matemaética, que a diferencia de la mayoria de las disciplinas
creativas nunca respeta la voluntad de su maestro. Sigue su propio camino
y a los matemaéticos no nos queda otro rol que el de aprendices. Un notable
ejemplo que refleja tanto esta naturaleza emancipada de la matematica como
también la dificultad de definir propiamente un concepto es la historia de la
definicién de continuidad de una funcién [49].

La continuidad de una funcién es uno de los conceptos més primitivos e in-
tuitivos del andlisis y suele ser suficiente comprender que es una linea que
se traza sobre un papel sin separar el ldpiz de la hoja para visualizar lo que
representa. A pesar de eso, su definicién no deja de ser afio tras afo uno de
los primeros shocks que sufren los estudiantes al comenzar su primer curso de
andlisis en la universidad. Lo contraintuitivo aqui es el grado de abstraccion
necesario para definir algo tan simple y lo frustrante para muchos es que ain
no llegaron a ese grado de abstraccién. Surge la inmediata pregunta: ;Por
qué recurrimos a la tan famosa definiciéon con € y §7 ;No habia una forma
mas simple de expresar continuidad?

Originalmente para Leonhard Euler una funcién continua podia ser caracteri-
zada como aquella que posee una forma de formularse con una sola expresién
analitica. Pero naturalmente, no sélo era esta definicién sumamente restricti-

va, sino que hoy también sabemos que tampoco es correcta. Es suficiente con-

z2-4
T

o integrales que diverjan para ciertos valores. También fue considerada por

siderar expresiones que tengan problemas con el dominio, como f(z) =

mucho tiempo la caracterizacién de que para todo x € (a,b) en el dominio,
14



1. INTRODUCCION

f(z) asumiria todos los valores entre f(a) y f(b). Si bien es sumamente gréfi-
ca esta definicién, no deja de ser falsa, como puede verse considerando por
ejemplo

sin(2) zeR-{0}

5 =0,

que verifica esa propiedad en 0 por més que no es continua en ese punto.
Luego surgieron dos definiciones similares una a la otra, que si bien no poseian
el rigor matematico de la definicién definitiva, ya comenzaban a reflejar el
mismo concepto. Augustin—Louis Cauchy sostuvo que la continuidad de una
funciéon f en un punto z equivalia a que un cambio infinitamente pequeno
en la variable z implique una variacién infinitamente pequena en la imagen
de la funcién. Bernard Bolzano mientras tanto aseguré que para que f sea
continua en x, f(z+h)— f(x) deberia poder hacerse tan chico como se desee
al variar h. Estas dos definiciones representaron un fundamental avance hacia
la definicion actual, ya que pasaban a ver la continuidad como una propiedad
local en x, més que una propiedad en un intervalo. Este cambio de perspectiva
para el concepto de continuidad de lo global a lo local resulté ser fundamental
para el andlisis. Sin embargo, hablar de variaciones infinitamente pequenas o
hacerse tan chico como se desee no cumplia con el rigor que tanto caracteriza
a los matematicos.

Fue Karl Weierstrafl finalmente quien introdujera la famosa definiciéon que
en la forma actual, aritmetizando el andlisis como suele decirse hoy en dia y

transforméndolo en el arte de acotar:

Definicién 1.1. Una funcion f se dice continua en xq Si
Ve>030>0:|x—axo| <d=|f(x)— fzo)] <e.

Una funcién f se dice continua en un intervalo (a,b) si es continua en cada

uno de los puntos del intervalo.

Aprendemos de este caso que para dar con ciertas definiciones consistentes
y vélidas, no sélo se requiere tiempo y paciencia, sino también el esfuerzo
colectivo de los matematicos méas destacados en el area. La definicién ac-
tual de continuidad de Weierstral se impuso por sobre las demaés por dos
motivos fundamentales. Uno es la naturaleza rigurosa de la misma, que re-
flejaba el espiritu de la época de sentar fundamentos sélidos en las diferentes
ramas de la matemética. Esto fue particularmente crucial luego de genera-

ciones durante las cuales la falta de unicidad de criterios y de consistencia en
15



1. INTRODUCCION

las definiciones llevé a resultados contradictorios entre si. El célebre término
Weierstraf$sche Strenge, traducido libremente del alemén como rigor o exac-
titud de Weierstraf, incluso refleja cudnta influencia él tuvo en la filosofia
exacta y rigurosa que tanto caracteriza a los matematicos hoy en dia. El se-
gundo motivo por el cual esta definicién se impuso por encima de sus pares
mas intuitivos es el simple hecho de que éstos no resultaron ser fieles al con-
cepto que pretendian describir.

Hoy nos encontramos en un proceso similar al aqui descripto cuando habla-
mos del término derivada fraccionaria. La idea de definir una derivada de
orden no entero es tan antigua como la definicién de derivada en el senti-
do clésico. Ya Gottfried Leibniz, uno de los padres del célculo infinitesimal,
mantuvo un ya famoso intercambio de correspondencia con Guillaume de
I’Hopital en el cual presagiaba la utilidad de considerar derivadas de orden
no entero. Diferentes matematicos distinguidos han trabajado desde entonces
en el desarrollo de una definicién de derivada fraccionaria, entre ellos Niels
Hendrik Abel [1], Joseph Liouville [32] y Bernhard Riemann [54]. Paso mucho
tiempo, hasta que en el afio 1967 Michele Caputo [13] finalmente introdujo
la definicién que hoy goza del mayor reconocimiento.

Sin embargo, ain no hemos llegado a un puerto definitivo en este asunto.
La gran cantidad de definiciones de derivada fraccionaria que circulan en la
actualidad dan fe de este simple hecho (ver por ejemplo [2], [48], [60] o [65]).
Ademaés es importante resaltar que se han publicado numerosos articulos
relacionados al andlisis fraccionario que contienen graves errores, lo que ha
llevado a la publicacién de una serie de manuscritos que corrigen estos errores
(ver por ejemplo [36] o [50]), pero al mismo tiempo ha llevado a poner en du-
da que los conceptos actuales realmente sean véalidos tal como se los estudia y
usa en la actualidad. Naturalmente, esperamos que una derivada fraccionaria
de orden a € (n,n + 1) con n € N verifique una propiedad de interpolacién
entre la derivada n-ésima y la derivada (n 4 1)-ésima de una funcién. Esto
significa que si le aplicamos a una funcién una derivada de orden « y luego
una derivada de orden n + 1 — «, pretendemos obtener la derivada clédsica
(n + 1)-ésima de esa funcién. ;Pero es eso todo? Para encontrar una defi-
nicion definitiva, cabe preguntar qué es lo que esperamos de una derivada
fraccionaria. ;Qué propiedades debe verificar?

En esta tesis analizaremos dos ecuaciones diferenciales parciales con diferen-

tes versiones de los operadores diferenciales fraccionarios de Caputo, a saber

16



1. INTRODUCCION

la Ecuacion de Difusion Fraccionaria y una Ecuacién de Schrodinger Fraccio-
naria. En el capitulo 1 presentaremos resultados preliminares de diferentes
ramas del andlisis matematico que utilizaremos en el cuerpo principal de la
tesis. En los capitulos 2, 3 y 4 estudiaremos diferentes problemas de Cauchy
para la Ecuacién de Difusiéon Fraccionaria y de sus respectivas soluciones,
donde haremos especial énfasis en un tratamiento riguroso y preciso de los
resultados obtenidos. En el capitulo 5, construiremos con un razonamiento
heuristico una Ecuacion de Schrédinger Fraccionaria y estudiaremos tanto la
utilidad practica de esta ecuacién como también la consistencia tedrica de los
resultados obtenidos. En el capitulo 6 observaremos las limitaciones que ha
evidenciado la derivada fraccionaria de Caputo durante el transcurso de esta
tesis. Estas observaciones motivaran finalmente las conclusiones finales, en la
cual expresamos qué propiedades consideramos necesarias para una definicién

de derivada fraccionaria.

1.2. Definiciones preliminares

En esta seccién presentaremos resultados preliminares de diferentes ramas
del andlisis que utilizamos en esta tesis. Definiremos los diferentes espacios
funcionales con los que trabajaremos, diferentes funciones especiales de uso
frecuente en el analisis fraccionario y los operadores de derivacion fraccionaria

considerados en este trabajo.

1.2.1. Espacios funcionales y teoria de distribuciones

Los siguientes resultados pueden ser consultados por ejemplo en [16], [57] o
[62].

Definicién 1.2. Sea (X, P, ) un espacio con medida p sobre una sigma dlgebra
®. Para cada p € [1,00) se define el espacio LP (X) como el espacio de todas

las funciones medibles que verifican:

9= | [17du ] <o

Se define el espacio L (X) como el espacio de todas las funciones medibles

que verifican:

Iflloo =mf{C eR:p(z e X :|f(x)] >C)=0} <.
17



1. INTRODUCCION

Se considera en LP (X) con 1 < p < oo la relacion de equivalencia

fRg < ||f —gll, = 0.

De este modo, el espacio cociente LP (X) = LP (X) /R con | - ||, resulta un

espacio de Banach.

Teorema 1.3. Sean p,q € [1,00]. de modo que %—F % =1y sean f € LP (X),
g € L1(X). Entonces se verifica la denominada desigualdad de Holder:

1 1
/\fgldué /If\”du /Iglqdu
X

Definicién 1.4. Sea I un subconjunto abierto de R. El espacio de las funciones
infinitamente diferenciables en I y de soporte compacto contenido en I se

denota D (I) y se denomina espacio de funciones test en I. Tenemos

peDI)epelC®() y{rel/p(x)#0} es compacto

Definicién 1.5. Sean {¢n}, .y C D (I) una sucesion y ¢ € D(I). Diremos
que {pn}, ey converge a p en D (I) si existe un compacto K C I tal que
sop o, C K Yn €N, sop ¢ C K y tal que D%p,, converge uniformemente a
D%p en K para todo o € Ny. Notamos
$n M P
Definiciéon 1.6. Una distribucion sobre I es un funcional lineal y continuo
con dominio D (I). Denotamos el espacio de las distribuciénes con D’ (I).
Consideramos la continuidad en el sentido débil, es decir que w € D' (I) si y
solo si
on 2 o = Jim (u, on) = (u, ¢)

Teorema 1.7. Sea f : I — R una funcion localmente integrable. Entonces
f induce una distribucion sobre I, que por motivos de practicidad también

llamaremos f, de la siguiente forma:

() = / f (@) ¢ () de, o e D(I)
I

Ejemplo 1.8. Llamaremos distribucién delta de Dirac centrada en el punto

a € I, y la notaremos 6, a la que se define como sigue:

(60, p) = (a) Vo € D(I)
18



1. INTRODUCCION

Definicién 1.9. Definimos el espacio de Schwartz, y lo notaremos S (R), como

el espacio de las funciones f € C* (R) tales que Ym,n € Ny se tiene

lim |2"D"f(z)|=0

|z|—o00
Proposicién 1.10. Se tiene que
DR) —SR) — L?(R),

con p € [1,00], donde — representa la contencion con continuidad de los res-
pectivos espacios funcionales. De esta forma también se tienen las siguientes

relaciones de los espacios duales
LY (R) = S8’ (R) — D' (R).

Definicién 1.11. Para cada k € Ny y p € [1,00], definimos el espacio de
Sobolev del siguiente modo:
Wk (R) = {feLP(]R)/f(m) € L? (R) vmeN:mgk},
donde f™ representa la derivada en el sentido débil.
Definicién 1.12. Sea f € L*(R). La transformada de Fourier es un operador

que a cada funcion f le asigna otra funcion que denotaremos F{f}, que estd

definida como

FUNQ = [ sy,
También notamos )
f = FAf

La transformada inversa de Fourier F, que verifica
FFf=FFf VfeL*R),

es un operador que a cada funcion f le asigna otra funcion que denotaremos
F{f}, que estd definida como
o0
_ 1 .
F@=y [ Wy

— 00

1.2.2. La funcion Gamma y la funcién Beta
Aqui presentaremos las definiciones de las funciones especiales necesarias pa-

ra definir las derivadas fraccionarias con las que trabajaremos. La funcién
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Gamma es entre ellas la mas importante, ya que es una generalizaciéon analiti-
ca del factorial de un nimero natural. Los siguientes resultados pueden ser

consultados en [5].

Definicién 1.13. Definimos la funcion Gamma en el semiplano complejo
{s e C/R(s) > 0}

como

e~ tts1de. (1.1)

N
I
0\8

De este modo la funcién Gamma estd definida sélo para los nimeros complejos
de parte real positiva. Sin embargo, es posible prolongar analiticamente la
funcién Gamma al dominio 2 = C—{s/s = —n, n € Ny}. Dicha prolongacién

viene dada por

F(s)zz( B / “ts—lae. (1.2)
1

Proposicion 1.14. La funcion Gamma verifica las siguientes propiedades:

(i) T(s+1)=sT(s) VseQ

(i) D(s) (1 =) = ;57 Vs€C—Z

(iii) La funcién T tiene polos simples en s, Vs € {s/s = —n, n € No}
)

(iv) La funcién I’ no tiene ceros en su dominio.

Proposicion 1.15. Sean s > 0, 0 < ¢ < 1, entonces vale la desigualdad
I(s+c) < sT(s). (1.3)

Definicién 1.16. Sean x,y > 0. Definimos la funcion Beta en x ey como

1

B(z,y) = /(1 — )"y

0

Proposicion 1.17. La funcion Beta verifica la siguiente propiedad

(@)l (y)

Definicién 1.18. Definimos la funcidn hipergeométrica para |s| < 1 como

zFl(a,b;C;S)ZZMi,
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donde (d),, es el simbolo de Pochhammer definido como

_ D(d+n)
(d)y = @)

1.2.3. Espacios de Hilbert

Esta seccion presenta brevemente la teoria que lleva a la definicién de ope-
radores autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert y la propiedad de nuestro
interés que estos operadores poseen. Los siguientes resultados pueden ser

consultados en [8] o [66].

Definicién 1.19. Un espacio vectorial X sobre un cuerpo K con producto in-
terno (-,-) : X x X = K se denomina espacio de Hilbert cuando es completo

con la norma inducida por el producto interno.

Definicién 1.20. Sea X wun espacio de Hilbert. Diremos que x,y € X son
ortogonales si (x,y) = 0. Diremos que un conjunto S es un sistema ortogo-
nal si todos sus elementos son ortogonales entre si. Diremos que un sistema

ortogonal es ortonormal si todos sus elementos tienen norma igual a 1.
Teorema 1.21. Todo sistema ortonormal es linealmente independiente.

Definicion 1.22. Diremos que un sistema ortonormal S es base ortonormal

de un espacio de Hilbert X si el unico vector ortogonal a S es x = 0.

Teorema 1.23. Sea X un espacio de Hilbert y T un operador lineal y conti-
nuo de X en X. Entonces existe un unico operador T* de X en X lineal y

continuo, que llamaremos operador adjunto de T, tal que
(Tz,y) = (x,T"y) Vr,yeX

Definicién 1.24. Sea X un espacio de Hilbert. Diremos que un operador T es

autoadjunto si T = T*.

Teorema 1.25. Sea X un espacio de Hilbert y T un operador autoadjunto.
Entonces los posibles autovalores de T son reales y los autovectores corres-

pondientes a autovalores distintos son ortogonales.

Este teorema final serd de interés para este trabajo, ya que los operadores
fraccionarios que consideramos aqui no son autoadjuntos, con lo que no pode-
mos asegurar que posean la valiosa propiedad de tener inicamente autovalores

reales y autofunciones ortogonales.
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1.2.4. Problemas variacionales

Esta seccion presenta brevemente un tipo de problema variacional y un teore-
ma con una ecuaciéon de Euler-Lagrange para resolverlo. El resultado puede
ser consultado en [11].

Un problema variacional cldsico puede ser expresado como sigue: hallar una
funcién y que maximice o minimice un funcional J sujeto a una serie de

restricciones. Se puede expresar como

J(y) = fL(x,y,y’)dx — max/min
b
I(y) = [G(z,y.y)dv =c (1.4)
y(a) = Ya
y(b) = y»

El siguiente teorema brinda el fundamento tedrico del método usual para
resolver este tipo de problemas, que consiste en resolver una ecuacién de

Euler-Lagrange.

Teorema 1.26. Consideremos el problema de hallar y € E que verifique las
condiciones de (1.4), donde L es un Lagrangiano con derivada continua con

respecto a cada variable, ¢ constante y
E={y:[a,b) = R:y,y € C%a,b])}.

Siy maximiza o minimiza J sobre E sujeto a la restriccidn I(y) = ¢, entonces

existe una constante A € R de modo que y satisface la ecuacion de FEuler—
oF d [(OF
_ 4 — - — 0
oy  dx \ oy

El motivo de la inclusién de esta breve secciéon se halla en el hecho que

Lagrange dada por

con F'=L — )\G.

las versiones fraccionarias de este tipo de problemas ponen en manifiesto
las caracteristicas no deseadas de las derivadas fraccionarias de Caputo que

intentaremos visualizar en el ultimo capitulo de esta tesis.

1.2.5. Operadores y funciones importantes del analisis fraccionario
A continuacién definiremos los operadores fraccionarios integro—diferenciales
con los que trabajaremos [15] y funciones destacadas [25], [35], [40], [61],

[64]. Al ser operadores integro—diferenciales, estas derivadas fraccionarias son
22
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asociadas a procesos de memoria cuando la derivada fraccionaria se aplica
a la variable temporal y al comportamiento no local de un fluido cuando la
derivada fraccionaria se aplica a la variable espacial.

Notemos que en cada caso hay dos definiciones simétricas de cada operador,
a derecha y a izquierda, que surgen a partir del hecho de que todos los ope-
radores son integrales. Las primeras definiciones, de la integral fraccionaria
de Riemann-Liouville por derecha y por izquierda son necesarias para luego
definir los operadores fraccionarios. Esto se debe a que no es inmediato ge-
neralizar el concepto de derivada, pero si es intuitivo generalizar a n € R el
concepto de funcién integral n-ésima. Para ello, simplemente se reemplaza en
la formula de la n-ésima integral de una funcién el factorial de dicha férmula

por la funcién Gamma. Se tienen las siguientes definiciones.

Definicién 1.27. Sea o € RT. La integral fraccionaria de Riemann—Liouville
por derecha de orden o a partir del punto a, que se denota IS, estd definida

sobre L([a,b]) como

S

T2 f(s) = %a) / (s — 1)V f(r)dr.

a

Definicién 1.28. Sea o € RT. La integral fraccionaria de Riemann—Liouville
por izquierda de orden o hasta el punto b, que se denota (Ij*, estd definida
sobre L([a, b]) como

b

T 6) = g [

s
Con esto podemos ahora definir los operadores de derivacion fraccionarios.
Los de Riemann—Liouville integran primero una funcién con un orden no
entero para luego aplicarle la derivada, mientras que los de Caputo derivan
primero y luego integran con un orden no entero. En ambos casos, el orden

total de derivacion es el mismo.

Definicién 1.29. Sea o € R* yn = [«]. La derivada fraccionaria de Riemann—

Liowville por derecha de orden o a partir del punto a, que se denota FL D

estd definida sobre W™1([a,b]) como

" L7 —a—1 ~

o J f()(s—7)"7 T dr|  sin—1<a<n
s gy — | [T ]

fFM(s) sia=n

23
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Definicién 1.30. Sea o« € RT yn = [«]. La derivada fraccionaria de Riemann—
Liouwille por izquierda de orden o hasta el punto b, que se denota fLDg‘ estd
definida sobre W™ ([a,b]) como

b
A Gl D J ) (r - S)H_a_ldT] sin—l<a<n
a ds™ n—a
REDgf(s) = [“ ¥

f(”)(s) siaa=mn

Definicién 1.31. Sea o € R yn = [a]. La derivada fraccionaria de Caputo
por derecha de orden o a partir del punto a, que se denota & DY estd definida

sobre W™ ([a,b]) como

1 ; n n—a—1 .

Th—a) f()(T)(S—T) dr sin—1<a<n
Cpef(s) =4 LM ]
f(n)(s) sia=n

Definicién 1.32. Sea o € R y n = [«a]. La derivada fraccionaria de Caputo
por izquierda de orden « hasta el punto b, que se denota ED? estd definida

sobre W™([a,b]) como

b
(=n" [ () (r - S)H—a—ldTl sin—1<a<n
€D f(s) = l”"”‘) :
f(n)(s) sta=mn

El operador principal con el que trabajaremos es la derivada fraccionaria de
Caputo por derecha a partir de 0. De no especificar claramente lo contrario,
siempre que trabajemos con un operador diferencial fraccionario, se tratara

de éste.

Nota 1.33. Tanto la derivada fraccionaria de Caputo por derecha como la
derivada fraccionaria de Caputo por izquierda tienen cada una un grupo de

funciones que son fdciles de derivar, a saber

r(B+1)

$Dg(s—a)’ = m(s —a)’e,
sCDl?(b - 8),6 = F(E(f Yi)a) (b— s)ﬁ_a‘

Este resultado se obtiene al realizar un cambio de variable en la integral y

utilizando propiedades de la funcion Beta.
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Luego, este resultado puede ser utilizado de manera inmediata para calcular

la derivada fraccionaria de series de potencias término a término.

Nota 1.34. Se puede ver facilmente que ambos operadores, la derivada frac-
cionaria de Caputo y de Riemann—Liouville, estin fuertemente relacionados

mediante la siguiente relacion.

= Lf(a)

C?D?f(s) :{z?LD?f(s)_kziol-\(k_a_'_l)(s_a)kiav

C na RL o = % (b) k—a

s Dy f(s) =" Dy f(s) — m(b—s)
k=0

Observamos que si a € (0,1) y f(a) = 0, ambas derivadas por derecha coin-
ciden, mientras que si f(b) = 0 coinciden las derivadas por izquierda.

Lamentablemente, hay diferentes propiedades cruciales de las derivadas clési-
cas que se pierden al considerar derivadas fraccionarias. Entre ellas, se des-
tacan la regla del producto, la regla de la cadena y la formula de integracion
por partes. A continuacién veremos las versiones fraccionarias que se tiene

de esos teoremas.

Teorema 1.35. Sea o € (0,1) y f y g dos funciones analiticas en un entorno

de a. Entonces la regla del producto viene dada por

(s—a)™@
I'l-a)

S (rEeg(s) D 1),
,;@( o)

Teorema 1.36. Sea « € (0,1) y f y g dos funciones continuas en [a,b]. En-

S D [f9)(s) = 9(@)(f(s) = f(a) + (T D2g(s)f (s)

tonces la formula de integracion por partes viene dada por
b b
[o@enzs@yiz = [ )Dpg(a)d.
a a
No incluiremos la férmula para la regla de la cadena debido a que es suma-
mente extensa y por ende no posee aplicabilidad alguna. Puede ser consultada
n [15]. De una forma u otra, estos teoremas resultan ser poco ttiles. Mien-
tras que la regla del producto contiene una serie de productos entre derivadas
fraccionarias de Caputo e integrales fraccionarias de Riemann—Liouville, en

la férmula de la integracion por partes intervienen dos derivadas diferentes,
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la de Caputo y la de Riemann—Liouville, una a derecha y la otra a izquierda.
Estas son herramientas valiosas que se pierden al pasar de derivadas de orden
entero a derivadas de orden real positivo. A lo largo de este tesis podremos
observar en diferentes ocasiones los inconvenientes que esto genera.

A continuacién definiremos diferentes familias de funciones que son esencia-
les en el andlisis fraccionario, a saber las funciones de Mittag—LefHler, las
funciones de Wright y las funciones de Mainardi. Presentaremos diferentes

propiedades tutiles que han sido fundamentales en este trabajo.

Definicién 1.37. La funcion de Mittag-Leffler E, 3 de pardmetros o, > 0
estd definida para s € C como

o) Sk

Si B =1, simplemente notamos Eo 1 = Eo y la llamamos funcion de Mittag-

Leffler de un pardametro.

Ha sido probado que V o, 3 > 0 la funcién de Mittag-Lefler F, g es entera
(ver [22]), sin embargo aqui utilizaremos principalmente el dominio real. En
el andlisis fraccionario, es considerada la generalizacién de la funcién expo-
nencial debido a diferentes propiedades que verifica, tales como Ej (s) = e®,
y el hecho que E, (¢(s —a)¥) es una autofuncién del operador diferencial

fraccionario
c
o DIf () =cf(s).
Definicion 1.38. La funcion de Wright de parametros a > —1 y 8 € R estd

definida para s € C como

> S
W (s;a, B) —gm.

También en este caso se ha probado que la funcién de Wright es entera

Ya > —1 (ver [23]), B € R y su derivada viene dada por

d
W (s50.8) = W(si0.6 +a)

Definicién 1.39. La funcion de Mainardi M, de pardmetro v € (0,1) estd

definido para s € C como

M, (s) = i ()" .
= kT (—vk+1-v)
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Teniendo en cuenta que la funcién de Mainardi es un caso particular de la

funciéon de Wright, a saber
M, (s) =W (-s;—v,1—v),

ésta hereda todas las propiedades de la funcién de Wright. De este modo
podemos concluir que también las funciones de Mainardi son enteras. Tal
como en el caso de la funciéon de Mittag—Leffler, en este caso trabajaremos

principalmente en el dominio real. Teniendo la siguiente proposicion,

Proposicién 1.40.
1 2
My (s) = —=e 1
2 VT

(ver [42]), la funcién de Mainardi puede ser considerada una generalizacién
fraccionaria de la funcién Gaussiana. El rol que cumple la funcién de Mai-
nardi como ntcleo del calor fraccionario que observaremos en las siguientes
secciones también apoya esta idea.
Para la funcién de Mainardi, la siguiente propiedad para sus momentos en

R* ha sido probada.

/SHMV (s)ds = 1“(VZ'+1) (1.5)
0

De hecho, una propiedad més general se obtuvo en [40], reemplazando la
funcién de Mainardi con la funcién de Wright:

oo

/S"W (—s;a,8)ds =

0

n!
I'(—an+B—a)

(1.6)

Utilizando esta propiedad se puede probar que

sup ‘sm./\/lf,”) (Ish] < o0

seR
vV mn € Ngy Vv e (0,1), lo cual muestra que la funcién de Mainardi
M, (]s]) tiene un comportamiento similar al de una funcién de Schwartz.
Notemos que esto también tiene sentido si consideramos a la funcién de Mai-
nardi una generalizaciéon de la funcién de Gauss, el ejemplo méds comtin de
una funcién de Schwartz no trivial. Sin embargo M, (|s|) ¢ S (R) para v # 3,
yva que en s = 0 sus derivadas no son continuas. También se tiene la siguiente

proposicién.

Proposicién 1.41. M, (|s]) € LP (R), V1 <p < oo, Vv € (0,1).
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Prueba. Es una consecuencia inmediata de
sup [s" MM (|s])| < oo ¥ m,n € Ny.
s€R
O
De esta forma, la funcién de Mainardi puede ser considerada una distribu-
cién temperada. La funcion de Mainardi y la funcion de Mittag—Lefller estan

fuertemente relacionadas mediante la transformada de Fourier (ver [40]).
F
My (lsl) 5 2B, (~€2). @

Teniendo en cuenta que M, (|s|) € L*(R) V v € (0,1), obtenemos que
E, (—€%) € L*(R) ¥V v € (0,2). Otra consecuencia es que la familia de fun-

ciones {Ea,(—£%)},e(0,1) estéd uniformemente acotada, ya que

sup Fo, (—€?) < //\/l,,(|s|)ds=2.

£eR

Gracias a otras propiedades de las funciones de Mainardi podemos tener
una idea de la representacién gréfica de esta familia de funciones (ver figura

1). Tenemos por ejemplo que M, > 0 Vv € (0,1), de (1.5) sabemos que
lim M, (s)=0yque [ M, (s)ds=1Vv e (0,1), y ha sido probado para
S o0 0

v € (0,3) que M, es una funcién decreciente (ver [21]), mientras que para

€ (1,1) M, tiene exactamente un méximo local (ver [42]).

0.6 ,7!"; i'f'
,,lll'li,'l',..o

07+
0.6 —
0.5—

0.4

7
: YA
b L7 / /

02—

01+

0

-0.1 >
0

FiGurA 1. Funcién de Mainardi de pardmetro a €
(0.25,0.75) en el dominio [0, 3]
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2. Un problema de Cauchy para la

ecuacion de difusion fraccionaria
sobre R

Los resultados de esta seccién fueron publicados en [19], [20] y presentados
en los congresos (12), (13) y (14). Se puede consultar la siguiente bibliografia
para este capitulo: [10], [22], [23], [25], [26], [27], [28], [35], [37], [39], [40], [41],
[42].

El analisis fraccionario ha mostrado ser aplicable a una gran cantidad de
fenémenos fisicos, quimicos y biolégicos, entre otros. Entre ellos se destaca el
comportamiento de medios viscoelasticos, que presentan un comportamiento
intermedio entre el de un fluido viscoso y un sélido elastico. Teniendo en cuen-
ta que estos dos casos son modelados matematicamente con la ecuacién de
difusién y la ecuacion de ondas, resulta intuitivo modelar el comportamiento
intermedio de un medio viscoeldstico mediante una ecuacién interpolante con
derivadas fraccionarias. Dicha ecuacién diferencial fraccionaria se denomina
ecuacion de difusion fraccionaria y viene dada por
e} 62
e o (x,t) = )\@ua (z,t) a € (0,2),

donde consideraremos la derivada fraccionaria de Caputo por derecha de or-
den « a partir del punto 0 con respecto a la variable temporal ¢t. El punto
inicial 0 se corresponde al momento inicial ¢ = 0. Tanto en este capitulo como
en los dos que siguen estudiaremos esta ecuacién y su naturaleza intrinseca.
Esta ecuacion se ha tratado en una gran cantidad de publicaciones cientificas
(ver por ejemplo [30], [38], [45], [51] v [59]).

Comenzaremos estudiando un problema de Cauchy unidimensional para la
ecuacién de difusion fraccionaria sobre todo el eje real. Al comienzo mostra-
remos una forma para obtener la solucién al problema basada en el método
de separacion de variables. La parte clave sin embargo serd que de esta forma
obtendremos una expresién alternativa de la solucién al problema que sera
de suma utilidad durante este capitulo y el que sigue. Luego de utilizar esa

expresion para probar que la funcién obtenida efectivamente es la solucién al
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problema planteado, veremos como utilizar esta expresion para probar pro-

piedades de las soluciones obtenidas.

2.1. El problema de Cauchy para la ecuacion de di-

fusion fraccionaria

Para o € (0,2) consideramos el problema de Cauchy para la ecuacién de

difusion fraccionaria unidimensional
g:%“a (l‘,ﬁ) = Aai;ua (x7t) si zeR; te Rg
Ua (2,0) = ¢ (z) si z€R (2.1)
U, acotada.

y queremos mostrar mediante el método de separacion de variables que la
funcién

oo

wa (o) = [ VA My (VAE o - €] o (6)dg

es solucién de la misma, donde Ma es la funcién de Mainardi de pardmetro
5. Esta expresién de la solucién fue hallada por Mainardi en [41] utilizando
la transformada de Laplace en la variable temporal y la transformada de
Fourier en la variable espacial. Consideremos ahora una solucién del tipo
u(z,t) = X () T (t). Una funcién de estas caracteristicas serd una solucién
de (2.1) si y sélo si:

X"(z) _T™(t)

X@  AT@
donde ¢ es una constante real. Obtenemos las siguientes dos ecuaciones dife-

renciales:
T (t) = —eAT (t) (2.2)
X" (z) = —cX (x) (2.3)

La solucién de (2.2) viene dada por

E, (—eAt™),
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donde F, es la funcién uniparamétrica de Mittag-Leffler de parametro «, y

la solucién de (2.3) viene dada por:
X () = AeV™ 4 Be V=,

Para obtener una solucién acotada, v/—c debe ser un nimero imaginario puro,
lo que implica que ¢ > 0. Es por eso que podemos poner ¢ = £2, con & € R.

Para todo £ obtenemos una solucién de la ecuacién diferencial dada por

u(z,t:6) = (a (&) €™ +b(€) e ") By (—€2M7).

Proponemos como candidato a la solucién

oo

ua(x,w:/u(x,t;ods:

— 00

(o)

= [a©c<EL (-enyde v [ b©)e B (~¢) de -

— 00

_ / F(€) €6 By (—€20°) de, (2.4)

donde f (&) = a(§) +b(—£) es una funcién a determinar. Para eso, conside-

ramos la condicién inicial
wa (@0) = [ F(O)eSdg = F (7} () = ¢ (@)

donde F{f} es la transformada de Fourier de f. Gracias a propiedades de la
transformada de Fourier podemos establecer que f (&) = F {¢} (€) vy utilizar

esto junto a
1 —1 —1 F 2
SVAT Mg (VA [a]) & o (-26%°)
(que se obtiene del par (1.7) utilizando la propiedad de cambio de escala) en
(2.4):
Ug (@) = / F{p} () € Ba (—€2N7) dg =
—0o0

[ Foroeer L (vie ) e -
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= 7;@} (g)f{;mlfvt; (x/ﬁfl = xl)} () d€ =

_ /Oo]-”{]-"{ap}} (© VA My (VAR e -l de =

_ / o (€) gVAR My (VAR o —g]) de. (2.5)

Y asi obtenemos como solucién al problema (2.1),
T 1 \/——1 \/—71
ta(2,1)= [ SVAE Mg ( Mo |z — §|) o (€) de.

Notemos que esta expresién es idéntica a la funcién obtenida en [41], [42],
de modo que aqui hemos deducido la misma soluciéon deseada de manera
alternativa. Sin embargo, como veremos a continuacién el razonamiento no
garantiza indiscutiblemente que la solucién obtenida efectivamente es la so-
lucién al problema. Probaremos esto ahora para un cierto tipo de condiciones

iniciales.

Teorema 2.1. Sea ¢ € L'(R) N L%(R) de modo que F{p}(z)z? € L*(R). Una
solucion del problema de Cauchy (2.1) con « € (0,2) viene dada por

U (2, 1) = 7;\/@‘1/\4; (\/@‘1 w-e)p©ds.  (26)

Prueba.

Caso 1: 0 < a < 1.

Para probar que la funcién verifica la ecuacion de difusion fraccionaria, con-
sideramos las igualdades que nos llevaron a (2.5). Dado que M= € L' (R) N
L? (R) teniendo en cuenta la hipétesis que ¢ € L' (R) N L2 (R), esas igualda-

des son validas. Tenemos entonces
wolont) = [ Fleh© e E (~€n7) de (2.7

La derivada fraccionaria de Caputo de orden o con 0 < o < 1 de u,, viene
dada por

t 00
0% t— - 0 - i€x o
i e () :/ M or / Fe} (OB (~E2A77) dt | dr.
0 -0
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Para poder intercambiar la derivada y la integral, notemos que
0 — i€ «
S F e} (O ¢ B (~€0077) | =

= “T{@} (f) szTa_lEa,a (_52)‘TQ)| =g (5)
Como consecuencia del comportamiento asintético de la funcién de Mittag—
Leffler dada en [26], se puede ver ficilmente que E, 4 (—52)\70‘) € L* (R)
como funcién de €. Combinando esto con F {¢} (£)€? € L' (R) y utilizando
la desigualdad de Holder obtenemos g € L! (R), y asf

[e%

%Utx (w,t) =

t oo 1 o ‘ - .
_‘/ / Ty ") TR O AT B (-€A7) dedr.
0 —

Para poder intercambiar estas dos integrales usamos el teorema de Fubini,
para lo cual probaremos que se cumplen las hipdtesis del teorema de Tonelli

(ver [10], capitulo 4). Ya probamos que

/ ‘rula) (t=7) " F {0} (€) " (~€2X) 707" Fuo (-€°A7") | de

es finito. Para probar que toda la integral doble es finita, usamos nuevamente
el hecho que E, o (—£2A7%) € L™ (R). Obtenemos

[T l2s

0 —oo

F{o} () (=€) ™At By o (—€*NT%) | dédr =

/(pt(l)|f{s0} ) AT | By o (—€2M7%) | dédr <

\8 c>\Fh

t
< [ [ A F e O €10 B (-605) | i =
0 —o©
M EBaall e | . T
- e fu—n et [ [P
0 —00
A ||E (R) (1—a)—1 a—1 i 2
—ﬁ/r (I—-17) dr/|}"{g0} f‘df
0 —00
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donde el ultimo término es finito ya que la primera integral es la funcién Beta
conz=a>0,y=1—a >0y lasegunda integral es finita por hipdtesis.
Gracias al teorema de Tonelli estamos en condiciones de utilizar el teorema

de Fubini y obtenemos

3“ 0
e (x,1) / F{p} () e {81& o (8% | dé =

= / (e} (€) B, (~E2N7) de.

De manera similar se prueba que se puede pasar la segunda derivada con
respecto a la variable espacial x dentro de la integral, de modo que

6822 (a,1) / Fley {32 @] Eq (~€2At%) dé =

. / F {0} (6) B, (~EX%) de

lo cual completa la prueba de que u,, satisface la ecuacién diferencial. Para

probar que u,, satisface la condicién inicial, simplemente notamos que

Uo (7,0) = / F{e} (©) e Ea (0)dé = F {F {p}} (x) = ¢ (2).

Caso 2: 1 < a < 2.
En este caso la derivada fraccionaria de orden o con 1 < o < 2 viene dada
por
t -
/ (t—r)’ /]-"{cp} )€€ By (—€2Mr®) de | dr.
re-a) 872

0

Ya hemos probado en el caso 1 que podemos pasar la primera derivada dentro

de la integral. Para la segunda derivada vemos que

9 _
T ) O g (~€84r°)

= |7 {90} (5) 52/\70472Ea,a—1 (*£2>‘TQ)| =g (5) .
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También aqui se puede probar que Eq -1 (—£2A7%) & € L™ (R) como fun-
cién de &, y asf finalmente g € L' (R). Tenemos

(2.1 / / T {6} (€) @A, oy (~E2Nr")dEdr.
0 —oo
Nuevamente utilizamos el teorema de Tonelli y, como en el caso 1, ya hemos

probado que

/ o D T O A By (-€030°) e < 0
y para la integral doble obtenemos
t oo
// ;_T F{o} (&) e A 2By a1 (—€A7%) | dédr <
0 —oo

1

)\HE(Lale ) —a)— 1) 007
< F(Q_Of) (R) /T(Q ) 1(1 _7.)( D=1 /|.7:{<p}(f)£2|d§
0 _

donde la primera integral es la funcién Betaconz =a—-1>0,y=2—a >0
y la segunda integral es finita ya que F {¢} (€)¢2 € L' (R). Nuevamente

estamos en condiciones de utilizar el teorema de Fubini y obtenemos

oo B}
a o (@) /F{w} e [aa a(_§2>\ta):| d¢ =

:—)\/}"{w} ) 4T By (—E2MY) dE = )\882 o (z,1).

Para ver que u,, satisface la condicién inicial, nuevamente observamos que

o (2,0) = / F {0} (€) i B, (0)de = F{F {p}} (1) = 0 ().

Nota 2.2. Para probar este teorema una expresion alternativa de la solucion
(2.7) resultd ser mds til que la versidn cldsica (2.6) debido a diferentes pro-
piedades que posee. Por un lado, el cdlculo de las diferentes derivadas resulta
ser mds fdacil debido a que en esta expresion las variables estin separadas en

diferentes partes de la expresion.
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Por el otro lado, en la expresion cldsica no se puede calcular la derivada frac-
cionaria, ya que en esa expresion la variable temporal t solo se manifesta en
potencias negativas. Pero la derivada fraccionaria de Caputo no estd definida
para potencias negativas, por lo que no se podria recurrir a una derivacion
término a término en la expansion en series de potencias de la funcion de
Mainardi. Este es el motivo principal por el cual no se puede probar este teo-
rema con la expresion cldsica.

En (2.7), la variable temporal t se manifesta dnicamente en potencias po-
sitivas, de modo que esa dificultad mo se presenta aqui y se puede derivar
término a término. El motivo por el cual este cambio es posible se encuentra
en la propiedad de cambio de escala de la transformada de Fourier, en la cual

constantes se invierten con un cambio de escala.

Nota 2.3. Para o € (0,1), la unicidad de la solucidn ha sido probada en [37]
utilizando un principio del mdximo. Alli, se considera una condicion inicial
continua, que en el caso del teorema (2.1) no es necesario.

Para o € (1,2) una condicidn inicial de flujo debe ser agregada al problema
de Cauchy para garantizar unicidad de la solucion. La solucidn (2.6) verifica

para « € (1,2) la condicidn inicial de flujo uy (x,0) = 0.

Nota 2.4. Notemos que las hipdtesis del teorema (2.1) se satisfacen si consi-

deramos como condicion inicial ¢ € S(R).

2.2. Cotas para las normas L’ de la solucion del pro-
blema de Cauchy para la ecuacion de difusion

fraccionaria

En esta seccién presentaremos diferentes cotas para las normas LP de la

solucién del problema de Cauchy para la ecuacién de difusién fraccionaria
%ua (z,t) = )\aa—;ua (z,t) si zeR;, teR{
Uq (2,0) = ¢ (2) si z€eR (2.8)
o acotada,

donde se consideran los espacios LP con respecto a la variable espacial y las

cotas quedaran en funcion de la variable temporal.

Para obtener estos resultados, utilizaremos ambas expresiones de la solucién,
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(2.6) y (2.7), v la expresién de su transformada de Fourier,

Flua} (6:1) = Ea (-2%%) F {0} (€).

Esta expresion es inmediata a partir de la integral de convolucion u, (z,t) =
K, (x,t) * ¢ (z), donde el nicleo del calor fraccionario K, (z,t) estd definido
como )
~1 -1
Ko (,1) = 5VAF Mg (\/)\ta |x\) . (2.9)
En esta seccién consideraremos condiciones iniciales ¢ que satisfacen las

hipétesis del teorema 2.1.

Teorema 2.5. Para o € (0,2) y para todo t € R, la solucién del problema
de Cauchy (2.8) verifica

7ua (z,t)dx = 7 o (x)dx.

Prueba. Tenemos inmediatamente que

o

/ / Kala €)dgdr = / / Koo~ &, 0dop(€)d = [ ()i

-0 — OO -0 — o0 —0o0
O
De manera similar se puede probar que

[ta ($>t)||L1(]R) < ||80(95)||L1(R)

donde la igualdad es valida para funciones ¢ tales que ¢ > 00 ¢ < 0.

Teorema 2.6. Para o € (0,2) la norma L™ de la solucidn del problema de
Cauchy (2.8) verifica la desigualdad

~
MQ‘ Q

[ua (@, )| oo (r) <

Prueba. Por propiedades de la transformada de Fourier tenemos

”uo& (xvt)HLOO(R) < ||]:{ua} (£7t)||L1(R) - HEoc (_A€2ta) ]:{QO} (f)HLl(R) )

donde

2

[ B¢ F @y @ldc< | [ [Ba-aeef e | 17 ()l -
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2

1 7 o2 1
= \/W/ |Ea (*5 )| ds H-F{90}||L2(R):

donde realizamos la sustituciéon vV At*¢ = s y utilizamos la desigualdad de
Hélder con E, (—s?), F {¢} (£) € L? (R). O

Notemos que para pequenos valores de t la cota

~
MQ‘ Q

(oo}
it (2, ) ey < / Ko (2= 68) |0 (©)] d€ < ¢ (@)l] =
es mas precisa que la cota del teorema 2.6.

Teorema 2.7. Sea 1 < p < o0, a € (0,2). Entonces el decaimiento de la

norma LP de la solucién del problema de Cauchy (2.8) viene dado por

C
Ug (T, )] 7p < —.
e @Ol oiey < 7y

Prueba. Por desigualdad de interpolacion tenemos

1 1—1
e (2. ) oy < e (2115 gy Nt (2, 8) [y

El resultado sigue del teorema previo, dado que la norma L' de u,, es acotada

por la norma L' de la condicién inicial. O

2.3. Continuidad de la solucion del problema de

Cauchy con respecto al orden de diferenciacion

En el analisis fraccionario es de suma importancia verificar que los resultados
obtenidos para el caso general o € R* sean consistentes con los casos enteros,
a € N, que representan derivadas en el sentido clasico. Esto se logra princi-
palmente estudiando la continuidad de los resultados obtenidos con respecto
al pardmetro de derivacion a.

Primero probaremos la continuidad con respecto al parametro « de la funcién
de Mainardi.

Lema 2.8. Sea z € R, ag € (0,2). Entonces

lm Mg (z) = Mao (2).

a—roQ
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Prueba. La funcién de Mainardi viene definida por

o0

(—)"
M& xT) = .
HO = L gk 1)

Tomamos « € (g —e, a0 +¢) C (0,2) y k suficientemente grande como para
que 22==(k + 1) sea mas grande que 3. Teniendo en cuenta que en (2,00) la
funcién Gamma es creciente, utilizando la identidad I'(z)['(1 — z) = —F

~ sin(wx)
y considerando la cota

D(x+s) < 2°T(x),

(valida paraz >0y 0<s<1)conz = Sky0<s=% <1, tenemos
(—z)*

KT (—Sk+1-2)

) ’<—x>ksm (r(=3k+1-32))T (5k+3)
klm

<G (G s) < ik (597 (59 <

|x\k g+ € o ag+¢
Sm 9 k r T}C = ag.

o0

Para ver que la serie Y ay es convergente, es suficiente probar que | £+

|70
k=0
cuando k — oo:
apg+te
At | _ lz| (k+1 E D (og=k + o) <
ay k+1 k F(QOT*EI@) -
apgte ag+te
< || k+1 5 a0+z-:k E B
“k+1 k 2 B
|$C‘ g + € 0102+a
= 1_oo0+e ( D) ) — 0,
(k+1) "z
ya que apg + ¢ < 2. ([l

Nota 2.9. En particular, para ag = 1 se tiene

22

e 1

43

Teorema 2.10. Sea u, (x,t) la solucidn al problema de Cauchy (2.8) para
a € (0,2). Entonces, fijando ag € tenemos (0, 2)

Iim Ma (l‘) = M (.23) =

a—1 2

Um g (2,t) = Uq, (2, 1)

a—oo
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Prueba. Consideremos la solucién del problema de Cauchy (2.8) para « €

(g — €, 0 + €) = U,.. Entonces
o (@) = [ Koo = €.0)0(€)de.

Sea M = méUX 1Ko (§,8)|| Lo (r) ¥ Obtenemos
acUe

(Ko (2= &8) 9 ()] < [Ka (&)l L) le (O < Mp(©)] € L' (R).

Tomando ahora el limite de esta funcién cuando o — «, obtenemos

Jin [ Ka@-60e©de= [ Koo €00
que es lo que queriamos probar. O

Nota 2.11. Nuevamente, tomando ag = 1, obtenemos

oo

lin, 1 (2,£) = s (2, ) = /
a—1

— 00

1 (z—6)?2

2me‘ i (§)dE,

que es la solucion cldsica al problema de Cauchy para la ecuacion de difusion,

%ua (z,t) = Aaa—;ua (x,t) si v€R; teRS
Uq (2,0) = ¢ (x) si zeR

Uy acotada.

Hasta aqui, hemos probado la continuidad de la solucién del problema de
Cauchy con respecto al pardmetro « € (0,2). Sin embargo, es de sumo in-
terés analizar el caso a — 2, ya que este caso representa el problema de
Cauchy para la ecuacién de ondas. Para abordar este caso particular, debe-

mos presentar primero unos resultados previos.

Teorema 2.12. La siguiente convergencia puntual es vdlida, donde la conver-

gencia es uniforme sobre compactos.
1’ E 2 — O .
Vnnl 21/( g ) C S(f)

Prueba. Sea 0 < € < 1, v de modo que 2v > ¢y k € N suficientemente grande

como para que
1 1

Tk +1) “TEhtrD)
10
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Obtenemos
(—1)re? €2
= ag.
Fuk+1)| = T(ek+1)  °F
Para ver que la serie Y ay es convergente, es suficiente probar que % —0
k=0
cuando k — oo. Utilizando la propiedad
D(z+s) <T'(x)x®
con s € (0,1), se tiene
arq1| ]2 I(ek+1)
ag F(é‘k +e+ 1) -
1—¢ 2
< |§|2(8k’—|—6) T(ek +¢) _ €| o
(ek+e)(ek +¢) (ek+¢€)®
Esto completa la prueba, ya que ahora tenemos
o _e2\k > (—1)kg2k
P o LR N
Jim Bz (=€) kzzoulinl T(2vk + 1) kz::o o~ es®
O

Para simplificar la notacién, notaremos en el siguiente teorema
M, =M, ()

y obtenemos el siguiente resultado, que nos mostrara por qué en el caso oo = 2
debemos trabajar con distribuciones para operar de manera matematicamen-

te rigurosa.

Teorema 2.13. Consideremos M, € §'(R) una distribucion temperada. En-
tonces
M, — 61 +6_1 cuando v — 1 en S'(R).

Prueba. Sea ¢ € S(R). Se tiene

(Mo ) = FIFMAL ) = FIMLFWN) = [ 2Ba(-FHE)de,
Pero teniendo en cuenta ahora que la familia de funciones de Mittag—Leffler
estd uniformemente acotada, se tiene |2Fa, (—&3)F{y}(€)| < [2F{¢}(€)| €

L'(R), y con esto junto al resultado del teorema 2.12 tenemos

i (M. 0) = [ 2cos(€)FL0) e =
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:/Q@qw@ma+/e%fWM®%=

= (", F{u}) + (e7%, F{y}) =
= (01,¢) + (0_1,¢) = (61 + 0_1,¢)

O

Con este resultado podemos estudiar ahora la continuidad de la solucién del

problema de Cauchy cuando o — 2. Para eso, nuevamente simplificaremos

notacién, fijando K, ¢ := Kq(-,t).

Teorema 2.14. Consideremos K1 € S'(R) una distribucidn temperada. En-

tonces

Kot *p — ort cuando a — 2 en S'(R),
donde @)+ viene definido por

Prueba. Sea 1 € S(R). Entonces

(Kot *0,0) = (F{F{Ka, * 0}} ¥) = (F{Ka } F o}, F{u})

oo

_ / Ea(—(VME) F{o} O F LU} (E)de.

— 00

Nuevamente tenemos la cota

| Ba(—=(VAE)?) F{e} (O F (01 = [F{le}(OF (0 }(€)] € L'(R),

que nos permite obtener

ggmw*%w:/kmw%aHMQFWH&%

N | =

1 — —
= 5 UHAHTume FA0h) + (F{T_ 0t Foh)] =
donde T,,p(z) = p(x + o). Asi, finalmente obtenemos
(FATymeet + FAT_ met F{vD)
2
<T\/Xt50 + Tf\/XtQDv '(/}>

Hm <K04,t *Q, ’l/)> =
a—2

)

2
42
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donde

T +T_ i
2

que es la solucién clédsica al problema de Cauchy para la ecuacién de ondas,

— pasla) = LEEVM) Tpla — VA,

g—;ug (x,t) = Aaa—;ug (z,t) si x€eR; teRy

uz (z,0) = p (x) si x€R
Ly (£,0) =0 si zeR
ug acotada.

2.4. La solucion del problema de Cauchy para la
ecuacion de difusion fraccionaria con condicio-

nes iniciales explicitas.

En esta seccién calculamos la solucion del problema de Cauchy para la ecua-
cién de difusion fraccionaria con condiciones iniciales explicitas, que no ne-
cesariamente verifican las hipétesis de teorema presentado en este capitulo.
Primero desarrollamos una expresion alternativa a la solucién del problema de
Cauchy que resultard ser mas practica para tales fines. Fijando (z,t) € RxR™

obtenemos

I N (o A PR
= [ L g (v - 9) et der
+7;mw; (VA" (6 ) o (€ de =

7/\/1; x—i—T\/@)
0

N =

z—f//\/l%(r)go(x—r t“ dr +

= ;7./\/13 (r) [gp (a: - /\t“) +o (a: + TM)] dr (2.10)
0
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-1 —1
donde se realizaron las sustituciones VAt (x — &) =ry vAt* (£ —x)=
r respectivamente.
Ahora podemos estudiar facilmente el siguiente problema
%ua (x,t) = Aaa,—;ua (z,t) sizeR;, teRy
Uq (2,0) = cos (cz) si zeR.
Quizés no sea dificil constatar que efectivamente u, (z,t) = cos (cz) Eo (—c2At?)

verifica las condiciones dadas, ya que

(63 (6%

—u(x,t) = cos(c:v)at

_p2)\ )
Y E,(—c*Xt%)

2
= —c?Acos(cx) By (—A2At*) = A%u(m,t}.

Sin embargo, la idea es mostrar cémo obtener esta solucién utilizando la nueva

expresién general de la solucién y reemplazando ¢ (x) = cos (cx). Utilizamos

la representacién en serie de potencias de cos (z) en (2.10)

/./\/l% r) |cos (IE*TM))‘FCOS(C(I#»T\/@))}CIT:

70/\/13 (T)iw [(:17 ,T\/@)Qk + (I‘FT\/E)QIC] dr =
0

r = (—1)F 2k 2k ) i
/M% (r) Z ((12)k),k 2 Z (Qf) g2k (r )\t“) dr =
0

i=0,
i par

-3 C s 0|30 (3 (i) -
0
o )k 2k |k _
S (B 6 ] -
k @ .
[Z %—z giﬁil) QUH)]:

k k 7

(=" (M) i
Z(Q(k—z))!F(ozi+1)x2(k )1'
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Reagrupando los coeficientes de misma potencia, obtenemos
D=3 |3 o e e
€T =
2k IF'a(j—k)+1)

0 (71)k+i62k+2i ()\to‘)i
; QK0 T(ait1)

JL‘Zk

B aigy i (—CQAt“)i (—1)k02k B
=2 lz T(ait1)| (2k) o=

=0

i —c®At?) (1" (cx)** = cos (cz) E (—cat%)
(2k;)! “ '

Obtenemos las siguientes proposiciones.

Proposicion 2.15. La solucion del problema de Cauchy

a 2 .
g (2,t) = A5uq (2,t) siz€R;  teR] (2.11)
Uq (2,0) = cos (cz) st z€R
con ¢ € R constante, viene dada por

U (7,t) = cos (cz) By (—2M%) .
De manera similar se obtienen los siguientes resultados

Proposicion 2.16. La solucion del problema de Cauchy

a 2 .
%ua (z,t) = )\%ua (z,t) sizeR; teR] (2.12)
Uq (2,0) = sin (cx) si z€R
con ¢ € R constante, viene dada por

U (7,) = sin (cz) Eq (—2Mt%) .

Proposicién 2.17. La solucion del problema de Cauchy

ol 2? ; .

Do (@,8) = AZ5uq (z,1) st x€R;  tERS (2.13)
Uq (2,0) = e st zeR

con ¢ € R constante, viene dada por

Ug (7,1) = e Eq (PALY).
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Proposicion 2.18. La solucion del problema de Cauchy

%ua (z,t) = )\g—;ua (z,t) sizeR; te Rar

n ) . (2.14)
g (7,0) = 3 apa® si v €R

k=0

con n € N viene dada por:

n k ! Ik—i(m)i
' i+1)

(81

Vemos que es de suma utilidad disponer de diferentes expresiones de una
funcién y que en diferentes contextos podemos usar la formulacion que mejor
se adapte a las necesidades del problema en cuestién. En particular, vimos
que la expresién (2.7) ha resultado ser fundamental en este capitulo. Cabe
entonces preguntarnos si la podremos utilizar para generalizar resultados que,

hasta ahora con la expresién (2.5), no eran posible generalizar.
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3. Generalizaciones del problema de
Cauchy para la ecuacion de

difusion fraccionaria sobre R

Los resultados de esta seccién fueron presentados en los congresos (1), (9) y
(11). Se puede consultar la siguiente bibliografia para este capitulo: [10], [22],
(23], [25], [26], [27], 28], [35], [37], [39], [40], [41], [42].

En el capitulo 2 hemos estudiado el problema de Cauchy para la ecuacién de

difusién fraccionaria unidimensional con « € (0,2] dado por

2 e (2,8) = Aogug (,1) st z€R;  tERT
Uq (,0) = ¢ (2) si z€R (3.1)

U, acotada,

cuyos resultados principales pueden reunirse en el siguiente teorema

Teorema 3.1. Sea p(x) € L' (R) N L% (R) de modo que F{p}(z)z? € L' (R).
Entonces una solucidn al problema de Cauchy (3.1) con « € (0,2] viene dada
por

U (2, 1) = K, (2,t) x o (2), (3.2)

con

Ko (2,) = %\/)\ta_lj\/l% (\//\ta_l m) .

Para la prueba utilizamos la expresién alternativa de la solucién utilizando

propiedades de la transformada de Fourier,
Ug (,1) = / F{o} (&) e B, (—E2M%) dE. (3.3)
—00

El teorema 3.1 evidencia que esta nueva expresion de la solucion del problema
de Cauchy posee un cierto potencial para probar nuevos resultados de ma-
nera rigurosa. En este capitulo nos proponemos entonces estudiar la utilidad
de ambas expresiones, (3.2) y (3.3) y veremos que en diferentes pruebas cada

una de las expresiones tiene ventajas y beneficios. Para eso, generalizaremos
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los resultados obtenidos en el teorema 3.1. Por un lado obtendremos un teo-
rema similar para el respectivo problema multidimensional y para érdenes
de derivaciéon mayores a 2. Por el otro lado probaremos el teorema para otra
clase de funciones iniciales. También aqui obtendremos propiedades de las

funciones obtenidas.

3.1. Generalizacion a operadores diferenciales frac-
cionarios de mayor orden y a problemas multi-

dimensionales

Mostraremos primero utilizando esta expresién nueva que se pueden generali-
zar los resultados obtenidos a problemas con mayor orden de diferenciacion y
problemas multidimensionales. Observaremos que las herramientas utilizadas
y el razonamiento que se sigue es idéntico al del caso original unidimensional
con « € (1,2).

Teorema 3.2. Sea p(z) € L' (R) N L? (R) y F{p}(x)2® € L' (R). Entonces
la solucion al problema de Cauchy (3.1) con oo > 0 viene dada por (3.3).

Prueba. Sea n = [a]. La derivada fraccionaria de Caputo de orden « de la

funcién wu, (z,t) viene dada por

t 00
/ (t— 7)o~ 1 87"/?{ }(f)eing (_52)\7_04)615 dr
5 I'(n—a) orn 7 ¢ '
0 —o0
(3.4)
Notemos aqui que se puede probar inductivamente que para k € N
ak 2 _ 2)\ afkrE 2)\ o
S Ea (Z€T%) = €7 M By (~€0")

Asi, para pasar en (3.4) la derivada n-ésima dentro del signo integral, debemos

probar que para k =1,...,n, se tiene

|f {90} (5) SQATa_kEa,akarl (_52)‘7—@) ‘ < g(é) € LI(R)'

Pero teniendo en cuenta que F, o—r+1 €s acotada en su dominio negativo
(ver el comportamiento asintético de la funcién de Mittag—Leffler presentada
n [26]), esta expresién puede ser acotada por g(&) = c|F {¢} (£) €2, con ¢
constante, la cual es integrable por hipétesis. Asi obtenemos

(0%

a?ua (.T,',t) =
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t

_ nal
:—/(tr(;a/]‘-{s@} €) e N " B amnt1 (—EATY) dédr.

Para intercambiar estos dos simbolos integrales usaremos el teorema de Fu-
bini, para lo cual debemos probar que nos encontramos bajo las hipétesis del

mismo. Ya hemos probado que

oo

/ (t—T)”*oc—li ey o
Ty 7 WHOENT Baani (—€2A7°) de

es finito. Para probar que toda la integral doble también es finita, utilizaremos

nuevamente que Ey o—nt+1 € L (R) en el dominio deseado. Obtenemos

t oo
t— n—a—1__ ) . .
/ / ‘(F(:L—a)}— {©} (€) e AT " Baya—ni1 (—EM) | dédr =
0 —oo
t oo n o1
:// 1" |‘F{<p} {2’/\7_11 n|an¢ n+1( 52/\7'O‘)|d£d7§
0 —oo
Lo n a—1
< ’}—{90} §2|>\7'a " Eaa— 7l+1||L°°(JR dédr =
/ 4 T

t o}
>\HEoz,a—n+1HL°°(]R) n—a—1_a—n T 2
_ (t—ryrotromngr [ F{p}(€) €2 de =
! /

I'n—a)
AIE P [
. a,a—n+1||L>(R) n—a—1l/1 _  \a—n
- Aseomnlene [oenqpear [ [Feh© €]
0 — 00

donde la iltima expresion es finita puesto que la primera integral es la funcién
Betaconz=1+a—n >0y y =n—a > 0y lasegunda integral es finita por
hipétesis. El teorema de Tonelli finalmente nos permite utilizar el teorema de

Fubini para obtener
(90‘ 0
1§x _ 2y« _
ot (2,1) /;m L% B (—€20%)| d

.Y / F {0} (6) 2 E, (—EN) de.
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De manera similar se prueba que se puede pasar la derivada segunda con

respecto a la variable z dentro de la integral, obteniendo

& [ — P
gt 0 = [ FleH© | rse| B () e =

. / F {0} (6) B, (X% de,

con lo que completamos la prueba de que la funcién u, verifica la ecuacién

diferencial. Para probar que u, satisface la condicién inicial, vemos que
wal@0) = [ Fe} OB (0)d6 = F (Flp}} (@) = 0 (o)

O

Presentamos ahora la generalizacion del teorema 3.1 a mayores dimensiones.

Teorema 3.3. Sea ¢(z) € L* (RY) N L? (RY) y F{p}(z)|z|* € L' (R?). Sea

a > 0. Una solucion al problema de Cauchy

%ua (z,t) = NAu, (z,t) si x€RY teRS
Uo (2,0) = ¢ (2) si v €R?
Uy acotada

viene dada por

ualet) = [ F {0} € €7 En (~IePxe") de

Omitimos la prueba de este resultado ya que la prueba es aniloga a la del
teorema 3.2. En esta subseccion se manifiesta la importancia de la expresion
(3.3) ya que los resultados obtenidos aqui no podrian haber sido hallados y

probados utilizando la expresién clésica (3.2).

3.2. Generalizacion de la condicion inicial

Teniendo en cuenta que la ecuacién de difusién fraccionaria representa un
modelo matematico para diferentes fenémenos fisicos, seria de gran utilidad
que las condiciones que imponen los teoremas relacionados a esta ecuacién
no sean artificiales, tal como sucede en el teorema 3.1, donde las propiedades
que se le impone a la condicién inicial del problema de Cauchy estdn mas

bien forzadas por la demostracién del teorema.
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En esta seccion construiremos un teorema similar a dicho teorema cuyos re-
querimientos sobre la condicidén inicial del problema de Cauchy sean diferente.
Dividiremos la seccién en dos partes, determinando primero condiciones para
que la funcién (3.2) sea solucién de la ecuacién de difusién fraccionaria y
probando luego bajo qué circunstancias la misma verifica la condicién inicial.
Primero determinaremos condiciones bajo las cuales se satisface la ecuacion
diferencial en (3.1).

Teorema 3.4. Sea ¢ una funcién en LP (R)NC (R) con 1 < p < oo de modo
que exista una sucesion {¢n} de funciones que verifican las hipdtesis del
teorema 3.1 y que convergen tanto en LP (R) como en L™ (R) a ¢. Entonces

(3.3) es una solucion al problema de Cauchy (3.1) con o € (0,2].

Prueba. Notemos que, teniendo en cuenta el teorema 4.9 en [10], se puede

elegir la sucesién {¢, } de modo que ¢, — ¢ puntualmente y satisfaciendo
lon ()] < h(E), con h e LP(R),

donde la convergencia puntual se garantiza por la continuidad de las funciones

Pn Y P
Considerando que K, (z,t) € L?(R) (ver proposicién 1.41) co

n
obtenemos que K, (x — &,t) pn (§), Ko (x — &,8) 0 () y Ko (x — &,
funciones integrables.

También tenemos que

Ko(z—&1)0n(§) = Ka(z—&1) 0 (€)
puntualmente, y que
‘Ka (m - f,t) Pn (§)| S Ka ('T - &vt) h(g) .

Por el teorema de Lebesgue concluimos entonces que

m [ Ko (2 —&,1) en (5)d£=/Ka (x =& 1) () dE (3.5)
R

n—00
R

Notemos que la convergencia uniforme de ¢, — ¢ en (3.5) implica también

la convergencia uniforme como funciones de z y t respectivamente. En efecto,

/K £, t) o (£) de - /K 60 (€)de| <
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g/Ka@—f,wwn(f)—w(fndfs
R

< Ion = @l [ K@= 8)dE = in = gl 0
Esto nos permite establecer las siguientes igualdades.

2
O tim [ K& en(@de= 1 2 /K ) (€)de

- (3.6)
o i K, t 1 K, t) d
o i [ Ko (o= 60) 0 (€)de = lim / &) (€)de

- (3.7)

Teniendo ahora en cuenta que ¢, € S (R), con el teorema 3.1 establecemos

para todo n € N la siguiente igualdad
/K 60 en(©dE =Ny /K —Et)pn(©)dE (38)

Combinando las ecuaciones (3.5), (3.6), (3 (3.8) concluimos

)y (3.
8ta/K PO de =2 /K o (6) de

de modo que

/Ka (x_fvt)w(g)

verifica la ecuacién de difusién fraccionaria.

Nota 3.5. Notemos que las hipdtesis del teorema 3.4 son razonables. Teniendo
que S (R) es denso en LP (R), la existencia de una sucesion {¢n} € S (R)

que converja a ¢ en LP (R) estd garantizada.
Para ver que en el teorema 3.4 se estd generalizando el resultado del teorema
3.1, se puede considerar la funcion

~la|_

p(x)=e
Claramente no verifica las hipotesis del teorema 3.1, ya que

222
1422

Flo¥(x)z? = Vor
52
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Sin embargo, ¢(z) € L* (R)NC (R) y considerando una sucesién de funciones

{cn} infinitamente diferenciables con imagen I'm., =[0,1] de modo que

(@) 1 sixze|[—n,n]
cn(x) =
0 size(—oco,—n—1Un+1,00),

entonces p, := @c, converge tanto en L' (R) como en L™ (R) a ¢, de modo

que @ verifica las hipdtesis del teorema 3.4.

El siguiente teorema finalmente prueba que (3.3) verifica la condicién inicial

del problema de Cauchy (3.1) cuando el dato inicial es continuo y acotado.

Teorema 3.6. Sea ¢ € C(R) acotada y o € (0,2). Entonces, para us dada
por (3.2) se tiene
lim u,(z,t) = p(x),

t—0+
donde la convergencia es uniforme sobre compactos.

Prueba. Sea M > 0. Queremos probar que Ve > 037 > 0 de modo que
O<t<n= /Ka(x—&t)cp(f)df—ap(x) <e, Vxe[-M,M].

Teniendo en cuenta que f K, (x —&,t)d¢ = 1, obtenemos que

/K o (€) dé — p(a /K (0 (6) — o (@) de,

y asi obtenemos que para todo R > 0,

/K P €~ p(2)| < [ Kalo— &0 (O~ p (o)) de =
R

_ / Ko (= &) |0 () — o (2)] de+

lz—&|<R

b [ KaG-gnle© - p@lde (39)
lz—£[>R
Por un lado, tenemos que x € [—M, M] y gracias a la continuidad de ¢,
podemos garantizar su continuidad uniforme sobre [—2M,2M]. Es decir que
dado & > 0, existe d >0 tal que 6 < M y

7,6 € [-2M,2M], |z =€ <3 = ¢ (§) —p (@) < 5.
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De este modo, si tomamos R = §, obtenemos |z —¢§| < § = || < |z]| +
|€ — x| < M + 6 < 2M. Considerando esto y el hecho de que K, > 0y que
fK —&,t) d€ = 1 obtenemos

[ Kale-ctle© -l <5 [ Kalo-gnds <35 (310)
|[z—€|<é |lx—€|<6

Por otro lado, al ser ¢ acotada existe C' > 0 de modo que

Ko (2 — 1) (€) - (2)|dE < 2C / Ko (2 — &, 1) dé =

la—¢[>6 ja—¢ |25
1 _ _
— 92 / 5 VA "M, (\/Ata Yo — §|) de =
ot |25
1 _ _
— 20 / SVAE My (VAR 2] ) dz =
EEG
=2C / v)\t"ilM% (v)\tailz) dz =2C / Mg (s)ds
226 >

Considerando que

lim 2C / Mg
t—0+
kt‘l
obtenemos que 37 > 0, que depende Unicamente de § y €, tal que
€
o<t<ns [ Kile-gol@-v@li<i (1)
lz—&]>0
Considerando (3.10) y (3.11) y volviendo a (3.9), concluimos que 37 > 0 tal
que 0 < t < n implica

/K o (€) de — pla)| <e.

lo que significa que

1 -1 -1
lim [ Ve Ma (\//\ta lz — 5\) 0 (€) de = o(z).
t—0t ) 2 2
R
O
Combinando los resultados de los teoremas 3.4 y 3.6 obtenemos el siguiente

teorema.
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Teorema 3.7. Sea ¢ una funcion en LP (R)NC (R) con 1 < p < oo acotada de
modo que exista una sucesion {p,} de funciones que verifican las hipdtesis del
teorema 3.1 y que convergan tanto en LP (R) como en L™ (R) a ¢. Entonces

una solucion al problema de Cauchy (3.1) con o € (0, 2] viene dada por (3.2).

De este modo hemos obtenido un teorema acerca de una solucién del proble-
ma de Cauchy con condiciones iniciales més familiares y usuales que en el
primer resultado (teorema 3.1) en el cual no se requieren propiedades de la
transformada de Fourier del dato inicial del problema.

Notemos que en esta subseccién hemos utilizado tnicamente la expresion
(3.2) de manera explicita. En particular, se han utilizado diferentes propie-
dades de la funcién de Mainardi en las pruebas de los teoremas 3.4 y 3.6.
A saber, su pertenencia a los espacios LP(R), que su integral sobre la recta
real es constantemente igual a 1 para todo a € (0,2) y que es una funcién
positiva en el dominio considerado.

Sin embargo cabe destacar que el teorema 3.1, en el cual la expresién (3.3)
es fundamental, fue utilizada para obtener estos resultados. Es decir que la
nueva expresion de la solucién al problema de Cauchy fue utilizada implici-

tamente en esta seccion.

3.3. Continuidad de la solucion del problema de

Cauchy con respecto al orden de diferenciacion.

También aqui es de interés recuperar las soluciones clasicas a los problemas
de Cauchy para la ecuacién de difusién (a = 1), la ecuacién de ondas (o = 2)
y méas general para cada problema de orden entero (o« € N) a partir de
la solucion del problema fraccionario. Ya hemos presentado el resultado para

€ (0,2]. Sin embargo, en ese caso utilizamos la funcién de Mainardi, la cual
no esta definida para pardametros o > 2. Es por esto que aqui utilizaremos
la expresion alternativa en funcion de la funcién de Mittag-LefHler, la cual si

estd definida para todo pardmetro positivo, para generalizar dicho resultado.

Lema 3.8. Sea oy > 0. Entonces

lim E,(z%) = Eqy, (z°).

a—raqQ

Prueba. Sea ¢ > 0 de modo que 0 < & < min{l,ap}, y sean ng = [ap| + 1y

€ < a < ng. Para k € N suficientemente grande F(Q}CH) < F(E;H) es valido.
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Obtenemos
pok |m|n°k
’F(ak+1)’ T(ek+1) *
(o]
Para ver que la serie ) aj es convergente es suficiente mostrar que %
k=0
converge a 0 cuando k — oo.
1—e no
g1 | 2" I'(ek+1) < ] (ek+e) ~cT'(ek +¢) _ || 0
ag D(ek+e+1) (ek + &)l (ek +¢) (ek +¢)¢

Aqui utilizamos la propiedad
T(z+s) <2°T(z),

valida para x > 0y 0 < s < 1. Esto finalmente completa la prueba, ya que
ahora tenemos
ak

lim E,( —— = F, (z%).
airgo ; a—ag F ak + 1) 0(1’ )

Enunciamos entonces ahora el teorema central de esta subseccién

Teorema 3.9. Sea uq(x,t) una solucion al problema de Cauchy (3.1) con
a > 0 y cuya condicion inicial ¢ tenga transformada de Fourier integrable.

Fijando ag > 0, obtenemos

al;rgo U (T, 1) = Uqq (2, T).

Prueba. Utilizaremos la expresion (3.3) de la solucién del problema de Cauchy

(3.1). Queremos calcular

lim uq(z,t) = lim /]‘"{QO} ) 7 By (—€2A%) d.

a—raQ a—roQ

Podemos utilizar ahora el teorema de Lebesgue para ver que podemos pasar

el limite dentro del integral, ya que
| F {0} (©) e*" Ea (=€°M)| < [F{e} (6)] € L' (R).
Notemos que aqui usamos

1
1Ea(—3%)|| L m) < 5lIMs (|2l = 1.
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Y asi
z . 7 - iEx 2y o
QILH;O Ug(z, 1) = / ahﬁnaln F{p} (&) e"E, ( &AM ) d€ = ug,(x,t).

Una consecuencia particular de este teorema son estos dos resultados.

Teorema 3.10. Sea u,(x,t) una solucion al problema de Cauchy (3.1). En-

tonces tenemos

T 1 (z-9)?

lim uy (2, t) = e~ At de,

M g (2, 1) / e p(§)dE
— 00

la cual es la solucion cldsica del problema de Cauchy para la ecuacion de

calor,

%u(x,t):)\aa—;u(x,t) si teR;  teRS

(PCy) S u(z,0) = ¢ (x) si T€R

u acotada.

Teorema 3.11. Sea u,(z,t) una solucidn del problema de Cauchy (3.1). En-
tonces tenemos
o(x+ At) + ¢z — At)

2 )

la cual es la solucion clasica del problema de Cauchy para la ecuacion de

OIZ1_>1112 Uz, t) =

ondas,
g—;u (z,t) = /\aa—;u (z,t) si x€R; teRS
u(z,0) = ¢ () si x€R

u acotada.

3.4. La solucion del problema de Cauchy para la
ecuacion de difusion fraccionaria como un pro-

ceso estocastico

En esta seccion estudiaremos una serie de propiedades basicas de la solucion
del problema de Cauchy (3.1) relacionadas a procesos estocésticos. Reali-
zaremos primero una serie de observaciones preliminares que justifican este

enfoque.
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Lema 3.12. Sea uq(z,t) la solucion al problema de Cauchy (3.1) con « €
(0,2). Entonces
p>0=uy, >0.

Como ya hemos probado en el capitulo anterior, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.13. Sea uqy(z,t) la solucion al problema de Cauchy (3.1) con a €
(0,2). Para todo t € RT fijo tenemos

/ o, £)dz = / o(2)dz.

— 00 — 00

El lema 3.12 y el teorema 3.13 muestran que si consideramos a ¢ una fun-
cién densidad de probabilidad, entonces para todo « € (0,2), uy(x,t) puede
ser considerado un proceso estocdstico {X, } de pardmetros «,¢. Primero

calcularemos los momentos de la funciéon u, para a y t fijos.

Teorema 3.14. Sea uy(x,t) la solucion al problema de Cauchy (3.1) con o €
(0,2). Para todo o € (0,2) y para todo t € R fijos se tiene la férmula de los
momentos de u,, dada por

o0 ; oo
m

m _ m! Ate i
/ac ua(x,t)d:v—; (m— TS+ 1) /x o(z)dx.
e i par -0
Prueba.
/xmua(x,t)dxz /xm / %\/@71/\4% (\/@71|$—§|> p(&)dédx =
= / %@(5)/mmmta_1/\/l% (\/)\ta_1|x—§|) dzd¢ =
T 1 7 -1 -1
= / gw(ﬁ)/(ﬁ—x)’”\/@ Mo (VX z)dzdé+
s 0
+ / %w(é)/(&+x)mx/W*5vl%(\/Ata’1x)dxdg:
s s
= /so(f)/ i (?)é“mimi\/ﬁ_l/\/l;(\/@_lx) ddé =
% 0 [{par
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= / P& | > <T)5mimi/xi/\4;(m)da¢ de
—o0 i por 0

Aqui haremos uso de la férmula de los momentos de la funcién de Mainardi

dada por

T il
"M, (2)de = ————.
/xM @) = 0D
0
De este modo obtenemos

o0 o0
m

/xmua(x7t)dx= /Sﬁ(f) Z (mm!i)lgm_ir(;‘)i\t: 1) it =

—00 —o0 =9
i par

3 m' Mi i m—i
:g (mi)!F(giH)_/f p(&)ds.

i par

O
De este modo, los momentos de u, pueden ser expresados como una combi-
nacién lineal de los momentos de la condicién inicial de misma paridad.
Notemos que tomando m = 0 en el teorema 3.14 se obtiene nuevamente el
resultado de 3.13. Ademds, tomando m = 1y m = 2 se obtienen los siguientes

casos particulares.

oo oo

/xua(x,t)dx: /xap(x)dac,

—0oQ — 00

2 2
oz, t)dr = de +2——— dx.
/xu(x )dx /CU(p(LC):C—I— F(a+1)/(p($)[£
— 00 — o0 —0o0
De este modo obtenemos la esperanza y la varianza de X, ; para todo o €

(0,2) y para todo t > 0, que viene dada por

E [Xa,t] =F [4,0]
V[ Xad] = Vgl + 1“(?3?1)'

Este resultado para la varianza de X, ; va en consonancia con la cota obtenida

en el capitulo anterior para la norma L*°(R) de u, dada por

oy < —
[ta(z, )] Lo @) < e
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y con el teorema 3.13, ya que si en todo momento t el drea delimitada por u,,
y el eje = es constante pero al mismo tiempo el valor maximo de u,, disminuye
cuando ¢t — 00, necesariamente la funcién u, debe dispersarse sobre el eje
real a medida que t — oo. Esta observaciéon también tiene su interpretacion
natural en el contexto de medios viscoeldsticos. En [40] ya se ha constatado
que el proceso estocédstico { X} es no Markoviano. Esta afirmacién es in-
tuitiva en el sentido que la derivada fraccionaria de Caputo es un operador
integro—diferencial y por lo tanto no local. Cuando la derivada de Caputo
se aplica sobre la variable temporal se asocia el problema en estudio con un
problema que posee memoria en el tiempo.

A continuacién proveeremos una prueba para esta propiedad del proceso
{Xa,}, utilizando precisamente ambas expresiones de la solucién al proble-
ma de Cauchy (3.1) analizadas en este trabajo. Notemos aqui también que
la no Markovianidad se verifica para « # 1, mientras que el caso a = 1 s es
Markoviano, ya que en ese caso nuestra ecuacion se reduce a la ecuacion de

difusién.

Teorema 3.15. Sea o € (0,2), o # 1, y sea uq(x,t) la solucion al problema
de Cauchy (3.1) con condicion inicial p. Sea to > 0 fijo y sea Ug(x,t) la so-
lucion al problema de Cauchy (3.1) con condicidn inicial uq(x,t9). Entonces
la igualdad

Ug(x,t) = ua(x,t +to)

no es vdlida.
Prueba. Supongamos que {X, ¢} si verifica la propiedad Markoviana
Uo (@, t) = ua(z,t + to)

para concluir que entonces necesariamente debe ser o = 1. Tenemos
U (,1) = / F {ua(z,t0)} (&) €7 Ey (—€2Nt™) dE.
—o0

Pero

F{ua(z, o)} (§) = F{Ka(z,to) * p(x)} (€) = Ea (—E°MG) F {0(2)} () -

De ese modo

o0

Tg(z,t) = / Eo (—€°Xt§) F{o(z)} (§) €7 By (—E7At%) d€ =
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= ulz,t +to) = / F (@)} (€) 5% Bu (—EA(t + 10)°) de.

Esto implica
/ F {0(@)} () [Ba (—€N) Ea (—EMS) — Ea (—EXt +10)*)] dE = 0

y teniendo en cuenta la arbitrariedad de ¢ deducimos que
Eo (—t%) Eo (—t5) = Eo (=(t +10)),

pero esta tltima igualdad tnicamente se verifica si E,(z) = e, lo que es el

caso cuando o = 1. O

Vimos en este capitulo que efectivamente la nueva expresion para la solucion
al problema de Cauchy resulté ser de suma utilidad y nos ha posibilitado
generalizar los resultados previos de diferentes maneras. Sin embargo, resal-
tamos que mas productivo aun ha sido combinar las diferentes expresiones

que poseemos.
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4. Un problema de Cauchy para la

ecuacion de difusion fraccionaria

sobre R

Los resultados de esta seccién fueron publicados en [21]. Se puede consultar
la siguiente bibliografia para este capitulo: [12], [17], [22], [23], [26], [35], [37],
[39], [40], [41], [42], [52], [56].

Hasta ahora hemos analizado la ecuacion de difusion fraccionaria conside-
rando la variable espacial x definida sobre todo el eje real. En este capitulo
estudiaremos un problema de Cauchy para la ecuacién de difusién fracciona-
ria unidimensional sobre el semieje real positivo con condiciéon de frontera, a
saber
a 2 .

Lug (2,1) = A5uq (z,t) si zeRY;  te(0,7)

uq (2,0) = ¢ (2) si zeRy (4.1)

uq (0,8) = ¢ (z) si te(0,T),
donde consideraremos ¢, 1 funciones continuas en su dominio. En este capitu-
lo trabajaremos con « € (0,1). El objetivo serd hallar la solucién a este
problema. Para eso, simplificaremos primero el problema y lo dividiremos
en subproblemas, presentando en cada caso los candidatos a solucién. Luego

probaremos que el candidato a solucién verifica la ecuacion diferencial y que

satisface las condiciones de contorno.

4.1. El candidato a solucion del problema de Cauchy
para la ecuacion de difusion fraccionaria sobre

el semieje real positivo
Por la linealidad del operador diferencial fraccionario de Caputo, el problema
(4.1) puede ser dividido en dos subproblemas,

O tta (@,8) = AZsur o (2,8)  si zeRy;  te(0,T)

u1,q (7,0) = ¢ (2) sizeRY (4.2)

U0 (0,8) =0 si te(0,T)
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O g (#,8) = Agus o (2,8)  si zeRy;  te(0,T)
Uz, (£,0) =0 si reRY (4.3)
Uz, (0,t) = ¢ (2) si t e (0,7),

de modo que la solucién al problema original resulte de sumar las soluciones

de ambos subproblemas.

U = U], + U2, o

El problema (4.2) fue resuelto en [33] y su solucién viene dada por

walet) = [ |Ms () - g () [ ecgrae

0

Para garantizar que u; o realmente es solucién basta con que ¢ sea continua
y acotada en R{ (ver [17]).

Para deducir ahora un candidato a solucién del problema (4.3), utilizaremos
un resultado presentado en [56], donde se presenta tanto un problema similar

al nuestro como también su solucién, a saber

gt%va (z,t) = /\6‘9—;11& (z,t) si xeRy; te€(0,T)
Vg (2,0) =0 si € Rar (4.4)
Vo (0,8) =1 si t e (0,7),
cuya solucién viene dada por
v(z,t) =W (7)\ti%’ f%, 1) ,
donde W es la funciéon de Wright,

ok

W (z,a,b) = —_—.
(2,0,) kZ:Ok!F(ak-i-b)

Observamos que el problema (4.4) difiere de nuestro problema (4.3) tnica-
mente en la condicién de contorno sobre el segmento {(0,t) : t € (0,7)}.
Reformularemos entonces la solucién a este problema auxiliar de manera que
nos induzca a proponer un candidato apropiado para nuestro problema de

interés.
t t

v(zx,t) :/%W (*Mi%,f%,l) dr = /M% <)\TL%) %dﬁ

0 0
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Si notamos

Liw,t) = My (

x ) axr
Atz /) 2a L
f@)  sitelto,t]

fit,t4)
o sit ¢ [to, 1],

entonces obtenemos
v(x,t) = L(z,t) * 1) 4,
donde 1 representa la funcién constante. Proponemos entonces a partir de

esta expresion el candidato a solucién a nuestro problema (4.3) a la funcién

t
Una (2, 8) = L{x,t) o ) = /M% <A(ti)%> G f‘i)%ﬂw(T)dT.
0

(4.5)

4.2. El candidato a solucion verifica la ecuacion de

difusion fraccionaria
En esta subseccién probaremos que el candidato a solucién (4.5) verifica la
ecuacion de difusién fraccionaria. Para eso, utilizaremos un lema auxiliar pre-

sentado en [21].

Lema 4.1. Sea K(t — 7)f(7) una funcion que verifica las siguientes 4 condi-
ciones

1. K(t —7)f(r) es T-integrable en [0,1],

2. [§K(t =) f(7)[<i(r) € L' (0.1,

3. |-2K0 - ) f(r)(t —n)-*|e L),

donde Q= {(n,7) € R?:n € (0,t),7 € (0,n)},

4. lm K(n = 7)f(r) = h(n) € L' [0,1].

Entonces
t

§Dp / K(t— ) f(r)dr | = / (§DEK(t — 7)) f(r)dr +o T2 (h)(1),

0

donde oItlfo‘ es la integral fraccionaria de Riemann—Liouville de orden 1 — .
Probaremos ahora que nuestro candidato a solucion

Ms (A(t—r)é‘) 2)\(t_7-)%+11/}(7) (4.6)
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verifica las hipétesis de este lema.

Hipdtesis 1. Si consideramos

O/t‘Mg </\(th)‘%> 2A(t fi)%ﬂd’(”

[l (- G))

donde utilizamos que || < M en [0, ] por ser continua y que
00
[m
0

La convergencia de la integral planteada asegura la 7-integrabilidad en [0, ¢]

de (4.6).

Hipotesis 2. Consideramos

% [Mg (A(t—i)%) 2A(t —ai)‘;ﬂ} ir) =

T (£ 4+ 1)ax
Ms (A(t_T)%) =zt (48)

Para probar que el primer término puede ser acotado por una funcién inte-

dr =

dy <M / a(y)dy < M,

o
At 2

(y)dy = 1.

N3

grable, utilizaremos un corolario presentado en [21].

Corolario 4.2. Sean o € (0,1) y x € R™. Entonces existe R > 0 de modo que

1
_1_ —a
W (-z,-S1-a)| <P (m) e 8

2

para todo x > R, donde P(x) es un polinomio de grado a lo sumo uno y
b= (1-5)(5)77 >0

Aplicando este corolario, existe § > 0 de modo que, para todo 7 € (¢t — d,t),

2

<lc+ dL eib(Mti)% > o . — 2 [9(7)]
- A( 2 2A(t —7)2t! ’
65

<




4. UN PROBLEMA DE CAUCHY PARA LA ECUACION DE
DIFUSION FRACCIONARIA SOBRE R™

donde b > 0, ¢ y d son constantes. Para probar que esta es una funcién

x

integrable, observemos que realizando el cambio de variable Y=
—T

=r,se

tiene

2

/t <c + dxa> e_b(mi)% > . (%)2 ()| dr =
s At—71)2 2t —7)2Ft

o] 2 2 2

_prma O TA\ @ T\«
= —r (= — (= <
/Ia (c+dr)e 2T<x) w(t </\r> >dr_

A6 2
_2
<Cm>\aM/ c+d7")r1+%e*b’“2_adr§
%
d 1+2
IMM/ etd)r™e o (4.9)

A 2
donde utilizamos la cota e™% < ;‘—,l para todo n € N. Ahora es facil ver que
en (4.9) para todo o € (0,1) existe un n € N de modo que dicha integral sea
convergente. De este modo hemos probado la integrabilidad de (4.7). Para

variables Z
A(t—

probar la integrabilidad de (4.8), llevamos a cabo nuevamente el cambio de
=r.

/ot Ms (A(ti)%) ;i ))«izw(T)

2
- «Q AT\ @ oo N
= M/a;/,\t% (5 * 1) Ms (r) ( ) ar= MCI’/\’O‘/O Mg (r)r=dr,

X

dr <

donde tuvimos en cuenta que Mg es una funcién positiva para todo a € (0, 1)
y nuevamente que [¢| < M. Consideremos ahora k € N de modo que % <ky

teniendo en cuenta la formula para los momentos de la funcién de Mainardi,

_ T(k+1)
/M T (Sk+1)

se tiene

MC’%)\_Q/ M%(r)r%drgMCm,,\a/ M%(r)rkdrz
0 0

Fk+1
- MC, A’QM7
I'(%k+1)
con lo que completamos la prueba de la integrabilidad de (4.7) y de que la

hipétesis 2 se verifica.
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Hipdotesis 3. Debemos probar que

0% {M; (/\(nicT)Z‘) 2X\(n ii)gﬂ] (tib_(;))a € LY(Q),

donde Q = {(n,7) € R?: n € (0,t), 0 < 7 < n}. Esto equivale a probar que

2 o ) () 25

“Ma x (§+Dax  (r) _ X
M (A(n_ﬂg) PG RER g = [ L)

Haciendo un razonamiento similar al de la prueba de que se verifica la hipéte-

sis 2, podemos concluir que

n

/ I+ II|dr

0
es finita para todo n € (0,¢). Queremos probar entonces que

t tn

n —0 t n
//|]+II|den:/ \I+II|de77+//|I+II|dT
0

0 0 0 0 n—s
es finita, donde consideramos § suficientemente chico. Tengamos ahora en

cuenta que

2 o ()] =~ o )]

y que la monotonia negativa de Mg implica que

0 x
“orM (A(n)) >0

t n—9
Estas dos observaciones nos permiten acotar [ [ |I|drdn de la siguiente
0 0

forma

tm

-5
¢ MC = 9 x
Ildrdn < _ —— Mo | ——— | drdn =
/[ ”7*/0 (t—ﬁ)“52+1/0 oM (A(n—m) e
0

0
¢ MC T T
= —_——a (=3 e - 2| Ta d <
/0 (t—mn)xss+t [Mz <)\772> Ms ()\52)] =

- 2M C /t 1 dn <
o 0.
Sr(-g)ert Sy G
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En la dltima desigualdad tuvimos en cuenta el lema 4.2 de [56]. De este modo

t n—34

//Ifldfdngoo. (4.10)
0

0

t n—4
Para [ [ |II|drdn, obtenemos
00

/t /OM 1T drdp =
[ e ()

:/o e e (wfﬂ )2i<ti)>m+”< )

Notemos que en la prueba de la hipotesis 2, ya probamos que
n=9 x (£ 4+ 1ax
/ M% (A o ) 2 X419 ’(/)(T)
0 (m—7)2 ) 2X\(t—7)2

lo que significa que
t prm—~0
/ / 1] drdy < oc. (4.11)
o Jo

Con (4.10) y (4.11) podemos afirmar ahora que

drdn =

drdn.

dr < o0,

t rm—~0
/ / |7+ II|drdn < . (4.12)
0 JO

Un razonamiento similar al de la prueba de la hipdtesis 2 nos permite asegurar
que

t rm
/ / |I 4+ II|drdn < oo, (4.13)
0 Jn—46

y combinando (4.12) y (4.13), estamos en condiciones de utilizar el teorema

de Tonelli y concluir que

5% [Mg ()\(nfr)”z‘) 2X(n fa;);ﬂ] (t’(/}(:;)a e LY(9).

Hipdtesis 4. Probaremos a continuacién que

X axr
tinMs (35w o =0 a0
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Utilizando ahora la férmula de los momentos de la funcién de Mainardi y
|] < M, tenemos

X axr
lim M« = = =
tin M3 (5257 ) iy et
; T ax B
= Jlim My (555) grpgervn=s) =

a1
Toa) Ly _ 1 _
= Jm Mg ()\ ) v <77 y‘;+1> =0

Hemos probado verificar las hipotesis del lema 4.1, lo que significa que

€ Dy o (x, 1) =§ D MM; (WfT)g) 2)\(th) —(7)d ] =

= [0 [vs (557 ) i) ot 0 -

[ 5m[- (e)

Teniendo en cuenta que la derivada fraccionaria de Caputo conmuta con la

derivada en el sentido clasico, obtenemos

b9 —x «
C na _ _ Y Cna s
o Difug o(z,t) = /0 570 Dy {W ()\(t — T)% Ty 1)} Y(7)dT.

Recordando ahora que W (ﬁ,—%, 1) es soluciéon de la ecuacién de
—T

difusién fraccionaria, concluimos que
€ Dty o, 1) = /Ot _%a% [w (A(?:“T)—;H)} b(r)dr
= [ g [ (e 51|
- Ot %M% (A(ti)z‘) 2)\(th) Fv(mdr

82 t x ar 82
a @/o Mg (A(t —7)% ) 2A(t —7)3H! U(r)dr = @W,a(%t%

con lo que completamos la prueba de que ug o(z,t) verifica la ecuacién de

difusién fraccionaria.
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4.3. El candidato a solucion verifica las condiciones

de contorno

Finalmente resta probar que us o(x,t) verifica las condiciones de contorno
uQ,(x(xa 0) = }i\% u2,a(x7 t) = Oa
Uu2.4(0,t) = lim wug o (z,t) = ¥().
N0

Para eso probaremos la siguiente proposicién que fue probada en [21].

Proposicién 4.3. Los siguientes limites son vdlidos

¢ X axr
I Ma _ dr =1,
0 Jo T8 (/\(t—r)z) oAt — )T

t

X axr
lim [ Mg . ——
NG (A(t—m) ot —r)5

Probaremos primero que ug (x,0) = 0. Teniendo en cuenta la proposicién

4.3 y que |[¢| < M, obtenemos
0 < lim

' - T
0 /0 Ms (A(tT)g) 2/\(tf7)%+1¢(7)d7 <

t x ax
< i s - - dr <
RN Ms (A(t—ﬂz) 2M\(t —7)2t! H(mldr <

¢ xr axr
< lim M . § =0,
< )M (A(tm) oAt — )5

con lo que queda probada la primera condicién. Para probar que ug (0,t) =

¥ (t), notemos que

(07

/otMg (2)\(t = Tys) G _i)%ﬂ FW(1)dr =
B /ot M ()\(t 1)‘;) 2A(t _w;)gﬂ [(1) = (t) + (1)) dr =
- /otMg ()\(t iCT)‘%) 2\(t _af_)%-}-l [h(1) = ¥(t)] dr+

¢ X axr
+/0 Ms <A(t7)3> T =TI

Aplicando la proposicién 4.3 a I1, obtenemos

N3

t

z. € ax —
2 J, Ms ()\(t — 7)3) ot — g D= v,
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con lo que resta probar que en I, el limite cuando = \, 0 es igual a cero.
Fijamos para eso § > 0 Y consideramos
t—6

= [ My (5r) s ) — v ars

+/t 6M% <>\(t—7)a> Nt — 1) [b(7) —p@)]dr = I + 2.

Teniendo nuevamente en cuenta la cota Mg < m, en I; concluimos

o €z ar
hi= 0 Mg (A(t—T) ) 2N(t —7)5 11 [b(T) — (@) dr| <
t—6 1
: /0 r (1 - %) 2A(t — ) ] [(r) = ¥(t)|dr <
1 ax t=4
= r'(1-49) 2)\52+1/ [(T) —¥(t)|dr
< T(1-9)2\0% +1/ (T |d7>$—0t5ax< 5 (4.15)

cuando = < m. Para acotar ahora |I3|, notemos que la continuidad de 1
nos garantiza que para todo € > 0, existe § > 0 de modo que [(7)—(t)| < §

siempre que |7 — t| < §. Teniendo esto presente y realizando la sustitucién
1y

At—7)2

t 00
€ x x o €
I < - Ma = s —dr == Me(u)d <<
| 2‘ - 2/;,5 2 (A(t—7)2> )\(t—T)7+1 2 T 2/36/)\53‘ ( ) b 2
(4.16)
De (4.15) y (4.16) podemos concluir que para todo ¢ > 0, |I| < e. Esto

obtenemos

wlR

implica que

i ¢ x ax .
i [y (55 ) gy W) — w(olar o,

es decir que
u2,4(0,t) = ().

Resumimos entonces los resultados de este capitulo en el siguiente teorema.
Teorema 4.4. La solucion del problema

Sug (2,1) = A2 Zua(z,t) si reR;  te(0,7)

Uq (2,0) = @ () si v €RY

uq (0,8) = 9 (¢) si te (0,7T)
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viene dada por

o (7, ) :/2,\115% {M‘; <|mtg£|) - Mg <'“’;¥§')] p(§)dE+
0

En este capitulo logramos obtener la solucién a un problema de Cauchy para
la ecuacién de difusién fraccionaria en una regién diferente. Observamos que
los métodos utilizados y las herramientas necesarias para probar el resultado

difieren fuertemente de la teoria utilizada en los primeros dos capitulos.

72



5. UNA ECUACION DE SCHRODINGER FRACCIONARIA

5. Una ecuacion de Schrodinger

fraccionaria

Los resultados de esta seccién fueron publicados en [18] y presentados en
los congresos (2), (3), (4), (5) y (6). Se puede consultar la siguiente biblio-
graffa para este capitulo: [4], [22], [24], [25], [26], [29], [31], [46], [53], [55], [58].

En esta seccidn presentaremos una ecuacién de Schrodinger fraccionaria cons-
truida a partir de una serie de generalizaciones de nociones basicas de la
mecédnica cuantica. Tal como la ecuacion del calor, la ecuacién de Schrédinger
es una ecuacion diferencial parcial parabdlica. Durante el capitulo presentare-
mos primero la derivacién de dicha ecuacién y luego estudiaremos diferentes
problemas simples para estudiar su comportamiento y sus caracteristicas.

Antes de comenzar, recapitularemos una serie de definiciones y propiedades
fundamentales. Comenzamos con las dos versiones de la derivada de Caputo,
va que, a diferencia de los capitulos anteriores, en este capitulo utilizaremos

ambas.

Definicién 5.1. Sea o € (0,1) una constante real positiva y sea n = [a] = 1.
La derivada fraccionaria de Caputo por derecha de orden o a partir del punto

a estd definida como

S

1 o
m/(s—z) [ (z)dz

a

EDYf(s) = oI f (5) =

y la derivada fraccionaria de Caputo por izquierda de orden « hasta el punto

b estd definida como

b
CDRI(s) =~y = e [ (=9 ()

Para a =1, definimos
SDSI(s) = { Dy f(s) = £ (s).
Notemos que hay una diferencia muy sutil entre las definiciones de las de-

rivadas fraccionarias de Caputo por izquierda y derecha. Sin embargo, las
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implicancias matematicas son significativas, puesto que a cada una de ellas le
corresponde un grupo de funciones cuyas respectivas derivadas fraccionarias

de Caputo son inmediatas de calcular.

cDg(s—a) = F(:(z 41—1)a) (s—a)™*
y
SDj(b—s) = lm(b — )77

La diferencia fundamental aqui se encuentra en el dominio de las funciones
analizadas, ya que las funciones que poseen derivada de Caputo por dere-
cha suelen tener como dominio (a,o0), donde a es el punto de inicio de la
derivada, y las funciones que poseen derivada de Caputo por izquierda sue-
len tener como dominio (—oo,b). Observamos que existe una clara simetria
entre ambos grupos de funciones, que serd fundamental en el transcurso del
capitulo, ya que en general la mecdnica cuantica como modelo fisico precisa
ser simétrico en el espacio.

Ademaés, precisaremos que el operador de derivacién fraccionario con respec-
to a la variable espacial = esté definido sobre todo el eje real, propiedad que
ninguna derivada fraccionaria considerada en este trabajo posee. Es por eso
que recurriremos a una combinacién de operadores fraccionarios para la va-
riable espacial que satisfaga esta propiedad.

Recordemos que para constantes positivas a y 3, la funcién de Mittag-Leffler

de parametros a y 8 estd definida por

> "
Fes®)= 2 Ban )

La funcién de Mittag—Leffler de un parametro, cuando 8 = 1, verifica la

ecuacion diferencial

¢ DY Eq(k(s — a)®) = kEa(k(s — a))

U DY Eo(k(b—5)*) = kEy(k(b — 5)*).
Ahora, tal como la funcién exponencial puede ser generalizada mediante la
funcién de Mittag—LefHler, existen versiones generalizadas de las funciones
Seno y coseno que como veremos a continuacién verifican una serie de propie-
dades y relaciones interesantes que son similares al caso cldsico (ver figuras 2

y 3). Notemos también que las funciones seno y coseno fraccionario son casos

particulares de la funcién de Mittag—Leffler de dos pardmetros.
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Definicién 5.2. Las funciones seno y coseno fraccionario de pardmetros o, 3 >

0, denotadas sing, g y cosq,3, estdn definidas para s € C como

1)n32n+1

« :Eaa _27
bln,B ZF 2n+1)+5) 82;+ﬂ(8)

n2n

_ 2
Zm = Brapl=)

COSq,3(s

Si B =1, simplemente notamos sing y cosq Yy las llamamos funcion seno y

coseno fraccionario respectivamente.

0.8 B

0.6 - 4

0.4

02 B

-02 F 4
-04 F 4
-0.6 | 4

-08 | 4

F1GURA 2. Funcién coseno fraccionario de pardametro o =
0.99 en el dominio [0, 30]

0 5 10 15 20 25 30
X

F1GURA 3. Funcién seno fraccionario de pardametro v = 0.99
en el dominio [0, 30]

(0]
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Naturalmente tenemos
sing 1 (s) = sin(s), cosy,1(s) = cos(s),
También las siguientes identidades son validas,

Eq 5(is) = cosq g(s) + ising g(s),
Eaﬁ(is) — Eaﬁ(—is) Eaﬁ(is) + Ea”g(—is)

sing g(s) = 57 . C0Sq8(s) = 5 ,
D% sing (c(s — a)®) = ccosy(c(s — a)®),
D% cosy(c(s — a)®) = —csing(c(s — a)®).
Ya hemos probado el siguiente lema.
Lema 5.3. Sea oy > 0. Entonces
lim E,(5%) = Eq, ("),
a—ag
siendo la convergencia uniforme sobre compactos.
De manera similar se prueba que
lim sing(s%) = sing, (s*°), lim €084 (5%) = €0Sq, (87°). (5.1)

a—aqQ a—r g

Notemos aqui también que mientras que €', con s € R, tiene médulo cons-
tante igual a uno, esto no es valido para el caso fraccionario con la funcién

de Mittag—Leffler. Se tiene que

|E,(is%)| = cos? (s*) + sin? (s%),

y se puede ver facilmente que E,(is®) no tiene médulo constante, ya que
derivando se obtiene

£\Ea(zso‘)| = 25 sing (5%) c0Sa.a(5%) — c0Sa(5%) sing o (5%)],

que no es igual a cero.

Para finalizar la introduccién a este capitulo, haremos un breve comenta-
rio relacionado a los ceros de las funciones que definimos hasta entonces,
particularmente el seno y el coseno fraccionario. La importancia de esto se
encuentra en el hecho de que en los problemas que consideraremos en este
capitulo, deberemos utilizar los ceros de estas funciones para construir solu-
ciones de nuestra ecuacién de Schrodinger que sean continuas. Es entonces
imperativo poseer un conocimiento certero acerca de estos ceros y cémo se

comportan.
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Para esto, teniendo en cuenta que sing g(s) = $Faq,a+5(—5%) ¥ C08q,5(5) =
Ega”g(—sg), la observacion fundamental surge a partir del comportamiento
asintético de la funcién de Mittag—Leffler en el dominio negativo presentada
en [26] para « € (0,1),

B, 2(5) i 1 L[
a,B8(8) = — -5~ . —7 |
B £ L3 —ar)s gN=+1

cuando s — —oo y donde N* € N — {1}.

Esto nos permite concluir que las funciones sin,, y cos, poseen una cantidad
finita de ceros. Esta es una diferencia fundamental entre el modelo fracciona-
rio que presentaremos aqui y el modelo clasico con derivadas usuales, ya que
implica que en procesos en los cuales el modelo cléasico predice una cantidad
infinita de estados de energia, el modelo fraccionario proveerd solamente una
cantidad finita de estados. Sin embargo, teniendo en cuenta (5.1), concluimos
que el seno y el coseno fraccionario poseeran mas ceros cuando o — 1.

La siguiente grafica (figura 4) visualiza para « € (0.7,1) dénde se encuentran
los ceros de cos,. Observamos que los ceros del seno fraccionario se aproxima
considerablemente bien al cero del seno clasico, incluso para « considerable-

mente lejanos a 1.

FiGura 4. Ceros de la funcién coseno fraccionario de
pardmetro o € [0.7,1] en el dominio [0, 30]
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5.1. Construccion de la ecuacion de Schrodinger frac-

cionaria

En mecénica cudntica, todo observable de un sistema en estudio es inter-
pretado como un operador lineal que actiia sobre un espacio de Hilbert. En
los modelos clésicos con derivadas enteras, los operadores fundamentales, el
operador de posicidn en representacién coordenada, el operador de energia y
el operador de momento, vienen dados por

A0 . 0
=ux, E:zh§7 p:—zh%7

con z € R, donde A es la constante reducida de Planck e i es la unidad

>

imaginaria. La onda plana
qf*(l’,t) _ ei(kmfwt),

es una funcién propia de los ultimos dos operadores, donde k representa el

vector de onda y w la frecuencia angular. En efecto
EV* = whU* pU* = khU*.

Para construir una versién fraccionaria de la ecuaciéon de Schriédinger, ge-
neralizaremos esta relacién como sigue. Consideremos entonces o € (0,1].
Una forma inmediata de generalizar el operador de posiciéon en un contexto

fraccionario puede venir dada por la siguiente definicién,
~ . [e3
T = signo(z) |z|™ .

Notemos que z € R también asumird valores negativos, por lo que una for-
ma de definir este operador de manera consistente viene dada por nuestra
definicién, como serd evidente en las aplicaciones. Ahora consideraremos una
version fraccionaria de la funcién ¥*, que tenga un comportamiento similar
a la onda plana, pero en términos de nuestros operadores fraccionarios de
posicién y tiempo. Teniendo en cuenta que la funciéon de Mittag—Leffler es la

versién fraccionaria de la funciéon exponencial, surge natural considerar
U, (z,t) = EX(ik%x®) By (—iw™t®),

con

) E,(ik%x®) siz >0
E}(ik“x®) =
Ey(—ik*(—z)*) siz <0
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y @ € (3,1). Claramente esta funcién no es una onda plana en el sentido
original, ya que tiene amplitud decreciente cuando |z| — oo. Sin embargo,
se comporta similar a una onda plana, ya que se mueve a la derecha cuando

pasa el tiempo (ver figura 5).

F1cUurA 5. Onda plana fraccionaria de pardmetro o = 0.99
en el dominio [0, 30] en ¢ € [0, 30]

Ahora queremos que ¥, sea una funcién propia de dos operadores que repre-
sentaran nuestras versiones fraccionarias del operador energia y el operador
momento. Inmediatamente resulta que estos operadores deben estar basa-

dos en operadores fraccionarios de Caputo. Para ¥, se tienen las siguientes

igualdades.
C na e B
0 Dt \I’a = —1w \I/a = —’Lh—a\I’o“
pa
oDSW, = ik*V, = iﬁ\lla,

donde definimos el operador {DS de la siguiente forma
cpa Dy z>a
a~xr T C na
-2 DY x <a,
y donde hicimos uso de las relaciones de de Broglie, E = hw y p = kh. Note-
mos que ;DS es un operador diferencial fraccionario de Caputo definido sobre

toda la recta real. Estas igualdades obtenidas sugieren definir los siguientes
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operadores.
Po = —ih5 D,
E, = ih®§ DY,
Podemos combinar ahora nuestros operadores de energia y de momento recién

definidos de la siguiente forma,

. N2 h2a
ihaCD“—Ea—[ Pa +Vx}—[_* D L V(z)|, (5.2
0+t (2M)a ( ) (QM)QO 0 ( ) ( )

donde p representa la masa de la particula estudiada, p2 simboliza la apli-
cacién reiterada del operador p y V es una funcién de x que interpretaremos
en el marco fisico como el potencial. Con esta ecuacién hemos construido
una ecuacién de Schrodinger fraccionaria dependiente del tiempo para una
particula no relativista basada en los operadores de derivacion de Caputo.
2
ih®§ DYV (3, 1) = e DraDE +V (@) V1), (5.3)

Definicién 5.4. La ecuacion (5.3) serd llamada ecuacion de Schrodinger frac-

cionaria de orden o € (0,1) con respecto al tiempo y con respecto al espacio

y de centro de derivacion a.

Empezaremos trabajando considerando a = 0. Es importante notar que la
construccién de esta ecuacion siguié un argumento heuristico, no estrictamen-
te riguroso, pero si inspirado en el desarrollo de la ecuacién de Schrodinger

clasica.

—_ 9
- ox?

¢Dg = % y recuperamos los operadores cldsicos de energia y momento. De

Vale la pena mencionar entonces también que para o = 1 tenemos §Dg

mismo modo, si tomamos a = 1 en (5.3), recuperamos
h? 0?

0
19y _ |9
ih (x,t) 271 9272

ot

la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo para una particula no

+V(z)| O(x,t),

relativista.

Cabe destacar que usualmente cuando se pretende generalizar al Laplaciano
en términos fraccionarios, comunmente se utiliza la derivada fraccionaria de
Riesz (ver [63]), llamada Laplaciano fraccionario.

Al mismo tiempo, se tiene la siguiente observacién en este contexto.

Nota 5.5. Cuando se pretende representar una sequnda derivada con una de-
rivada de Caputo, usualmente se considera OCDgl con 1 € (1,2). Aqui hemos

optado por otra variante, recurriendo a § DY2§ DY con v, € (0,1). Notemos
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entonces que § DY # §D¥2§ DY incluso cuando v1 = 272, basta considerar
la funcion identidad para constatar este hecho, lo que implica que las ulti-
mas dos alternativas tienen una naturaleza diferente, por mds similares que
parezcan. Optamos aqui por la sequnda alternativa debido a que se obtiene
generalizando los operadores cldsicos y combinando las identidades conocidas.

También resulta ser mds fiel al enfoque tradicional en mecdnica cudntica.

En las siguientes tres subsecciones consideraremos tres problemas diferen-
tes con potenciales diferentes que representan problemas béasicos y clasicos.
Servirdan para constatar la validez de la ecuacién planteada. El primero es
el estudio de una particula libre, luego una particula en un pozo infinito y

finalmente el problema del pozo finito.

5.2. El problema de la particula libre

Antes de considerar el problema de la particula libre, encararemos la ecuacion
(5.3) para resolver unos pasos previos. Observemos que al depender V, la
funcién que interpretaremos como el potencial y que cambiara de problema en
problema, inicamente de x, esperamos que la parte de la solucién dependiente
de la variable temporal sea siempre la misma, sin importar el potencial en
cuestién. Tal como en el caso clasico entonces, para obtener la solucion de la

ecuacién realizaremos una separacién de variables. Consideramos

U(a,t) = p(t)y(2),

obteniendo las siguientes dos ecuaciones, una en términos de la variable tem-

poral y la otra en funcién de la variable espacial,

KOS D p(t) = (1), (5.4)
2a
e p(a) = [—(;Wzs o §+V<x>} ¥(a). (5.5)

(5.4) resulta ser independiente del problema particular, ya que el potencial
que varia de problema en problema lo consideramos tinicamente dependiente

del espacio. Obtenemos inmediatamente la solucién

6(1
=B, (—it®
o(t) a( zhat)
81



5. UNA ECUACION DE SCHRODINGER FRACCIONARIA

Notemos que esto implica que si a # 1, las soluciones que obtendremos seran

E(X
By —i—t)].

Obtenemos que el médulo |¥*¥| depende del tiempo, algo que no ocurre

no estacionarias, ya que

o] = ool B (i)

en el modelo clasico y que implica que la funcién densidad de probabilidad
dependerd del tiempo cuando « # 1.

Ahora, para la resolucién de la segunda ecuacién diferencial, necesitamos
conocer el potencial con el que estamos trabajando y dependiendo del mismo
obtendremos diferentes soluciones a nuestro problema. Al ser la ecuacién eje

de este estudio, tal como su version clasica llevara su propio nombre.

Definicién 5.6. La ecuacidn (5.5) serd llamada ecuacion de Schrédinger frac-

cionaria independiente del tiempo de orden o € (0,1) con respecto al espacio.

Notemos ademds que siempre que sea posible y siguiendo la convencién usual
del caso clasico, pediremos que la solucién a esta ecuacién sea continua con
derivada clasica de primer orden continua.

Volviendo al problema de esta seccién, para una particula libre con momento
angular igual a cero, la ecuacién de Schrodinger fraccionaria independiente

de tiempo viene dada por

hQa
Ha0lz (DY) (x) +e%Y(x) =0 (5.6)
(2u) 070 0
Introduciendo el nimero de onda k definido por
h?k?
€= o (5.7)
obtenemos
oD% (6D5v) (x) + k**4(2) = 0
cuya solucién puede ser expresada de dos maneras diferentes,
AL E,, (ik®x®) + By Eo (—ik®z®) siz>0
P(x) = _ , . (5.8)
AsE,, (1tk*(—x)*) + BoE, (—ik*(—x)®)) siax <O.
Aj cosy (k*z®) + By sing (k*x® siz>0
p(a) = § A OsETE) + Brsina (K25 = (5.9)

Az c08 (k*(—x)*) + Basing (k“(—x)®) siz <O0.
Notemos que imponiendo continuidad sobre 1, obtenemos A; = Ay e impo-

niendo en (5.9) continuidad de la derivada clasica de primer orden obtenemos
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By = —Bs.
Para el caso limite o — 1 obtenemos
lim ¢ (z) = Asin(kx) + B cos(kz),
a—1
que es la solucién clasica a la ecuaciéon de Schrodinger independiente del

tiempo para una particula libre.

5.3. El problema de la particula en un pozo infinito

Para una particula en un pozo infinito la ecuacién de Schrodinger fraccionaria
independiente del tiempo viene dada por
h2o¢
2/73195 6Dz ) (x) + [e% = Vi(2)]¥(z) = 0 (5.10)
con € > 0 y donde el potencial estd definido como

Vi) = 0 S? x € [—a,al (5.11)
oo sizé¢[—a,q].

Separamos entonces la solucién en dos regiones del plano:

Yr(x) sizel=][—a,d

b(a) = |
Yrr(z) sizell =CI.

. P 27.2
Introduciendo nuevamente el nimero de onda k dado por € = % en la

regién I, la ecuacién diferencial (5.10) puede ser expresada nuevamente como
oD% (5D 9) () + k**y(z) = 0, (5.12)

y como hemos visto, la solucién general de esta ecuacion puede ser expresada
de la siguiente forma:
Acosy (*(—x)*) — Bsin, (k%(—x)®) siz € [—a,0]
Yr(z) = “ (5.13)
Acosq (E%z) 4+ Bsing (k®z%) sizel0,al.
En la region I, donde el potencial asume el valor infinito, seguiremos la

convencion usual de definir la solucién como

’l,/)]](.r) = 0.

Puesto que la solucién debe ser continua, precisamos que ¥ (—a) = ¢ (a) = 0,
lo que implica
Acosy (k%a®) — Bsing (k%a®) =0
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Acos, (K%a®) 4+ Bsing (k%a®) = 0.
Combinando estos dos resultados se obtiene
Acosy (%a™) = Bsing (k%a®) =0,

y teniendo en cuenta que cos, y sin, no se anulan simultdneamente, con-
cluimos que o A o B debe ser igual a 0. Consideremos aqui el caso A =0y

B # 0. Entonces la condicién
¥ (a) = 0 = Bsin, (k“a”)

obliga a k a que asuma valores de modo que sin, (k“a®) = 0. Esto implica que
los estados de energia son cuanticos, es decir que pueden asumir tinicamente
valores de un conjunto discreto. De hecho, en el caso fraccionario el espectro
de energia no sélo serd discreto, sino mas aun finito, ya que el seno fraccionario
(y también el coseno fraccionario cuando B = 0) tiene s6lo una cantidad finita
de ceros. Esta es una diferencia fundamental en comparacién al caso clésico,
donde se obtiene una cantidad infinita de estados de energia debido a que el
seno y el coseno poseen infinitos ceros.

Notemos ademéds que se puede elegir el orden de diferenciacién « de manera
tal que el modelo fraccionario disponga de tantos estados de energia como
sea necesario.

Notemos que en este caso no forzaremos a nuestra solucién que posea derivada
continua, ya que en dicho caso la tinica solucién factible seria la trivial, ¥ (z) =
0.

Finalmente, se determinard la constante B para que satisfaga la condicion de

normalizacion,
/ [ (x)Pdr = 2 / |Bsing (k%z®) [2dx = 1.
—o0 0

De esta manera, la funcién densidad de probabilidad de hallar la particula
en el sistema es 1. Con esto terminamos el problema (ver figura 6).
Notemos que en principio pretendemos que nuestro modelo sea invariante
por traslaciones y simetrias. Es decir que si consideramos dos potenciales de
manera que uno es simplemente la traslacién del otro, entonces pretendemos
que también las soluciones sean idénticas salvo por traslaciones. Lo mismo
ocurre con simetria de dos potenciales con respecto a un eje paralelo al eje y.

Sin embargo, si solucionamos la ecuacién de Schréodinger fraccionaria (5.10)
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1.5 T T T

-1 -0.5 0 0.5 1

FiGUurA 6. Solucién de la ecuacién de Schrodinger fraccio-
naria de parametro o = 0.99 y centro de derivacién 0 para
el pozo infinito con @ = 0.5 en el dominio [—1, 1]

con el potencial
0 size€l0,2d]
Vo(z) = (5.14)
oo six ¢ ]0,2a
obtenemos la solucién (ver figura 7)
o(z) = Bsin, (k®z®) six € [0, 24 (5.15)
0 si x ¢ [0, 2a]
que claramente no es la misma solucién que la primera que obtuvimos.

Esto representaria una gran inconsistencia del modelo fraccionario en el
momento de darle una interpretacion fisica a los resultados obtenidos. El
comportamiento de una particula no puede depender de un sistema de refe-
rencia. Observemos entonces a partir de un tercer ejemplo de una particula
en un pozo infinito cémo se puede resolver esta inconsistencia. La clave se
encuentra en la definicién del operador §DY .

Observemos que esta derivada fraccionaria a diferencia de la derivada clasica
es un operador no local. La derivada fraccionaria de Caputo DS de una

funcién dada depende del punto central a, por lo que no sorprende que un
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1.2 T T T
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FigurA 7. Solucién de la ecuacién de Schrodinger fraccio-
naria de parametro o = 0.99 y centro de derivacién 0 para
el pozo infinito con a = 0.5 en el dominio [—0.5,1.5]

potencial trasladado nos provee de una solucién diferente. Pero si ahora obser-
vamos que el centro de derivacién de §Dg coincide con el centro del intervalo
en el que el potencial (5.11) no se anula, podemos inferir que si consideramos
para el pozo (5.14) el operador * D con centro en a, deberfamos obtener nue-
vamente el resultado original. Y efectivamente, si consideramos la ecuacién

de Schrodinger fraccionaria

%ZD? (2 Dg) () + [* = Va(x)] ¢p(z) = 0 (5.16)

con el potencial
0 sixzel0,2dq]
Va(z) =
oo siz¢l0,2da],

obtenemos la solucién
—Bsin, (k*(—z+a)*) siz €[0,q]
Y(z) = { Bsin, (k% (x — a)®) si z € [a, 24 (5.17)

0 six ¢ [0,2a],
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que es exactamente la misma solucién que la del problema de ecuacién (5.10)

15 ! . .

X

FigurA 8. Solucién de la ecuacién de Schrodinger fraccio-
naria de parametro o = 0.99 y centro de derivacién 0.5 para
el pozo infinito con a = 0.5 en el dominio [—0.5,1.5]

con potencial (5.11), trasladada a unidades (ver figura 8).

Hacemos dos importantes observaciones. Por un lado notamos que teniendo
que el centro de derivacion a interfiere en la solucién del problema y que
dependiendo de dénde este se encuentra la solucion serd otra, serd necesario
darle una interpretacién fisica a a. Por el otro lado, sabemos ahora que la
traslacién del potencial (5.11) y del centro de derivacién 0 a (5.14) y a respec-
tivamente nos provee soluciones idénticas salvo por la traslacién. El siguiente
teorema generalizara esta observacién a traslaciones arbitrarias y potenciales

genéricos.

Teorema 5.7. Sean 11 y 1o las soluciones a la ecuaciones de Schrddinger
fraccionarias I y II dadas por

2c
.

2ua @i

Dg (5,D5%:) (x) + 6% = Wi(@)] ¢i(2) = 0,
87



5. UNA ECUACION DE SCHRODINGER FRACCIONARIA

con i = 1,2 respectivamente, donde a; son dos centros arbitrarios de deriva-
cion y
Wi(z) = Wa(z — ¢),

donde ¢ = a1 — as. Entonces

(x4 ¢) = a(x).
Prueba. Sabemos que ¥1(z) en el dominio [a;,00) verifica la ecuacién I,

z ¢

e 1 ~a 0 —5)7 Y (s)ds
sty | =9 | [ €= os | de

a1 1
+[e* = Wi(z)]¥(x) =0,
que con la férmula de Leibniz se reduce a

R? (—a)

T £
-~ 7 T — —Q — 3 —a—1,,1 s)ds
e [0 [ s

e~ Wi(@)] d(a) = 0.

Con el cambio de variables s = r + ¢ se tiene

T §—c
hQa (704) —« —a— /
MM/(I@ /(5*0*7’) W' (r + c)drdé+

y con el cambio £ =7 + ¢,

2a —a re B T
Zwr(i—i)? / (z=c)=7) a/(T r) =Y (r + c)drdr+

y finalmente con z — ¢ =y,

20 —a Yy
e ré_i) Jw=n [rn e s odrars

az az

+ [ = Wa(y)]v(y +¢) = 0.
Es decir que 91 (x+-c) verifica en el dominio [ag, c0) la ecuacién I1. De manera
andloga se prueba que 11 (x + ¢) verifica en el dominio (—oo, as] la ecuacién
I1. Entonces ¢ (x + ¢) y 1o(z) verifican las mismas ecuaciones diferenciales,

con lo que queda probado el resultado. ([
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Luego de haber probado entonces que las soluciones no se alteran por trasla-
ciones, haremos ahora lo mismo con simetrias con respecto a un eje paralelo

al eje y.

Teorema 5.8. Sean ¥1 y o las soluciones a la ecuaciones de Schrédinger
fraccionarias I y 11 dadas por
h2o¢
2/721.195 (2. Do) () + [% = Wil@)] ¢i(2) = 0,
con i = 1,2 respectivamente, donde a; son dos centros arbitrarios de deriva-
cion y
Wi(x) = Wa(c — ),

donde ¢ = a1 + as. Entonces
Y1(c—x) =12 ().

Prueba. Sabemos que 1 (z) en el dominio [a;,00) verifica la ecuacién I,

20 o " ¢
s T [ =07 (€= 07 0 s 4 e = Wi @) vlo) =0

ai ai
Llevando a cabo el cambio de variable s = ¢ — r obtenemos

;;F(i__ai)z/(x—s)‘“ /(§+r—c)—“—1w’(c—r)drdg

yconé=c—r,

2a —a a2 a2
e s Rl [ R e

+[e% = Wi(2)] ¢ (x) = 0,
y finalmente con el cambio ¢ — z =y,

az

20 —« 7 _
Z/ﬂf(g — ;)2 /(T —y) /(r — 1) W (¢ — rYdrdr

Yy T
+[e = Wa(y)yla—y) =0.
Es decir que ¢; (c—x) verifica en el dominio [az, 00) la ecuacién I1. De mane-

ra andloga se prueba que 11 (c — z) verifica en el dominio [ag, 00) la ecuacién

I1. Entonces 11 (c — x) y ¢2(x) verifican las mismas ecuaciones diferenciales,
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con lo que queda probado el resultado. ([

5.4. El problema de la particula en un pozo finito

Para una particula en un pozo finito la ecuacién de Schrodinger fraccionaria

independiente del tiempo viene dada por

h2a

%3 2 (0D7) (@) + [ = Va(2)] ¢(z) = 0 (5.18)

donde el potencial viene dado por

Vo siz€[—a,d]
Va(ar) = | 7
0 six ¢ [—a,al
y consideramos —Vj < € < 0. Separamos la solucién en tres regiones,

Yr(xz) sizel=][—a,a
Y(x) = S Yrr(z)  sizell =(—o0,—a
Yrrr(x) sizelll =la,00).

. 4 272 o
Introduciendo el nimero de onda k dado por € = hz,]j y vg = %V@ en la

region I podemos expresar la ecuacion diferencial como
0Dg (GD3) (x) + [K** + vo] ¥(x) = 0, (5.19)
con k% + vy > 0. De esa forma, la solucién puede ser escrita como

Ap cosa (VE2* + vo(—2)%)
—Bysing (VE** +vo(—2)%) siz € [—a,0]

Yr(x) = (5.20)
Ag cosg (\/k%‘ + voxa)
+ By sing (VE* + vgz®) sizel0,al.
En las regiones 11 y I11, puesto que tenemos k?® < 0, tomando k2% = —x2*
con k € Rt obtenemos
oD% (5D59) (x) — K**4(x) = 0. (5.21)

A simple vista pareciera que podemos expresar la solucién a esta ecuacién
diferencial de manera inmediata como combinacion lineal de funciones de
Mittag—Leffler. Sin embargo observamos que la derivada fraccionaria de la
ecuaciéon diferencial tiene su punto inicial en 0 y que la ecuacién misma es

vélida en (—oo, —a] U [a, 00), lo que conlleva una complicacién facil de pasar
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por alto. Para visualizarlo, nos concentraremos en la regién I11, donde la

ecuacion diferencial viene dada por
§ D3 (6 D3v) (2) — w*(z) =0,

lo que equivale a
x 9
s =9 g | €= s| ds— i) 0. (52)
0 0

Notamos que en (5.22) la funcién v en parte es evaluada en el intervalo [0, a
y a diferencia de un problema usual, en este caso ya sabemos cémo viene
definida la funcién ¢ en este intervalo. De hecho, viene dada por (5.20). Esto
implica que en una parte de la integral en (5.22) ) es dato y en otra parte es
incégnita. Si separamos dicha integral doble segiin este criterio entre la parte
en la cual ¢ es dato y la parte en la que no, se obtiene

x

3
1 70‘2 —8)" %Y (s)ds
F(l_a)Q/(l"ﬁ) B¢ /(5 )" (s)ds | d§

+G(x) + Hy(z) — £ (2) = 0,

donde los operadores G'y H estan definidos como

a £

Gfe) = pamtss [ = [(e= o spase
0 0

HIw) = sy [0 [€- 9 sisde

a 0
Ahora, las integrales restantes no son otra cosa que la derivada fraccionaria de

Caputo de orden « a partir del punto a, con lo que la ecuacién de Schrédinger

en la region 111 finalmente queda
e Dg (S Dgy) (x) + (G + H)y(x) — k2 (x) = 0.

Observamos que los operadores G y H actian sobre 1) de manera tal que esta
funcién es inicamente evaluada en el intervalo [0, a] por estos dos operadores.
Esto implica que los términos Gy (x) y Hv(z) son datos y consecuentemente
la ecuacion obtenida para la regién 111 a diferencia de su expresiéon general

sobre todo R resulta no ser lineal. Teniendo en cuenta precisamente los valores
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que asume ¥ en I, (5.20), obtenemos
o D3 (D) (2) — k* () = (5.23)

—A;(G+ H) cosg (\/ k2> 4 voxo‘) — Bi(G + H)sin,, (\/ k2o 4 voxa> )

Para resolver esta ecuacién diferencial, consideraremos tres ecuaciones auxi-

liares,
ODe (YDYA,) (z) — K2 Ay (x) = —(G + H) cosa (\/kh n ’ona) . (5.24)

D2 ((DEBY) (2) = k% Bi(2) = —(G + H)sing (VI +u02”)  (5.25)

« D3 (SD3Ch) (x) = K2*Ci(x) =0, (5.26)
Entonces debido a la linealidad de los operadores fraccionarios, la solucién

Yrrr a (5.23) viene dada por
Vi = —ArAi(z) — BrBy(z) + Ci(x).

Los signos que le asignamos a cada sumando no infieren en el resultado final y
fueron fijados de tal forma para simplificar los célculos que siguen. De manera

andloga, en la regién I la ecuacion de Schrodinger se puede expresar como
2 D& (5 Dev) () — (@) = (5.27)

~A(G+ H) cos, (\/km n vo(—x)a> +B(G+ H) sing (\/km + uo(—x)a) .

Para resolver esta ecuacién diferencial, consideraremos tres ecuaciones auxi-

liares,
CDg (D As) (@) =12 Az(2) = —(G+H) cosa (VR +up(~2)" ), (5.28)
CDg ((DgB2) (2) = K2 By(x) = +(G + H) sing (VA + vo(—2)*) (5.29)

y
CDg (§DgCs) () — > Ca(w) = 0, (5.30)

También aqui debido a la linealidad de los operadores fraccionarios la solucién
i a (5.27) viene dada por

i = —AjAs(z) + BrBa(z) + Ca(x).

Donde nuevamente los signos que le asignamos a cada sumando no infieren
en el resultado final y fueron fijados de tal forma para simplificar los calculos

que siguen. Para C7 y Cs ahora si tenemos expresiones simples e intuitivas
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de sus respectivas soluciones.

Cy(x) = ArrrEo (k% (x — a)®) + BrirEo (—c%(x —a)®)  siz € (a,00)
(5.31)
Co(x) = Ar1Es (k%(a — 2)*) + BriEo (—6%(a — 2)%)  six € (—o0, —a).
(5.32)
Teniendo en cuenta que para que nuestra solucién sea normalizable la funcién
debe ser acotada, concluimos A;; = Ajrr = 0.
También observemos que el teorema 5.8 de la seccién anterior nos permite
asegurar que
Ay (x) = Az(—2),
Bi(xz) = By(—x).
Ahora debemos fijar las condiciones de continuidad de la solucién y su deriva-
da en —a y a. Teniendo en cuenta que ¥y = —AjAs(x) + BrBi(—x) + Ca(x)
que Yrrr = —ArAs(—x)—BrBi(z)+C1(x) y notando k'® = v/ —k2* + vy > 0,

se tiene

Ajcosy (K'“a®) — Brsing (K'*a®) = —ArAs(—a) + B;B1(a) + Brr, (5.33)
y

Ajcos, (K'%a®) + Brsing (K'*a®) = —AjAs(—a) — ByBi(a) + By, (5.34)

en —a y a respectivamente. Las condiciones de continuidad para la primera

derivada en —a y a implican

B
K'Y Arsing o (K'*a®)+K'“By co8a,q (K'“a®) = —AjAy(—a)—Br B} (a)—&-fi(’“r(”) ,
o

(5.35)

y

B
—K/*Arsing o (K'*a®)+K"“ By c08a.q (K'“a®) = A AY(—a)—BrBj(a)—Kk" F(Hg :
a

(5.36)
Combinando ahora las ecuaciones (5.33) y (5.35) y las ecuaciones (5.34) y

(5.36) se obtienen las siguientes dos igualdades.

K A [F'Ysing o (K'“a®) + Ay(—a)] + By [ cosa,a (K'“a®) + B (a)]
I'(«) o Aj [cosy (K'*a®) + Aa(—a)] + By [—sing (k'“a®) — Bi(a)] ’
K Ap [ sing,q (K®a®) + AL (—a)] + By [—K'® c08q,q (K'*a®) — Bi(a)]

INGeY! Ap [cosq (K'®a®) + A2(9_3a)] + By [sing (k'®a®) + Bi(a)]
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y combinando finalmente estas dos igualdades, se llega a
Ap [F/*sing o (K'*a®) + Ay(—a)] + By [/ cosq,q (*a®) 4+ Bi(a)]
Ap [cosq (K'®a®) + Ax(—a)] + By [—sing (k'*a®) — Bi(a)]
Ap [K'%sing,q (K*a®) + A5 (—a)] + By [—K'® c08q,q (K'*a®) — Bi(a)]
Ap [cos,, (K'*a®) + As(—a)] + By [sing (k'*a®) + Bi(a)] '
Expresando ambas fracciones con un mismo denominador se obtiene una

igualdad con 32 términos, de los cuales 16 se cancelan mutuamente. Para los

restantes, queda la igualdad
A; By [(cosa (K"*a®) + Az(—a))(5" cosa,a (K"*a®) + Bi(a))] +
+A1 By [(sina (5"*a®) + Bi(a))(k'" sing,q (5"*a®) + A5(—a))] =
= —A; B [(cosa (K"*a®) + Az(—a))(K" cosa,a (K"*a®) + By (a))] +
—A; By [(sing (“a®) + Bi(a)) (k" sing,a (K""a®) + A3(—a))],
lo cual simplificando nos brinda la valiosa identidad
ArB; = —A;Bj. (5.37)

Esto implica que o A; o By es igual a cero y de este modo podemos concluir
que la solucién al problema serd simétrico, tal como deberia ser para un
problema con un potencial simétrico. Tomemos aqui a modo ilustrativo Ay =

0. Entonces la solucién al problema viene dada por

—BrBy(—x) + BriEy (—6%(a — x)®) sixz € (—

— By sing (\/k%‘ + Uo(—m)“) si x € [—a, 0]
[

P(z) = (5.38)
By sing (\/kQO‘ + voaro‘) si x € [0,a]
BrBs(x) + BrirEy (—6%(z — a)®) si x € (a,00),
donde Bj es la solucién al problema auxiliar (5.29),
DY (DS Bs) (z) — k** Bs(z) = (G + H) sing (VE2* + vo(—2)*)
si z € (a,00)
Bz(a) = 1,
(5.39)

donde la condicién inicial Ba(a) = 1 puede ser elegida arbitrariamente. En
(5.38), las constantes Br; y Brrr pueden ser obtenidas de (5.33) y (5.34)

respectivamente, que ahora se pueden expresar como
: o o
By = By [sing (k“a%) — 1],
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BIII = BI [sina (n’aao‘) + 1] 5
y la restante constante a determinar, By, se fija considerando la condicién de

normalizacion -
[ wta)ds =1

En este capitulo hemos construido una ecuacién de Schrodinger fraccionaria
y hemos logrado exitosamente resolver los tres problemas planteados para
esta ecuacién: la particula libre, la particula en el pozo infinito y la particula
en el pozo finito.

Siendo la particula libre el mas simple entre todos, nos ha servido para encarar
la ecuacién construida y obtener primeros resultados acerca de su solucién
y la interpretacién fisica que conllevan. El problema de la particula en el
pozo infinito nos ha ayudado a percatarnos de que el centro de derivacion
a € R en la ecuacion diferencial necesariamente debe tener una interpretacion
fisica, ya que diferentes centros de derivacién afectaran las soluciones de una
misma ecuacién. Esto también nos motivé a probar dos teoremas relacionados
a la relacién entre las propiedades simétricas que posee el potencial de un
problema y las propiedades simétricas que posee su solucién.

Finalmente, el problema de la particula en el pozo finito ha sido crucial para
observar cudn rapido se incrementa el nivel de dificultad de un problema al
pasar de derivadas cldsicas a derivadas de orden fraccionario. La deduccion
de la identidad (5.37) en el caso cldsico es simple e inmediata, mientras que
aqui presupuso un trabajo laborioso en el cual es ficil cometer errores. En el
caso entero, no se presenta una ecuacién auxiliar que se debe resolver para
obtener la solucién definitiva como la que tenemos aqui con (5.39). Ademas,
esta ecuacion no posee una solucién con una simple expresion analitica, por

lo que sera necesario recurrir a métodos numéricos para resolverla.
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6. Limitaciones de la derivada frac-

cionaria de Caputo

Los resultados de esta seccién fueron presentados en los congresos (2), (7),
(8) ¥ (10). Se puede consultar la siguiente bibliografia para este capitulo: [3],
(6], [15], [24], [29], [31], [46], [43], [53].

En esta secciéon haremos dos comentarios acerca de las principales limitaciones
que posee la derivada fraccionaria de Caputo que pudimos observar en el

transcurso de esta tesis.

6.1. La derivada fraccionaria de Caputo no es un

operador autoadjunto

Comenzaremos con una observaciéon clave que surge a partir del capitulo
anterior, en el cual construimos una ecuacién de Schrodinger fraccionaria
tanto en el tiempo como en el espacio. Dicha construccién estuvo inspirada
por un pensamiento andlogo del caso no fraccionario que se basa en considerar

los operadores de momento y de energia,

E:mg, p:—mﬁ,

ot or
y diferentes relaciones que los conectan. Estos operadores son autoadjuntos en
L?(R), propiedad que tiene dos consecuencias fundamentales en la interpreta-
cién fisica de los operadores en cuestién, ya que cada uno de estos representa
un observable mecanico cuantico. Por un lado, los autovalores de cada uno
de estos operadores representa una medicién real, por lo que estos valores no
pueden asumir valores complejos. Pero al ser estos operadores autoadjuntos,
necesariamente todo autovalor de ellos sera real, tal como es deseado. Por el
otro lado, el espacio sobre el cual actian los operadores representa el espacio
de todos los estados observables. Entonces, sabiendo que los operadores son
autoadjuntos, el conjunto de autofunciones constituye una base ortogonal de
dicho espacio, con lo que facilmente puede construirse todo estado observable

en funcién de las autofunciones.
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Ahora observamos que en particular, ningin operador definido aqui en térmi-
nos derivadas fraccionarias de Caputo es autoadjunto.
M4s precisamente, para la férmula de integracién por partes con a € (0,1)

se tiene
b

b
/ 9(2)C D2 ()i = / f(2)EE Dg o) da. (6.1)

a

Es decir que para lograr la igualdad en una férmula semejante, no sélo pa-
samos de una derivada fraccionaria de Caputo a una de Riemann-Liouville,
sino que también pasamos de una derivada por derecha a una por izquierda.
Teniendo en cuenta lo fundamental que resulta ser la propiedad autoadjunta
para los operadores en mecédnica cudntica, podriamos intentar redefinir de
alguna forma los operadores fraccionarios para que si sean autoadjuntos. En
este sentido, claramente el cambio de derivada por derecha a derivada por
izquierda es mas critico que el cambio de derivada de Caputo a derivada de

Riemann-Liouville. De hecho, teniendo en cuenta que para « € (0,1)

CD2 () = D(0) - (o

/
D ) =55 D flo) -~ s (b= )
y si considerdsemos funciones f, g € Cy([a, b)), se tiene
b b

[o@enzs@yiz = [ ) Dg(ws

a a
De esta forma estaria resuelto el problema con el cambio de derivada fraccio-
naria.
Con respecto al cambio de derivada de Caputo por derecha a derivada de
Caputo por izquierda, no hay otra forma de esquivar esta complicacién més
que por definir un operador sobre L?([a, b]) como
D3 +¢Dp

2

Este operador asi definido efectivamente es autoadjunto si actiia sobre funcio-

G a .
[a,b]Dr E

nes que se anulan en los extremos del intervalo [a, b], pero lamentablemente
afronta dos dificultades mayores. Por un lado, restringe la definicién de deri-
vada fraccionaria autoadjunta sobre espacios definidos en intervalos acotados.

Por el otro lado, este operador asi definido carece de funcionalidad y utilidad

97



6. LIMITACIONES DE LA DERIVADA FRACCIONARIA DE
CAPUTO

a los fines practicos. Sin ir mas lejos, resulta sumamente dificil hallar las au-

tofunciones de este operador.

6.2. La derivada fraccionaria de Caputo no verifica

la formula de derivacion del producto

En la mecéanica cudntica, el conmutador entre dos operadores lineales A y B
puede brindar informacién importante acerca de la relacién entre los opera-
dores en cuestién. Dicho conmutador, notado [121, 3} es un nuevo operador
definido por

[A, B} = AB — BA.
Naturalmente, se dice que dos operadores conmutan cuando su conmutador es
igual a 0. Sin embargo, ese no es siempre el caso. Por ejemplo, si consideramos

los operadores clasicos de posicion y momento, T =z y p = —ih%, se tiene
2.8 = & (50) — (i) = & (—ihs_p ) +il 2 (s¢)
xz, =T - x =T | —1 7 xX =
ply pp) —pl(Tp 0z’ or ¥

.0 ) .0 .
= —zhxa—xgo + ihp + zhxa—xgo = thep. (6.2)

La importancia de esta identidad,

reside en su interpretacion fisica, ya que es una formulacién analitica del prin-
cipio de incertidumbre de Heisenberg. Este principio representa una de las
mas conocidas diferencias entre la mecénica clasica de Newton y la mecénica
cuantica y establece que es imposible que se puedan conocer al mismo tiem-
PO y con precision arbitraria ciertos pares de observables fisicos. En términos
analiticos se dice que dos observables fisicos pueden ser conocidos con pre-
cisién arbitraria cuando sus respectivos operadores conmutan. Observando
que £ y p no conmutan, se concluye que en la mecanica cudntica no se pue-
den conocer al mismo tiempo la posicién y el momento de una particula con
exactitud arbitraria.

Surge ahora en el modelo fraccionario para la ecuaciéon de Schrodinger aqui

presentado una pregunta similar. ;Verifican los operadores aqui construidos
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las mismas propiedades? En particular, nos interesa estudiar el comporta-
miento del conmutador de los operadores de posiciéon y momento fracciona-
rios,

%o = signo(z) |z|*

~ SE ok T
Do = —ith* 5Dy .
Para, simplificar la notacién, nos concentraremos en x € R*. Los resultados

para x € R™ son andlogos. Se tiene
[Za, Dol @ = Za (Ba) = Pa (Zap) = 2% (—ih*F Do) +ih*§ Dy (¢p).

Recordando ahora la versién fraccionaria de la regla de la derivada del pro-

ducto,

(s—a)™
'l —a)

+Z( ) (i) €D 1)

con « € (0,1) y poniendo f(z) =z*y g(z) = ¢(z), obtenemos

S DY [fg](s) = 9(@)(f(s) = f(a) + (T D2g()f (s)

§ D2 W):r(f(i))a)* 2§ D2 ( *Z@) (oI5~ *p(x)) § Db,
k=1

Para el conmutador [Z,, o] obtenemos

(B0, Pal o = ;?a”) +ih*§ Dha Y <z) (I %p()),
k=1

o en forma general

I ih®o a a —«
[ma,pa}:ﬁﬁ-zh CDk.I' Z( ) If )7

donde nuevamente § es la distribucién § de Dirac centrada en 0. Observamos
que el resultado claramente no es una constante no nula, que era el resultado
deseado.

El origen de este resultado adverso se halla en la regla fraccionaria de la
derivada del producto. En (6.2), la regla de la derivada del producto clésica
lleva a la simplificacién de la ecuacion por la cancelacion de los términos no
deseados, mientras que en el caso fraccionario, esta regla nos genera una serie
infinita de términos adicionales.

Notemos aqui también que si bien en el caso entero la regla de derivada del
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producto y la férmula de integracion por partes van de la mano ya que una
se obtiene a partir de la otra, esto no es el caso en sus versiones fraccionarias.
Esto se debe a que la derivada fraccionaria de Caputo no es un operador

inverso a la integral usual, tal como lo es la derivada clasica.

6.3. La derivada fraccionaria de Caputo no verifica

la formula de integracion por partes clasica

En la primera subseccién de este capitulo hemos mostrado las graves impli-
cancias que tiene en el contexto tedrico de la mecdnica cuantica que la deri-
vada de Caputo no sea un operador autoadjunto. Tal como hemos visto, esto
surge de la férmula de integracién por partes (6.1) que verifica esta derivada
fraccionaria. Sin embargo, las desventajas de esta férmula no son solamente
tedricas, sino también précticas. Con el fin de visualizar esto, presentaremos
a modo ilustrativo un problema variacional fraccionario y su resolucion. El

mismo es una versiéon generalizada del problema variacional

1
Jy)=[ [y’]2 (z)dz — min
0
1
I(y) = Of [y] (z)dz =1 (6.3)
y(0) =0
y(1) =0,
cuya solucién viene dada por y(x) = —622+62 y surge de resolver la ecuacién

de Euler-Lagrange

_)‘ + 2y”(.’17) = 07
con las tres condiciones que impone el problema (6.3). En el caso fraccionario
tenemos el siguiente problema analogo, que fue estudiado y resuelto en un

trabajo de colaboracién con M. Barrios y G. Reyero [7].

Ejemplo 6.1. Sea o € (0,1) y consideremos el problema

1

J(y) = of {(OCDg‘y)z (x)} dx — min

1) = [ o) do =1 (6.4)
y(0)=0

y(1)=0
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Para resolver este problema, consideramos el teorema presentado en [3].

Teorema 6.2. Consideremos el problema de hallar y € g‘Ef que verifique las

siguientes condiciones.

b

J(y) = [ L(x.y, $ Dy, € Dyy) dz — maz /min
a
b

I(y) = [ G(a,y, D2y, CDJy)dz = c

y(a) =Ya

y(b) = o

donde L es un Lagrangiano suficientemente bueno, ¢ constante y
;*Ef = {y S [a,b) = R: D%y, ngy € (C([a,b])} .

Si y mazimiza o minimiza J sobre ;"Ebﬁ sujeto a la restriccion I(y) = ¢,
entonces existe una constante A € R de modo que y satisface la ecuacion de
Euler—Lagrange fraccionaria dada por
OF  prpye OF RL )8 OF _

oy~ TPagDgy T TTa¢Dly
con F=L— \G.

Entonces en el ejemplo 6.1 F = §D2y?(z) — Ay(z) y la ecuacién de Euler—

Lagrange fraccionaria para este problema viene dada por

O} [§Dgy) (1) = .
Teniendo en cuenta que
ED7 (1= 0)'] = g s (1 2
concluimos N )
£ Do) = Sy 1) e
que podemos reformular como
n—1
-H" oa—7
é#(l—x)o‘—f—clzé 1 i( ) jl;lo( j)x”—i—cl.
2T (1+ «) 20(1+ o) ~= n!
Considerando (1l
603 [o"] = r(1(+;€)a)xﬁa’
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obtenemos la solucién

_ A 1 = (71)”41_\(0‘) F(l + n) n+o o
y(m)_2F(1+a)gnlf‘(a—n—i—l)f‘(l—i—n—i—a)x tartte
A o
= §m2F1(17*04a1+0171’)+01$ + c2,

donde 5 F; es la funcién hipergeométrica de pardmetros 1,—a y 1+ «a. Te-
1

niendo en cuenta ahora que y(0) = 0, y(1) = 0y I(y) = [[y(z)]dx =1
0

obtenemos

122 12T (2«)
——oFi(1,—q, 1 —
o papefib et

la cual es la solucién a nuestro problema. Haciendo el limite cuando o — 1,

«

1+ a)l(@l(2a+1)"

y(z) =

se obtiene inmediatamente que puntualmente

Olt;ml y(x) = —62% + 62,
que era la solucién al problema entero (6.3).
Observamos que un problema de suma simpleza como el del ejemplo aqui
presentado, disenado precisamente para que sea facil de resolver, posee una
cierta complejidad que queda en absoluta desproporcion si se la compara con
su problema analogo cldsico. En lo concreto, esto se debe a la manifestacion
de las derivadas fraccionarias de Caputo tanto por izquierda como por dere-
cha en la ecuaciéon de Euler-Lagrange.
Cabe destacar aqui también que al elevar la complejidad de los problemas
levemente, la factibilidad de obtener soluciones exactas a los problemas dis-
minuye dréasticamente. En todo caso, el desarrollo para obtener soluciones
a estos problemas suele carecer de un rigor matemadtico absoluto (ver por

ejemplo [6]).

102



7. CONCLUSIONES

7. Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado diversos problemas de Cauchy para la Ecuacién
de Difusién Fraccionaria. Primero estudiamos el problema unidimensional de
orden « € (0,2) con x € R, para luego generalizarlo a un problema multidi-
mensional a un problema de orden o > 0 y a un problema con z € R*. En
todos los casos probamos que las funciones halladas eran, efectivamente, las
soluciones a los problemas planteados y obtuvimos resultados adicionales de
las soluciones obtenidas, entre las cuales se destacan las cotas para las normas
LP(R) y la prueba de la continuidad de la solucién obtenida con respecto al
orden de derivaciéon a.

Luego hemos construido mediante un argumento heuristico una Ecuacién de
Schrédinger Fraccionaria dependiente del tiempo y hemos estudiado el com-
portamiento de su solucién para tres problemas fisicos basicos: la particula
libre, el problema de pozo infinito y el problema del pozo finito.
Finalizamos la tesis con una serie de observaciones acerca de ciertas limitacio-
nes que presenta la derivada fraccionaria de Caputo, haciendo especial énfasis
en la falta de una regla de integracién por partes 1util y en las desventajas
que esto trae tanto a nivel tedrico como a nivel préctico.

Como comentario final en este contexto, es apropiado mencionar una conver-
sacion que tuvimos con Yury Luchko, destacado especialista en el &mbito del
analisis fraccionario, acerca de este asunto, en el cual confirma las observa-
ciones acerca de la necesidad de un operador de diferenciacién fraccionario
que sea autoadjunto: Of course, you are right and the Caputo derivative is
not self adjoint. And the right question is [...] how to define another fractio-
nal derivative that is self-adjoint (Por supuesto es verdad que la derivada de
Caputo no es autoadjunta. Y la pregunta correcta aqui es cémo definir otra
derivada fraccionaria que si lo sea. Yury Luchko, 15/05/2018).

A partir de esto, presentamos las siguientes sugerencias para trabajos a fu-

turo:

» Estudiar una Ecuacién de Difusion Fraccionaria en la cual se considera el
operador § D&§' D§ con o € (0, 1) con respecto a la variable temporal en
vez de la derivada fraccionaria de Caputo §' D con « € (1,2). Comparar

resultados.
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= Desarrollar métodos numéricos para ecuaciones diferenciales fracciona-
rias parabdlicas y ponerlos a prueba con los resultados exactos obtenidos
para la Ecuacién de Difusién Fraccionaria. En [9], [14], [34] y [44] pueden
encontrarse métodos nimericos para este proposito.

= Profundizar el estudio de la Ecuacion de Schrodinger Fraccionaria de-
pendiente del tiempo y sus implicancias fisicas. Desarrollar las herra-
mientas necesarias para estudiar problemas mas complejos, siendo el
oscilador arménico el de mayor interés. Estudiar el comportamiento de
las soluciones a esta ecuacion en el marco de la teoria de resonancias.

= En el contexto fisico, estudiar posibles interpretaciones fisicas del centro
de derivaciéon a del operador [ Dg.

= Analizar qué implicancias tiene que los operadores fraccionarios en el
contexto mecanico cuantico no sean autoadjunto. Existen circunstancias
en las cuales operadores no autoadjuntos pueden ser utilizados en el
marco de la mecénica cudntica, ver [47].

= Desarrollar un nuevo concepto de derivada fraccionaria que interpole la
derivada cldsica de manera similar a la derivada fraccionaria de Caputo,
pero que si verifique la formula de integracién por partes para posibilitar
que sea un operador autoadjunto. A raiz de la experiencia realizada en el
capitulo 5, donde fue considerada una reiterada aplicacién de la derivada
de Caputo con respecto al espacio y no una aplicacién tnica de orden
mayor, se sugiere una definicién de derivada fraccionaria de orden « con

a € (0,1) tnicamente.

Finalizamos con una frase que consideramos resume perfectamente el valor
actual de la derivada fraccionaria de Caputo y que refleja las observaciones

realizadas durante esta tesis.

La derivada de Caputo es la peor definicion de
derivada fraccionaria que poseemos, excepto por todas

las otras formas que han sido definidas hasta ahora.
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