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Resumen

En esta tesis se estudian diversos problemas asociados a dos ecuaciones dife-

renciales parciales fraccionarias, a saber la Ecuación de Difusión Fraccionaria

y la Ecuación de Schrödinger Fraccionaria, donde se considera la derivada

fraccionaria de Caputo de orden α ∈ (0, 2). En la primera parte se estudia un

problema de Cauchy unidimensional para la Ecuación de Difusión Fracciona-

ria sobre R. Se obtiene la solución al problema que coincide con la solución

obtenida por otros autores previamente, se prueba por primera vez de ma-

nera rigurosa que la función obtenida es, efectivamente, solución al problema

planteado y luego se deducen una serie de propiedades para la solución ob-

tenida. Entre ellas, se destacan la obtención de cotas para las normas Lp(R)

y la prueba de la continuidad de la solución obtenida con respecto al orden

de derivación α.

En la segunda parte se utilizan las nuevas herramientas obtenidas en la parte

precedente para generalizar estos resultados a un problema de Cauchy mul-

tidimensional de la Ecuación de Difusión Fraccionaria sobre R y a uno en el

cual se generaliza el orden de derivación a α > 0. Además, se generalizan los

requerimientos para la condición inicial del problema unidimensional, nueva-

mente se prueba la continuidad de la solución obtenida con respecto al orden

de derivación α y se observan propiedades de la solución obtenida en el marco

de los procesos estocásticos.

La tercera parte analiza un problema de Cauchy unidimensional de la Ecua-

ción de Difusión Fraccionaria sobre R+ con condición de contorno, donde el

foco se centra en probar rigurosamente que la función considerada efectiva-

mente verifica la ecuación diferencial.

La cuarta parte presenta un argumento heuŕıstico para derivar una Ecuación

de Schrödinger Fraccionaria dependiente del tiempo, para luego ponerla a

prueba en tres problemas f́ısicos básicos: la part́ıcula libre, el problema de

pozo infinito y el problema del pozo finito.

A partir de las observaciones realizadas en la parte anterior, la quinta parte

realiza una serie de observaciones relacionadas a las limitaciones de la de-

rivada fraccionaria de Caputo. Resulta inmediato que una de las mayores

falencias que posee este operador tanto a nivel teórico como práctico reside

en el hecho que el mismo no verifica una fórmula de integración por partes

práctica.
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1. INTRODUCCIÓN

1. Introducción

1.1. El arte de definir

La historia de la matemática es la historia de buenas definiciones y la de los

autores que las idearon. A menudo, esto pasa desapercibido entre famośısimos

teoremas y sorprendentes demostraciones que incluso trascienden las fronte-

ras del ámbito matemático académico. Sin embargo, requiere un alto grado

de conocimiento sobre un tópico en particular y una creatividad insondable

para dar con la definición precisa y exacta necesaria para llevar una teoŕıa

adelante. Es fácil caer en la trampa y confiarse en una cierta forma de expre-

sar un concepto deseado, sólo para verse inmediatamente traicionado por los

caprichos de la matemática, que a diferencia de la mayoŕıa de las disciplinas

creativas nunca respeta la voluntad de su maestro. Sigue su propio camino

y a los matemáticos no nos queda otro rol que el de aprendices. Un notable

ejemplo que refleja tanto esta naturaleza emancipada de la matemática como

también la dificultad de definir propiamente un concepto es la historia de la

definición de continuidad de una función [49].

La continuidad de una función es uno de los conceptos más primitivos e in-

tuitivos del análisis y suele ser suficiente comprender que es una ĺınea que

se traza sobre un papel sin separar el lápiz de la hoja para visualizar lo que

representa. A pesar de eso, su definición no deja de ser año tras año uno de

los primeros shocks que sufren los estudiantes al comenzar su primer curso de

análisis en la universidad. Lo contraintuitivo aqúı es el grado de abstracción

necesario para definir algo tan simple y lo frustrante para muchos es que aún

no llegaron a ese grado de abstracción. Surge la inmediata pregunta: ¿Por

qué recurrimos a la tan famosa definición con ε y δ? ¿No hab́ıa una forma

más simple de expresar continuidad?

Originalmente para Leonhard Euler una función continua pod́ıa ser caracteri-

zada como aquella que posee una forma de formularse con una sola expresión

anaĺıtica. Pero naturalmente, no sólo era esta definición sumamente restricti-

va, sino que hoy también sabemos que tampoco es correcta. Es suficiente con-

siderar expresiones que tengan problemas con el dominio, como f(x) = x2−4
x

o integrales que diverjan para ciertos valores. También fue considerada por

mucho tiempo la caracterización de que para todo x ∈ (a, b) en el dominio,
14



1. INTRODUCCIÓN

f(x) asumiŕıa todos los valores entre f(a) y f(b). Si bien es sumamente gráfi-

ca esta definición, no deja de ser falsa, como puede verse considerando por

ejemplo

g(x) =

sin
(

1
x

)
x ∈ R− {0}

1
2 x = 0,

que verifica esa propiedad en 0 por más que no es continua en ese punto.

Luego surgieron dos definiciones similares una a la otra, que si bien no poséıan

el rigor matemático de la definición definitiva, ya comenzaban a reflejar el

mismo concepto. Augustin–Louis Cauchy sostuvo que la continuidad de una

función f en un punto x equivaĺıa a que un cambio infinitamente pequeño

en la variable x implique una variación infinitamente pequeña en la imagen

de la función. Bernard Bolzano mientras tanto aseguró que para que f sea

continua en x, f(x+h)−f(x) debeŕıa poder hacerse tan chico como se desee

al variar h. Estas dos definiciones representaron un fundamental avance hacia

la definición actual, ya que pasaban a ver la continuidad como una propiedad

local en x, más que una propiedad en un intervalo. Este cambio de perspectiva

para el concepto de continuidad de lo global a lo local resultó ser fundamental

para el análisis. Sin embargo, hablar de variaciones infinitamente pequeñas o

hacerse tan chico como se desee no cumpĺıa con el rigor que tanto caracteriza

a los matemáticos.

Fue Karl Weierstraß finalmente quien introdujera la famosa definición que

en la forma actual, aritmetizando el análisis como suele decirse hoy en d́ıa y

transformándolo en el arte de acotar :

Definición 1.1. Una función f se dice continua en x0 si

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Una función f se dice continua en un intervalo (a, b) si es continua en cada

uno de los puntos del intervalo.

Aprendemos de este caso que para dar con ciertas definiciones consistentes

y válidas, no sólo se requiere tiempo y paciencia, sino también el esfuerzo

colectivo de los matemáticos más destacados en el área. La definición ac-

tual de continuidad de Weierstraß se impuso por sobre las demás por dos

motivos fundamentales. Uno es la naturaleza rigurosa de la misma, que re-

flejaba el esṕıritu de la época de sentar fundamentos sólidos en las diferentes

ramas de la matemática. Esto fue particularmente crucial luego de genera-

ciones durante las cuales la falta de unicidad de criterios y de consistencia en
15



1. INTRODUCCIÓN

las definiciones llevó a resultados contradictorios entre śı. El célebre término

Weierstraßsche Strenge, traducido libremente del alemán como rigor o exac-

titud de Weierstraß, incluso refleja cuánta influencia él tuvo en la filosof́ıa

exacta y rigurosa que tanto caracteriza a los matemáticos hoy en d́ıa. El se-

gundo motivo por el cual esta definición se impuso por encima de sus pares

más intuitivos es el simple hecho de que éstos no resultaron ser fieles al con-

cepto que pretend́ıan describir.

Hoy nos encontramos en un proceso similar al aqúı descripto cuando habla-

mos del término derivada fraccionaria. La idea de definir una derivada de

orden no entero es tan antigua como la definición de derivada en el senti-

do clásico. Ya Gottfried Leibniz, uno de los padres del cálculo infinitesimal,

mantuvo un ya famoso intercambio de correspondencia con Guillaume de

l’Hôpital en el cual presagiaba la utilidad de considerar derivadas de orden

no entero. Diferentes matemáticos distinguidos han trabajado desde entonces

en el desarrollo de una definición de derivada fraccionaria, entre ellos Niels

Hendrik Abel [1], Joseph Liouville [32] y Bernhard Riemann [54]. Paso mucho

tiempo, hasta que en el año 1967 Michele Caputo [13] finalmente introdujo

la definición que hoy goza del mayor reconocimiento.

Sin embargo, aún no hemos llegado a un puerto definitivo en este asunto.

La gran cantidad de definiciones de derivada fraccionaria que circulan en la

actualidad dan fe de este simple hecho (ver por ejemplo [2], [48], [60] o [65]).

Además es importante resaltar que se han publicado numerosos art́ıculos

relacionados al análisis fraccionario que contienen graves errores, lo que ha

llevado a la publicación de una serie de manuscritos que corrigen estos errores

(ver por ejemplo [36] o [50]), pero al mismo tiempo ha llevado a poner en du-

da que los conceptos actuales realmente sean válidos tal como se los estudia y

usa en la actualidad. Naturalmente, esperamos que una derivada fraccionaria

de orden α ∈ (n, n + 1) con n ∈ N verifique una propiedad de interpolación

entre la derivada n-ésima y la derivada (n + 1)-ésima de una función. Esto

significa que si le aplicamos a una función una derivada de orden α y luego

una derivada de orden n + 1 − α, pretendemos obtener la derivada clásica

(n + 1)-ésima de esa función. ¿Pero es eso todo? Para encontrar una defi-

nición definitiva, cabe preguntar qué es lo que esperamos de una derivada

fraccionaria. ¿Qué propiedades debe verificar?

En esta tesis analizaremos dos ecuaciones diferenciales parciales con diferen-

tes versiones de los operadores diferenciales fraccionarios de Caputo, a saber
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la Ecuación de Difusión Fraccionaria y una Ecuación de Schrödinger Fraccio-

naria. En el caṕıtulo 1 presentaremos resultados preliminares de diferentes

ramas del análisis matemático que utilizaremos en el cuerpo principal de la

tesis. En los caṕıtulos 2, 3 y 4 estudiaremos diferentes problemas de Cauchy

para la Ecuación de Difusión Fraccionaria y de sus respectivas soluciones,

donde haremos especial énfasis en un tratamiento riguroso y preciso de los

resultados obtenidos. En el caṕıtulo 5, construiremos con un razonamiento

heuŕıstico una Ecuación de Schrödinger Fraccionaria y estudiaremos tanto la

utilidad práctica de esta ecuación como también la consistencia teórica de los

resultados obtenidos. En el caṕıtulo 6 observaremos las limitaciones que ha

evidenciado la derivada fraccionaria de Caputo durante el transcurso de esta

tesis. Estas observaciones motivarán finalmente las conclusiones finales, en la

cual expresamos qué propiedades consideramos necesarias para una definición

de derivada fraccionaria.

1.2. Definiciones preliminares

En esta sección presentaremos resultados preliminares de diferentes ramas

del análisis que utilizamos en esta tesis. Definiremos los diferentes espacios

funcionales con los que trabajaremos, diferentes funciones especiales de uso

frecuente en el análisis fraccionario y los operadores de derivación fraccionaria

considerados en este trabajo.

1.2.1. Espacios funcionales y teoŕıa de distribuciones

Los siguientes resultados pueden ser consultados por ejemplo en [16], [57] o

[62].

Definición 1.2. Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida µ sobre una sigma álgebra

Φ. Para cada p ∈ [1,∞) se define el espacio Lp (X) como el espacio de todas

las funciones medibles que verifican:

‖f‖p =

∫
X

|f |p dµ

 1
p

<∞

Se define el espacio L∞ (X) como el espacio de todas las funciones medibles

que verifican:

‖f‖∞ = ı́nf{C ∈ R : µ (x ∈ X : |f(x)| ≥ C) = 0} <∞.
17



1. INTRODUCCIÓN

Se considera en Lp (X) con 1 ≤ p ≤ ∞ la relación de equivalencia

fRg ⇔ ‖f − g‖p = 0.

De este modo, el espacio cociente Lp (X) = Lp (X) /R con ‖ · ‖p resulta un

espacio de Banach.

Teorema 1.3. Sean p, q ∈ [1,∞]. de modo que 1
p + 1

q = 1 y sean f ∈ Lp (X),

g ∈ Lq (X). Entonces se verifica la denominada desigualdad de Hölder:

∫
X

|fg| dµ ≤

∫
X

|f |p dµ

 1
p
∫
X

|g|q dµ

 1
q

Definición 1.4. Sea I un subconjunto abierto de R. El espacio de las funciones

infinitamente diferenciables en I y de soporte compacto contenido en I se

denota D (I) y se denomina espacio de funciones test en I. Tenemos

ϕ ∈ D (I)⇔ ϕ ∈ C∞ (I) y {x ∈ I/ϕ (x) 6= 0} es compacto

Definición 1.5. Sean {ϕn}n∈N ⊂ D (I) una sucesión y ϕ ∈ D (I). Diremos

que {ϕn}n∈N converge a ϕ en D (I) si existe un compacto K ⊂ I tal que

sop ϕn ⊂ K ∀n ∈ N, sop ϕ ⊂ K y tal que Dαϕn converge uniformemente a

Dαϕ en K para todo α ∈ N0. Notamos

ϕn
D(I)−→ ϕ

Definición 1.6. Una distribución sobre I es un funcional lineal y continuo

con dominio D (I). Denotamos el espacio de las distribuciónes con D′ (I).

Consideramos la continuidad en el sentido débil, es decir que u ∈ D′ (I) si y

sólo si

ϕn
D(I)−→ ϕ⇒ ĺım

n→∞
〈u, ϕn〉 = 〈u, ϕ〉

Teorema 1.7. Sea f : I → R una función localmente integrable. Entonces

f induce una distribución sobre I, que por motivos de practicidad también

llamaremos f , de la siguiente forma:

〈f, ϕ〉 :=

∫
I

f (x)ϕ (x) dx, ∀ϕ ∈ D (I)

Ejemplo 1.8. Llamaremos distribución delta de Dirac centrada en el punto

a ∈ I, y la notaremos δa a la que se define como sigue:

〈δa, ϕ〉 := ϕ (a) ∀ϕ ∈ D (I)
18
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Definición 1.9. Definimos el espacio de Schwartz, y lo notaremos S (R), como

el espacio de las funciones f ∈ C∞ (R) tales que ∀m,n ∈ N0 se tiene

ĺım
|x|→∞

|xmDnf (x)| = 0

Proposición 1.10. Se tiene que

D (R) ↪→ S (R) ↪→ Lp (R) ,

con p ∈ [1,∞], donde ↪→ representa la contención con continuidad de los res-

pectivos espacios funcionales. De esta forma también se tienen las siguientes

relaciones de los espacios duales

Lp′ (R) ↪→ S ′ (R) ↪→ D′ (R) .

Definición 1.11. Para cada k ∈ N0 y p ∈ [1,∞], definimos el espacio de

Sobolev del siguiente modo:

W k,p (R) =
{
f ∈ Lp (R) /f (m) ∈ Lp (R) ∀m ∈ N : m ≤ k

}
,

donde f (m) representa la derivada en el sentido débil.

Definición 1.12. Sea f ∈ L2(R). La transformada de Fourier es un operador

que a cada función f le asigna otra función que denotaremos F{f}, que está

definida como

F{f}(ς) =

∞∫
−∞

eiςyf(y)dy.

También notamos

f
F←→ F {f}

La transformada inversa de Fourier F , que verifica

FFf = FFf ∀f ∈ L2 (R) ,

es un operador que a cada función f le asigna otra función que denotaremos

F{f}, que está definida como

F {f} (x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−ixyf (y) dy.

1.2.2. La función Gamma y la función Beta

Aqúı presentaremos las definiciones de las funciones especiales necesarias pa-

ra definir las derivadas fraccionarias con las que trabajaremos. La función
19
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Gamma es entre ellas la más importante, ya que es una generalización anaĺıti-

ca del factorial de un número natural. Los siguientes resultados pueden ser

consultados en [5].

Definición 1.13. Definimos la función Gamma en el semiplano complejo

{s ∈ C/< (s) > 0}

como

Γ (s) =

∞∫
0

e−tts−1dt. (1.1)

De este modo la función Gamma está definida sólo para los números complejos

de parte real positiva. Sin embargo, es posible prolongar anaĺıticamente la

función Gamma al dominio Ω = C−{s/s = −n, n ∈ N0}. Dicha prolongación

viene dada por

Γ (s) =

∞∑
n=0

(−1)
n

n!

1

n+ s
+

∞∫
1

e−tts−1dt. (1.2)

Proposición 1.14. La función Gamma verifica las siguientes propiedades:

(i) Γ (s+ 1) = sΓ (s) ∀s ∈ Ω

(ii) Γ (s) Γ (1− s) = π
sen(πs) ∀s ∈ C− Z

(iii) La función Γ tiene polos simples en s, ∀s ∈ {s/s = −n, n ∈ N0}
(iv) La función Γ no tiene ceros en su dominio.

Proposición 1.15. Sean s > 0, 0 < c < 1, entonces vale la desigualdad

Γ(s+ c) ≤ scΓ(s). (1.3)

Definición 1.16. Sean x, y > 0. Definimos la función Beta en x e y como

B (x, y) :=

1∫
0

(1− r)x−1
ry−1dr

Proposición 1.17. La función Beta verifica la siguiente propiedad

B (x, y) =
Γ (x) Γ (y)

Γ (x+ y)

Definición 1.18. Definimos la función hipergeométrica para |s| < 1 como

2F1(a, b; c; s) =

∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

sn

n!
,

20
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donde (d)n es el śımbolo de Pochhammer definido como

(d)n =
Γ(d+ n)

Γ(d)
.

1.2.3. Espacios de Hilbert

Esta sección presenta brevemente la teoŕıa que lleva a la definición de ope-

radores autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert y la propiedad de nuestro

interés que estos operadores poseen. Los siguientes resultados pueden ser

consultados en [8] o [66].

Definición 1.19. Un espacio vectorial X sobre un cuerpo K con producto in-

terno 〈·, ·〉 : X ×X → K se denomina espacio de Hilbert cuando es completo

con la norma inducida por el producto interno.

Definición 1.20. Sea X un espacio de Hilbert. Diremos que x, y ∈ X son

ortogonales si 〈x, y〉 = 0. Diremos que un conjunto S es un sistema ortogo-

nal si todos sus elementos son ortogonales entre śı. Diremos que un sistema

ortogonal es ortonormal si todos sus elementos tienen norma igual a 1.

Teorema 1.21. Todo sistema ortonormal es linealmente independiente.

Definición 1.22. Diremos que un sistema ortonormal S es base ortonormal

de un espacio de Hilbert X si el único vector ortogonal a S es x = 0.

Teorema 1.23. Sea X un espacio de Hilbert y T un operador lineal y conti-

nuo de X en X. Entonces existe un único operador T ∗ de X en X lineal y

continuo, que llamaremos operador adjunto de T , tal que

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 ∀x, y ∈ X

Definición 1.24. Sea X un espacio de Hilbert. Diremos que un operador T es

autoadjunto si T = T ∗.

Teorema 1.25. Sea X un espacio de Hilbert y T un operador autoadjunto.

Entonces los posibles autovalores de T son reales y los autovectores corres-

pondientes a autovalores distintos son ortogonales.

Este teorema final será de interés para este trabajo, ya que los operadores

fraccionarios que consideramos aqúı no son autoadjuntos, con lo que no pode-

mos asegurar que posean la valiosa propiedad de tener únicamente autovalores

reales y autofunciones ortogonales.
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1.2.4. Problemas variacionales

Esta sección presenta brevemente un tipo de problema variacional y un teore-

ma con una ecuación de Euler–Lagrange para resolverlo. El resultado puede

ser consultado en [11].

Un problema variacional clásico puede ser expresado como sigue: hallar una

función y que maximice o minimice un funcional J sujeto a una serie de

restricciones. Se puede expresar como

J(y) =
b∫
a

L(x, y, y′)dx→ max/min

I(y) =
b∫
a

G(x, y, y′) dx = c

y(a) = ya

y(b) = yb.

(1.4)

El siguiente teorema brinda el fundamento teórico del método usual para

resolver este tipo de problemas, que consiste en resolver una ecuación de

Euler-Lagrange.

Teorema 1.26. Consideremos el problema de hallar y ∈ E que verifique las

condiciones de (1.4), donde L es un Lagrangiano con derivada continua con

respecto a cada variable, c constante y

E = {y : [a, b]→ R : y, y′ ∈ C0([a, b])}.

Si y maximiza o minimiza J sobre E sujeto a la restricción I(y) = c, entonces

existe una constante λ ∈ R de modo que y satisface la ecuación de Euler–

Lagrange dada por
∂F

∂y
+

d

dx

(
∂F

∂y′

)
= 0

con F = L− λG.

El motivo de la inclusión de esta breve sección se halla en el hecho que

las versiones fraccionarias de este tipo de problemas ponen en manifiesto

las caracteŕısticas no deseadas de las derivadas fraccionarias de Caputo que

intentaremos visualizar en el último caṕıtulo de esta tesis.

1.2.5. Operadores y funciones importantes del análisis fraccionario

A continuación definiremos los operadores fraccionarios integro–diferenciales

con los que trabajaremos [15] y funciones destacadas [25], [35], [40], [61],

[64]. Al ser operadores integro–diferenciales, estas derivadas fraccionarias son
22
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asociadas a procesos de memoria cuando la derivada fraccionaria se aplica

a la variable temporal y al comportamiento no local de un flúıdo cuando la

derivada fraccionaria se aplica a la variable espacial.

Notemos que en cada caso hay dos definiciones simétricas de cada operador,

a derecha y a izquierda, que surgen a partir del hecho de que todos los ope-

radores son integrales. Las primeras definiciones, de la integral fraccionaria

de Riemann–Liouville por derecha y por izquierda son necesarias para luego

definir los operadores fraccionarios. Esto se debe a que no es inmediato ge-

neralizar el concepto de derivada, pero śı es intuitivo generalizar a n ∈ R el

concepto de función integral n-ésima. Para ello, simplemente se reemplaza en

la fórmula de la n-ésima integral de una función el factorial de dicha fórmula

por la función Gamma. Se tienen las siguientes definiciones.

Definición 1.27. Sea α ∈ R+. La integral fraccionaria de Riemann–Liouville

por derecha de orden α a partir del punto a, que se denota aI
α
s , está definida

sobre L1([a, b]) como

aI
α
s f(s) =

1

Γ(α)

s∫
a

(s− τ)α−1f(τ)dτ.

Definición 1.28. Sea α ∈ R+. La integral fraccionaria de Riemann–Liouville

por izquierda de orden α hasta el punto b, que se denota sI
α
b , está definida

sobre L1([a, b]) como

sI
α
b f(s) =

1

Γ(α)

b∫
s

(τ − s)α−1f(τ)dτ.

Con esto podemos ahora definir los operadores de derivación fraccionarios.

Los de Riemann–Liouville integran primero una función con un orden no

entero para luego aplicarle la derivada, mientras que los de Caputo derivan

primero y luego integran con un orden no entero. En ambos casos, el orden

total de derivación es el mismo.

Definición 1.29. Sea α ∈ R+ y n = dαe. La derivada fraccionaria de Riemann–

Liouville por derecha de orden α a partir del punto a, que se denota RL
a Dα

s

está definida sobre Wn,1([a, b]) como

RL
a Dα

s f(s) =


dn

dsn

[
1

Γ(n−α)

s∫
a

f(τ)(s− τ)n−α−1dτ

]
si n− 1 < α < n

f (n)(s) si α = n
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Definición 1.30. Sea α ∈ R+ y n = dαe. La derivada fraccionaria de Riemann–

Liouville por izquierda de orden α hasta el punto b, que se denota RL
s Dα

b está

definida sobre Wn,1([a, b]) como

RL
s Dα

b f(s) =


dn

dsn

[
(−1)n

Γ(n−α)

b∫
s

f(τ)(τ − s)n−α−1dτ

]
si n− 1 < α < n

f (n)(s) si α = n

Definición 1.31. Sea α ∈ R+ y n = dαe. La derivada fraccionaria de Caputo

por derecha de orden α a partir del punto a, que se denota C
aD

α
s está definida

sobre Wn,1([a, b]) como

C
aD

α
s f(s) =


[

1
Γ(n−α)

s∫
a

f (n)(τ)(s− τ)n−α−1dτ

]
si n− 1 < α < n

f (n)(s) si α = n

Definición 1.32. Sea α ∈ R+ y n = dαe. La derivada fraccionaria de Caputo

por izquierda de orden α hasta el punto b, que se denota C
s D

α
b está definida

sobre Wn,1([a, b]) como

C
s D

α
b f(s) =


[

(−1)n

Γ(n−α)

b∫
s

f (n)(τ)(τ − s)n−α−1dτ

]
si n− 1 < α < n

f (n)(s) si α = n

El operador principal con el que trabajaremos es la derivada fraccionaria de

Caputo por derecha a partir de 0. De no especificar claramente lo contrario,

siempre que trabajemos con un operador diferencial fraccionario, se tratará

de éste.

Nota 1.33. Tanto la derivada fraccionaria de Caputo por derecha como la

derivada fraccionaria de Caputo por izquierda tienen cada una un grupo de

funciones que son fáciles de derivar, a saber

C
aD

α
s (s− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(s− a)β−α,

C
s D

α
b (b− s)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(b− s)β−α.

Este resultado se obtiene al realizar un cambio de variable en la integral y

utilizando propiedades de la función Beta.
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Luego, este resultado puede ser utilizado de manera inmediata para calcular

la derivada fraccionaria de series de potencias término a término.

Nota 1.34. Se puede ver fácilmente que ambos operadores, la derivada frac-

cionaria de Caputo y de Riemann–Liouville, están fuertemente relacionados

mediante la siguiente relación.

C
aD

α
s f(s) =RL

a Dα
s f(s)−

n−1∑
k=0

dk

dsk
f(a)

Γ(k − α+ 1)
(s− a)k−α,

C
s D

α
b f(s) =RL

s Dα
b f(s)−

n−1∑
k=0

dk

dsk
f(b)

Γ(k − α+ 1)
(b− s)k−α.

Observamos que si α ∈ (0, 1) y f(a) = 0, ambas derivadas por derecha coin-

ciden, mientras que si f(b) = 0 coinciden las derivadas por izquierda.

Lamentablemente, hay diferentes propiedades cruciales de las derivadas clási-

cas que se pierden al considerar derivadas fraccionarias. Entre ellas, se des-

tacan la regla del producto, la regla de la cadena y la fórmula de integración

por partes. A continuación veremos las versiones fraccionarias que se tiene

de esos teoremas.

Teorema 1.35. Sea α ∈ (0, 1) y f y g dos funciones anaĺıticas en un entorno

de a. Entonces la regla del producto viene dada por

C
aD

α
s [fg] (s) =

(s− a)−α

Γ(1− α)
g(a)(f(s)− f(a)) + (CaD

α
s g(s))f(s)

+

∞∑
k=1

(
α

k

)(
aI
k−α
s g(s)

)
C
aD

k
sf(s).

Teorema 1.36. Sea α ∈ (0, 1) y f y g dos funciones continuas en [a, b]. En-

tonces la fórmula de integración por partes viene dada por

b∫
a

g(x)CaD
α
xf(x)dx =

b∫
a

f(x)RLx Dα
b g(x)dx.

No incluiremos la fórmula para la regla de la cadena debido a que es suma-

mente extensa y por ende no posee aplicabilidad alguna. Puede ser consultada

en [15]. De una forma u otra, estos teoremas resultan ser poco útiles. Mien-

tras que la regla del producto contiene una serie de productos entre derivadas

fraccionarias de Caputo e integrales fraccionarias de Riemann–Liouville, en

la fórmula de la integración por partes intervienen dos derivadas diferentes,
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la de Caputo y la de Riemann–Liouville, una a derecha y la otra a izquierda.

Estas son herramientas valiosas que se pierden al pasar de derivadas de orden

entero a derivadas de orden real positivo. A lo largo de este tesis podremos

observar en diferentes ocasiones los inconvenientes que esto genera.

A continuación definiremos diferentes familias de funciones que son esencia-

les en el análisis fraccionario, a saber las funciones de Mittag–Leffler, las

funciones de Wright y las funciones de Mainardi. Presentaremos diferentes

propiedades útiles que han sido fundamentales en este trabajo.

Definición 1.37. La función de Mittag-Leffler Eα,β de parámetros α, β > 0

está definida para s ∈ C como

Eα,β (s) :=

∞∑
k=0

sk

Γ (αk + β)
.

Si β = 1, simplemente notamos Eα,1 = Eα y la llamamos función de Mittag-

Leffler de un parámetro.

Ha sido probado que ∀ α, β > 0 la función de Mittag-Leffler Eα,β es entera

(ver [22]), sin embargo aqúı utilizaremos principalmente el dominio real. En

el análisis fraccionario, es considerada la generalización de la función expo-

nencial debido a diferentes propiedades que verifica, tales como E1 (s) = es,

y el hecho que Eα (c(s− a)α) es una autofunción del operador diferencial

fraccionario
C
aD

α
s f (s) = cf (s) .

Definición 1.38. La función de Wright de parámetros α > −1 y β ∈ R está

definida para s ∈ C como

W (s;α, β) =

∞∑
k=0

sk

k!Γ (αk + β)
.

También en este caso se ha probado que la función de Wright es entera

∀α > −1 (ver [23]), β ∈ R y su derivada viene dada por

d

ds
W (s;α, β) =W (s;α, β + α)

.

Definición 1.39. La función de Mainardi Mν de parámetro ν ∈ (0, 1) está

definido para s ∈ C como

Mν (s) =

∞∑
k=0

(−s)k

k! Γ (−νk + 1− ν)
.
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Teniendo en cuenta que la función de Mainardi es un caso particular de la

función de Wright, a saber

Mν (s) =W (−s;−ν, 1− ν) ,

ésta hereda todas las propiedades de la función de Wright. De este modo

podemos concluir que también las funciones de Mainardi son enteras. Tal

como en el caso de la función de Mittag–Leffler, en este caso trabajaremos

principalmente en el dominio real. Teniendo la siguiente proposición,

Proposición 1.40.

M 1
2

(s) =
1√
π
e−

s2

4

(ver [42]), la función de Mainardi puede ser considerada una generalización

fraccionaria de la función Gaussiana. El rol que cumple la función de Mai-

nardi como núcleo del calor fraccionario que observaremos en las siguientes

secciones también apoya esta idea.

Para la función de Mainardi, la siguiente propiedad para sus momentos en

R+ ha sido probada.

∞∫
0

snMν (s) ds =
n!

Γ (νn+ 1)
. (1.5)

De hecho, una propiedad más general se obtuvo en [40], reemplazando la

función de Mainardi con la función de Wright:

∞∫
0

snW (−s;α, β) ds =
n!

Γ (−αn+ β − α)
. (1.6)

Utilizando esta propiedad se puede probar que

sup
s∈R

∣∣∣smM(n)
ν (|s|)

∣∣∣ <∞
∀ m,n ∈ N0 y ∀ ν ∈ (0, 1), lo cual muestra que la función de Mainardi

Mν (|s|) tiene un comportamiento similar al de una función de Schwartz.

Notemos que esto también tiene sentido si consideramos a la función de Mai-

nardi una generalización de la función de Gauss, el ejemplo más común de

una función de Schwartz no trivial. Sin embargoMν (|s|) /∈ S (R) para ν 6= 1
2 ,

ya que en s = 0 sus derivadas no son continuas. También se tiene la siguiente

proposición.

Proposición 1.41. Mν (|s|) ∈ Lp (R), ∀ 1 ≤ p ≤ ∞, ∀ ν ∈ (0, 1).
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Prueba. Es una consecuencia inmediata de

sup
s∈R

∣∣∣smM(n)
ν (|s|)

∣∣∣ <∞ ∀ m,n ∈ N0.

�

De esta forma, la función de Mainardi puede ser considerada una distribu-

ción temperada. La función de Mainardi y la función de Mittag–Leffler están

fuertemente relacionadas mediante la transformada de Fourier (ver [40]).

Mν (|s|) F←→ 2E2ν

(
−ξ2

)
. (1.7)

Teniendo en cuenta que Mν (|s|) ∈ L2 (R) ∀ ν ∈ (0, 1), obtenemos que

Eν
(
−ξ2

)
∈ L2 (R) ∀ ν ∈ (0, 2). Otra consecuencia es que la familia de fun-

ciones {E2ν(−ξ2)}ν∈(0,1) está uniformemente acotada, ya que

sup
ξ∈R

E2ν(−ξ2) ≤
∞∫
−∞

Mν (|s|) ds = 2.

Gracias a otras propiedades de las funciones de Mainardi podemos tener

una idea de la representación gráfica de esta familia de funciones (ver figura

1). Tenemos por ejemplo que Mν > 0 ∀ ν ∈ (0, 1), de (1.5) sabemos que

ĺım
s→∞

Mν (s) = 0 y que
∞∫
0

Mν (s) ds = 1 ∀ ν ∈ (0, 1), y ha sido probado para

ν ∈
(
0, 1

2

)
que Mν es una función decreciente (ver [21]), mientras que para

ν ∈
(

1
2 , 1
)
Mν tiene exactamente un máximo local (ver [42]).

Figura 1. Función de Mainardi de parámetro α ∈
(0.25, 0.75) en el dominio [0, 3]
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2. UN PROBLEMA DE CAUCHY PARA LA ECUACIÓN DE
DIFUSIÓN FRACCIONARIA SOBRE R

2. Un problema de Cauchy para la

ecuación de difusión fraccionaria

sobre R

Los resultados de esta sección fueron publicados en [19], [20] y presentados

en los congresos (12), (13) y (14). Se puede consultar la siguiente bibliograf́ıa

para este caṕıtulo: [10], [22], [23], [25], [26], [27], [28], [35], [37], [39], [40], [41],

[42].

El análisis fraccionario ha mostrado ser aplicable a una gran cantidad de

fenómenos f́ısicos, qúımicos y biológicos, entre otros. Entre ellos se destaca el

comportamiento de medios viscoelásticos, que presentan un comportamiento

intermedio entre el de un flúıdo viscoso y un sólido elástico. Teniendo en cuen-

ta que estos dos casos son modelados matemáticamente con la ecuación de

difusión y la ecuación de ondas, resulta intuitivo modelar el comportamiento

intermedio de un medio viscoelástico mediante una ecuación interpolante con

derivadas fraccionarias. Dicha ecuación diferencial fraccionaria se denomina

ecuación de difusión fraccionaria y viene dada por

∂α

∂tα
uα (x, t) = λ

∂2

∂x2
uα (x, t) α ∈ (0, 2),

donde consideraremos la derivada fraccionaria de Caputo por derecha de or-

den α a partir del punto 0 con respecto a la variable temporal t. El punto

inicial 0 se corresponde al momento inicial t = 0. Tanto en este caṕıtulo como

en los dos que siguen estudiaremos esta ecuación y su naturaleza intŕınseca.

Esta ecuación se ha tratado en una gran cantidad de publicaciones cient́ıficas

(ver por ejemplo [30], [38], [45], [51] y [59]).

Comenzaremos estudiando un problema de Cauchy unidimensional para la

ecuación de difusión fraccionaria sobre todo el eje real. Al comienzo mostra-

remos una forma para obtener la solución al problema basada en el método

de separación de variables. La parte clave sin embargo será que de esta forma

obtendremos una expresión alternativa de la solución al problema que será

de suma utilidad durante este caṕıtulo y el que sigue. Luego de utilizar esa

expresión para probar que la función obtenida efectivamente es la solución al
29
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problema planteado, veremos cómo utilizar esta expresión para probar pro-

piedades de las soluciones obtenidas.

2.1. El problema de Cauchy para la ecuación de di-

fusión fraccionaria

Para α ∈ (0, 2) consideramos el problema de Cauchy para la ecuación de

difusión fraccionaria unidimensional
∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

uα (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R

uα acotada.

(2.1)

y queremos mostrar mediante el método de separación de variables que la

función

uα (x, t) =

∞∫
−∞

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x− ξ|

)
ϕ (ξ) dξ

es solución de la misma, donde Mα
2

es la función de Mainardi de parámetro
α
2 . Esta expresión de la solución fue hallada por Mainardi en [41] utilizando

la transformada de Laplace en la variable temporal y la transformada de

Fourier en la variable espacial. Consideremos ahora una solución del tipo

u (x, t) = X (x)T (t). Una función de estas caracteŕısticas será una solución

de (2.1) si y sólo si:
X ′′ (x)

X (x)
=
T (α) (t)

λT (t)
= −c,

donde c es una constante real. Obtenemos las siguientes dos ecuaciones dife-

renciales:

T (α) (t) = −cλT (t) (2.2)

X ′′ (x) = −cX (x) (2.3)

La solución de (2.2) viene dada por

Eα (−cλtα) ,
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donde Eα es la función uniparamétrica de Mittag-Leffler de parámetro α, y

la solución de (2.3) viene dada por:

X (x) = Ae
√
−cx +Be−

√
−cx.

Para obtener una solución acotada,
√
−c debe ser un número imaginario puro,

lo que implica que c > 0. Es por eso que podemos poner c = ξ2, con ξ ∈ R.

Para todo ξ obtenemos una solución de la ecuación diferencial dada por

u (x, t; ξ) =
(
a (ξ) eiξx + b (ξ) e−iξx

)
Eα
(
−ξ2λtα

)
.

Proponemos como candidato a la solución

uα (x, t) =

∞∫
−∞

u (x, t; ξ) dξ =

=

∞∫
−∞

a (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λtα

)
dξ +

∞∫
−∞

b (ξ) e−iξxEα
(
−ξ2λtα

)
dξ =

=

∞∫
−∞

f (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λtα

)
dξ, (2.4)

donde f (ξ) = a (ξ) + b (−ξ) es una función a determinar. Para eso, conside-

ramos la condición inicial

uα (x, 0) =

∞∫
−∞

f (ξ) eiξxdξ = F {f} (x) = ϕ (x)

donde F{f} es la transformada de Fourier de f . Gracias a propiedades de la

transformada de Fourier podemos establecer que f (ξ) = F {ϕ} (ξ) y utilizar

esto junto a

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x|
)
F←→ Eα

(
−λξ2tα

)
(que se obtiene del par (1.7) utilizando la propiedad de cambio de escala) en

(2.4):

uα (x, t) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λtα

)
dξ =

=

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxF
{

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|·|
)}

(ξ) dξ =
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=

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ)F
{

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|· − x|

)}
(ξ) dξ =

=

∞∫
−∞

F
{
F {ϕ}

}
(ξ)

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|ξ − x|

)
dξ =

=

∞∫
−∞

ϕ (ξ)
1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x− ξ|

)
dξ. (2.5)

Y aśı obtenemos como solución al problema (2.1),

uα (x, t) =

∞∫
−∞

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x− ξ|

)
ϕ (ξ) dξ.

Notemos que esta expresión es idéntica a la función obtenida en [41], [42],

de modo que aqúı hemos deducido la misma solución deseada de manera

alternativa. Sin embargo, como veremos a continuación el razonamiento no

garantiza indiscutiblemente que la solución obtenida efectivamente es la so-

lución al problema. Probaremos esto ahora para un cierto tipo de condiciones

iniciales.

Teorema 2.1. Sea ϕ ∈ L1(R)∩L2(R) de modo que F{ϕ}(x)x2 ∈ L1(R). Una

solución del problema de Cauchy (2.1) con α ∈ (0, 2) viene dada por

uα (x, t) =

∞∫
−∞

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x− ξ|

)
ϕ (ξ) dξ. (2.6)

Prueba.

Caso 1: 0 < α < 1.

Para probar que la función verifica la ecuación de difusión fraccionaria, con-

sideramos las igualdades que nos llevaron a (2.5). Dado que Mα
2
∈ L1 (R) ∩

L2 (R) teniendo en cuenta la hipótesis que ϕ ∈ L1 (R)∩L2 (R), esas igualda-

des son válidas. Tenemos entonces

uα (x, t) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λtα

)
dξ. (2.7)

La derivada fraccionaria de Caputo de orden α con 0 < α < 1 de uα viene

dada por

∂α

∂tα
uα (x, t) =

t∫
0

(t− τ)
−α

Γ (1− α)

 ∂

∂τ

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λτα

)
dξ

 dτ.
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Para poder intercambiar la derivada y la integral, notemos que∣∣∣∣ ∂∂τ F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λτα

)∣∣∣∣ =

=
∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2λτα−1Eα,α

(
−ξ2λτα

)∣∣ = g (ξ) .

Como consecuencia del comportamiento asintótico de la función de Mittag–

Leffler dada en [26], se puede ver fácilmente que Eα,α
(
−ξ2λτα

)
∈ L∞ (R)

como función de ξ. Combinando esto con F {ϕ} (ξ)ξ2 ∈ L1 (R) y utilizando

la desigualdad de Hölder obtenemos g ∈ L1 (R), y aśı

∂α

∂tα
uα (x, t) =

= −
t∫

0

∞∫
−∞

1

Γ (1− α)
(t− τ)

−α F {ϕ} (ξ) eiξxξ2λτα−1Eα,α
(
−ξ2λτα

)
dξdτ.

Para poder intercambiar estas dos integrales usamos el teorema de Fubini,

para lo cual probaremos que se cumplen las hipótesis del teorema de Tonelli

(ver [10], caṕıtulo 4). Ya probamos que

∞∫
−∞

∣∣∣∣ 1

Γ (1− α)
(t− τ)

−α F {ϕ} (ξ) eiξx
(
−ξ2λ

)
τα−1Eα,α

(
−ξ2λτα

)∣∣∣∣ dξ
es finito. Para probar que toda la integral doble es finita, usamos nuevamente

el hecho que Eα,α
(
−ξ2λτα

)
∈ L∞ (R). Obtenemos

t∫
0

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣ (t− τ)
−α

Γ (1− α)
F {ϕ} (ξ) (−ξ2)eiξxλτα−1Eα,α

(
−ξ2λτα

)∣∣∣∣∣ dξdτ =

=

t∫
0

∞∫
−∞

(t− τ)
−α

Γ (1− α)

∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2
∣∣λτα−1

∣∣Eα,α (−ξ2λτα
)∣∣ dξdτ ≤

≤
t∫

0

∞∫
−∞

(t− τ)
−α

Γ (1− α)

∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2
∣∣λτα−1

∥∥Eα,α (−ξ2λτα
)∥∥
L∞(R)

dξdτ =

=
λ ‖Eα,α‖L∞(R)

Γ (1− α)

t∫
0

(t− τ)
−α

τα−1dτ

∞∫
−∞

∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2
∣∣ dξ

=
λ ‖Eα,α‖L∞(R)

Γ (1− α)

1∫
0

r(1−α)−1 (1− r)α−1
dr

∞∫
−∞

∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2
∣∣ dξ
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donde el último término es finito ya que la primera integral es la función Beta

con x = α > 0, y = 1 − α > 0 y la segunda integral es finita por hipótesis.

Gracias al teorema de Tonelli estamos en condiciones de utilizar el teorema

de Fubini y obtenemos

∂α

∂tα
uα (x, t) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξx
[
∂α

∂tα
Eα
(
−ξ2λtα

)]
dξ =

= −λ
∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxξ2Eα
(
−ξ2λtα

)
dξ.

De manera similar se prueba que se puede pasar la segunda derivada con

respecto a la variable espacial x dentro de la integral, de modo que

∂2

∂x2
uα (x, t) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ)

[
∂2

∂x2
eiξx

]
Eα
(
−ξ2λtα

)
dξ =

= −
∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxξ2Eα
(
−ξ2λtα

)
dξ

lo cual completa la prueba de que uα satisface la ecuación diferencial. Para

probar que uα satisface la condición inicial, simplemente notamos que

uα (x, 0) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα (0) dξ = F
{
F {ϕ}

}
(x) = ϕ (x) .

Caso 2: 1 < α < 2.

En este caso la derivada fraccionaria de orden α con 1 < α < 2 viene dada

por

∂α

∂tα
uα (x, t) =

t∫
0

(t− τ)
1−α

Γ (2− α)

 ∂2

∂τ2

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λτα

)
dξ

 dτ.
Ya hemos probado en el caso 1 que podemos pasar la primera derivada dentro

de la integral. Para la segunda derivada vemos que∣∣∣∣ ∂∂τ F {ϕ} (ξ) ξ2λτα−1Eα,α
(
−ξ2λτα

)∣∣∣∣ =

=
∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2λτα−2Eα,α−1

(
−ξ2λτα

)∣∣ = g̃ (ξ) .
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DIFUSIÓN FRACCIONARIA SOBRE R

También aqúı se puede probar que Eα,α−1

(
−ξ2λτα

)
ξ ∈ L∞ (R) como fun-

ción de ξ, y aśı finalmente g̃ ∈ L1 (R). Tenemos

∂α

∂tα
uα (x, t) =

t∫
0

∞∫
−∞

(t− τ)
1−α

Γ (2− α)
F {ϕ} (ξ) eiξxξ2λτα−2Eα,α−1(−ξ2λτα)dξdτ.

Nuevamente utilizamos el teorema de Tonelli y, como en el caso 1, ya hemos

probado que

∞∫
−∞

∣∣∣∣ 1

Γ (2− α)
(t− τ)

1−α F {ϕ} (ξ) eiξxξ2λτα−2Eα,α−1

(
−ξ2λτα

)∣∣∣∣ dξ <∞
y para la integral doble obtenemos

t∫
0

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣ (t− τ)
1−α

Γ (2− α)
F {ϕ} (ξ) eiξxξ2λτα−2Eα,α−1

(
−ξ2λτα

)∣∣∣∣∣ dξdτ ≤
≤
λ ‖Eα,α−1‖L∞(R)

Γ (2− α)

1∫
0

r(2−α)−1(1− r)(α−1)−1dτ

∞∫
−∞

∣∣F{ϕ}(ξ)ξ2
∣∣ dξ

donde la primera integral es la función Beta con x = α−1 > 0, y = 2−α > 0

y la segunda integral es finita ya que F {ϕ} (ξ)ξ2 ∈ L1 (R). Nuevamente

estamos en condiciones de utilizar el teorema de Fubini y obtenemos

∂α

∂tα
uα (x, t) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξx
[
∂α

∂tα
Eα
(
−ξ2λtα

)]
dξ =

= −λ
∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxξ2Eα
(
−ξ2λtα

)
dξ = λ

∂2

∂x2
uα (x, t) .

Para ver que uα satisface la condición inicial, nuevamente observamos que

uα (x, 0) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα (0) dξ = F
{
F {ϕ}

}
(x) = ϕ (x) .

�

Nota 2.2. Para probar este teorema una expresión alternativa de la solución

(2.7) resultó ser más útil que la versión clásica (2.6) debido a diferentes pro-

piedades que posee. Por un lado, el cálculo de las diferentes derivadas resulta

ser más fácil debido a que en esta expresión las variables están separadas en

diferentes partes de la expresión.
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Por el otro lado, en la expresión clásica no se puede calcular la derivada frac-

cionaria, ya que en esa expresión la variable temporal t sólo se manifesta en

potencias negativas. Pero la derivada fraccionaria de Caputo no está definida

para potencias negativas, por lo que no se podŕıa recurrir a una derivación

término a término en la expansión en series de potencias de la función de

Mainardi. Este es el motivo principal por el cual no se puede probar este teo-

rema con la expresión clásica.

En (2.7), la variable temporal t se manifesta únicamente en potencias po-

sitivas, de modo que esa dificultad no se presenta aqúı y se puede derivar

término a término. El motivo por el cual este cambio es posible se encuentra

en la propiedad de cambio de escala de la transformada de Fourier, en la cual

constantes se invierten con un cambio de escala.

Nota 2.3. Para α ∈ (0, 1), la unicidad de la solución ha sido probada en [37]

utilizando un principio del máximo. Alĺı, se considera una condición inicial

continua, que en el caso del teorema (2.1) no es necesario.

Para α ∈ (1, 2) una condición inicial de flujo debe ser agregada al problema

de Cauchy para garantizar unicidad de la solución. La solución (2.6) verifica

para α ∈ (1, 2) la condición inicial de flujo ut (x, 0) = 0.

Nota 2.4. Notemos que las hipótesis del teorema (2.1) se satisfacen si consi-

deramos como condición inicial ϕ ∈ S(R).

2.2. Cotas para las normas Lp de la solución del pro-

blema de Cauchy para la ecuación de difusión

fraccionaria

En esta sección presentaremos diferentes cotas para las normas Lp de la

solución del problema de Cauchy para la ecuación de difusión fraccionaria
∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

uα (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R

uα acotada,

(2.8)

donde se consideran los espacios Lp con respecto a la variable espacial y las

cotas quedarán en función de la variable temporal.

Para obtener estos resultados, utilizaremos ambas expresiones de la solución,
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DIFUSIÓN FRACCIONARIA SOBRE R

(2.6) y (2.7), y la expresión de su transformada de Fourier,

F {uα} (ξ, t) = Eα
(
−λξ2tα

)
F {ϕ} (ξ) .

Esta expresión es inmediata a partir de la integral de convolución uα(x, t) =

Kα (x, t) ∗ϕ (x), donde el núcleo del calor fraccionario Kα (x, t) está definido

como

Kα (x, t) :=
1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x|
)
. (2.9)

En esta sección consideraremos condiciones iniciales ϕ que satisfacen las

hipótesis del teorema 2.1.

Teorema 2.5. Para α ∈ (0, 2) y para todo t ∈ R+, la solución del problema

de Cauchy (2.8) verifica

∞∫
−∞

uα (x, t) dx =

∞∫
−∞

ϕ (x) dx.

Prueba. Tenemos inmediatamente que

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Kα(x− ξ, t)ϕ(ξ)dξdx =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Kα(x− ξ, t)dxϕ(ξ)dξ =

∞∫
−∞

ϕ(ξ)dξ.

�

De manera similar se puede probar que

‖uα (x, t)‖L1(R) ≤ ‖ϕ (x)‖L1(R)

donde la igualdad es válida para funciones ϕ tales que ϕ ≥ 0 o ϕ ≤ 0.

Teorema 2.6. Para α ∈ (0, 2) la norma L∞ de la solución del problema de

Cauchy (2.8) verifica la desigualdad

‖uα (x, t)‖L∞(R) ≤
C

t
α
4
.

Prueba. Por propiedades de la transformada de Fourier tenemos

‖uα (x, t)‖L∞(R) ≤ ‖F {uα} (ξ, t)‖L1(R) =
∥∥Eα (−λξ2tα

)
F {ϕ} (ξ)

∥∥
L1(R)

,

donde

∞∫
−∞

∣∣Eα(−λξ2tα)F {ϕ} (ξ)
∣∣ dξ ≤

 ∞∫
−∞

∣∣Eα(−λξ2tα)
∣∣2 dξ

 1
2

‖F {ϕ}‖
1
2

L2(R) =
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=

 1√
λtα

∞∫
−∞

∣∣Eα (−s2
)∣∣2 ds

 1
2

‖F {ϕ}‖
1
2

L2(R) =
C

t
α
4

donde realizamos la sustitución
√
λtαξ = s y utilizamos la desigualdad de

Hölder con Eα
(
−s2

)
, F {ϕ} (ξ) ∈ L2 (R). �

Notemos que para pequeños valores de t la cota

‖uα (x, t)‖L∞(R) ≤
∞∫
−∞

Kα (x− ξ, t) |ϕ (ξ)| dξ ≤ ‖ϕ (x)‖L∞(R)

es más precisa que la cota del teorema 2.6.

Teorema 2.7. Sea 1 < p < ∞, α ∈ (0, 2). Entonces el decaimiento de la

norma Lp de la solución del problema de Cauchy (2.8) viene dado por

‖uα (x, t)‖Lp(R) ≤
C

t
α
4 (1− 1

p )
.

Prueba. Por desigualdad de interpolación tenemos

‖uα (x, t)‖Lp(R) ≤ ‖uα (x, t)‖
1
p

L1(R) ‖uα (x, t)‖1−
1
p

L∞(R) .

El resultado sigue del teorema previo, dado que la norma L1 de uα es acotada

por la norma L1 de la condición inicial. �

2.3. Continuidad de la solución del problema de

Cauchy con respecto al orden de diferenciación

En el análisis fraccionario es de suma importancia verificar que los resultados

obtenidos para el caso general α ∈ R+ sean consistentes con los casos enteros,

α ∈ N, que representan derivadas en el sentido clásico. Esto se logra princi-

palmente estudiando la continuidad de los resultados obtenidos con respecto

al parámetro de derivación α.

Primero probaremos la continuidad con respecto al parámetro α de la función

de Mainardi.

Lema 2.8. Sea x ∈ R, α0 ∈ (0, 2). Entonces

ĺım
α→α0

Mα
2

(x) =Mα0
2

(x) .
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Prueba. La función de Mainardi viene definida por

Mα
2

(x) =

∞∑
k=0

(−x)
k

k!Γ
(
−α2 k + 1− α

2

) .
Tomamos α ∈ (α0− ε, α0 + ε) ⊂ (0, 2) y k suficientemente grande como para

que α0−ε
2 (k+ 1) sea más grande que 3

2 . Teniendo en cuenta que en ( 3
2 ,∞) la

función Gamma es creciente, utilizando la identidad Γ(x)Γ(1 − x) = π
sin(πx)

y considerando la cota

Γ(x+ s) ≤ xsΓ(x),

(válida para x ≥ 0 y 0 ≤ s ≤ 1) con x = α
2 k y 0 ≤ s = α

2 ≤ 1, tenemos

∣∣∣∣∣ (−x)
k

k!Γ
(
−α2 k + 1− α

2

) ∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ (−x)
k

sin
(
π
(
−α2 k + 1− α

2

))
Γ
(
α
2 k + α

2

)
k!π

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |x|

k

k!π
Γ
(α

2
k +

α

2

)
≤ |x|

k

k!π

(α
2
k
)α

2

Γ
(α

2
k
)
≤

≤ |x|
k

k!π

(
α0 + ε

2
k

)α0+ε
2

Γ

(
α0 + ε

2
k

)
:= ak.

Para ver que la serie
∞∑
k=0

ak es convergente, es suficiente probar que
∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣→ 0

cuando k →∞:∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ =
|x|
k + 1

(
k + 1

k

)α0+ε
2 Γ

(
α0+ε

2 k + α0+ε
2

)
Γ
(
α0+ε

2 k
) ≤

≤ |x|
k + 1

(
k + 1

k

)α0+ε
2
(
α0 + ε

2
k

)α0+ε
2

=

=
|x|

(k + 1)
1−α0+ε

2

(
α0 + ε

2

)α0+ε
2

→ 0,

ya que α0 + ε < 2. �

Nota 2.9. En particular, para α0 = 1 se tiene

ĺım
α→1
Mα

2
(x) =M 1

2
(x) =

e−
x2

4

√
π

Teorema 2.10. Sea uα (x, t) la solución al problema de Cauchy (2.8) para

α ∈ (0, 2). Entonces, fijando α0 ∈ tenemos (0, 2)

ĺım
α→α0

uα (x, t) = uα0
(x, t)
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Prueba. Consideremos la solución del problema de Cauchy (2.8) para α ∈
(α0 − ε, α0 + ε) = Uε. Entonces

uα (x, t) =

∞∫
−∞

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ.

Sea M = máx
α∈Uε

‖Kα (ξ, t)‖L∞(R) y obtenemos

|Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ)| ≤ ‖Kα (ξ, t)‖L∞(R) |ϕ (ξ)| ≤M |ϕ (ξ)| ∈ L1 (R) .

Tomando ahora el ĺımite de esta función cuando α→ α0, obtenemos

ĺım
α→α0

∞∫
−∞

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ =

∞∫
−∞

Kα0 (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ

que es lo que queŕıamos probar. �

Nota 2.11. Nuevamente, tomando α0 = 1, obtenemos

ĺım
α→1

uα(x, t) = u1(x, t) =

∞∫
−∞

1

2
√
λπt

e−
(x−ξ)2

4λt ϕ (ξ) dξ,

que es la solución clásica al problema de Cauchy para la ecuación de difusión,
∂
∂tuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

uα (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R

uα acotada.

Hasta aqúı, hemos probado la continuidad de la solución del problema de

Cauchy con respecto al parámetro α ∈ (0, 2). Sin embargo, es de sumo in-

terés analizar el caso α → 2, ya que este caso representa el problema de

Cauchy para la ecuación de ondas. Para abordar este caso particular, debe-

mos presentar primero unos resultados previos.

Teorema 2.12. La siguiente convergencia puntual es válida, donde la conver-

gencia es uniforme sobre compactos.

ĺım
ν→1

E2ν(−ξ2) = cos(ξ).

Prueba. Sea 0 < ε < 1, ν de modo que 2ν > ε y k ∈ N suficientemente grande

como para que
1

Γ(2νk + 1)
<

1

Γ(εk + 1)
.
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Obtenemos ∣∣∣∣ (−1)kξ2k

Γ(2νk + 1)

∣∣∣∣ ≤ |ξ|2k

Γ(εk + 1)
:= ak.

Para ver que la serie
∞∑
k=0

ak es convergente, es suficiente probar que
∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣→ 0

cuando k →∞. Utilizando la propiedad

Γ(x+ s) ≤ Γ(x)xs

con s ∈ (0, 1), se tiene ∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = |ξ|2 Γ(εk + 1)

Γ(εk + ε+ 1)
≤

≤ |ξ|2 (εk + ε)1−εΓ(εk + ε)

(εk + ε)Γ(εk + ε)
=

|ξ|2

(εk + ε)ε
→ 0.

Esto completa la prueba, ya que ahora tenemos

ĺım
ν→1

E2ν(−ξ2) =

∞∑
k=0

ĺım
ν→1

(−ξ2)k

Γ(2νk + 1)
=

∞∑
k=0

(−1)kξ2k

(2k)!
= cos(ξ).

�

Para simplificar la notación, notaremos en el siguiente teorema

Mν :=Mν(| · |)

y obtenemos el siguiente resultado, que nos mostrará por qué en el caso α = 2

debemos trabajar con distribuciones para operar de manera matemáticamen-

te rigurosa.

Teorema 2.13. Consideremos Mν ∈ S ′(R) una distribución temperada. En-

tonces

Mν → δ1 + δ−1 cuando ν → 1 en S ′(R).

Prueba. Sea ψ ∈ S(R). Se tiene

〈Mν , ψ〉 = 〈F{F{Mν}}, ψ〉 = 〈F{Mν},F{ψ}〉 =

∞∫
−∞

2E2ν(−ξ2)F{ψ}(ξ)dξ.

Pero teniendo en cuenta ahora que la familia de funciones de Mittag–Leffler

está uniformemente acotada, se tiene |2E2ν(−ξ2)F{ψ}(ξ)| ≤ |2F{ψ}(ξ)| ∈
L1(R), y con esto junto al resultado del teorema 2.12 tenemos

ĺım
ν→1
〈Mν , ψ〉 =

∞∫
−∞

2 cos(ξ)F{ψ}(ξ)dξ =
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DIFUSIÓN FRACCIONARIA SOBRE R

=

∞∫
−∞

eiξF{ψ}(ξ)dξ +

∞∫
−∞

e−iξF{ψ}(ξ)dξ =

= 〈eiξ,F{ψ}〉+ 〈e−iξ,F{ψ}〉 =

= 〈δ1, ψ〉+ 〈δ−1, ψ〉 = 〈δ1 + δ−1, ψ〉

�

Con este resultado podemos estudiar ahora la continuidad de la solución del

problema de Cauchy cuando α → 2. Para eso, nuevamente simplificaremos

notación, fijando Kα,t := Kα(·, t).

Teorema 2.14. Consideremos Kα,t ∈ S ′(R) una distribución temperada. En-

tonces

Kα,t ∗ ϕ→ ϕλ,t cuando α→ 2 en S ′(R),

donde ϕλ,t viene definido por

ϕλ,t(x) :=
ϕ(x+

√
λt) + ϕ(x−

√
λt)

2
.

Prueba. Sea ψ ∈ S(R). Entonces

〈Kα,t ∗ ϕ,ψ〉 = 〈F{F{Kα,t ∗ ϕ}}, ψ〉 = 〈F{Kα,t}F{ϕ},F{ψ}〉

=

∞∫
−∞

Eα(−(
√
λtξ)2)F{ϕ}(ξ)F{ψ}(ξ)dξ.

Nuevamente tenemos la cota

|Eα(−(
√
λtξ)2)F{ϕ}(ξ)F{ψ}(ξ)| = |F{ϕ}(ξ)F{ψ}(ξ)| ∈ L1(R),

que nos permite obtener

ĺım
α→2
〈Kα,t ∗ ϕ,ψ〉 =

∞∫
−∞

cos(
√
λtξ)F{ϕ}(ξ)F{ψ}(ξ)dξ =

=
1

2

[
〈e−i

√
λtξF{ϕ},F{ψ}〉+ 〈ei

√
λtξF{ϕ},F{ψ}〉

]
=

=
1

2

[
〈F{T√λtϕ},F{ψ}〉+ 〈F{T−√λtϕ},F{ψ}〉

]
=

donde Tx0
ϕ(x) = ϕ(x+ x0). Aśı, finalmente obtenemos

ĺım
α→2
〈Kα,t ∗ ϕ,ψ〉 =

〈F{T√λtϕ}+ F{T−√λtϕ},F{ψ}〉
2

=

=
〈T√λtϕ+ T−

√
λtϕ,ψ〉

2
,
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donde

T√λtϕ+ T−
√
λtϕ

2
= ϕλ,t(x) =

ϕ(x+
√
λt) + ϕ(x−

√
λt)

2
,

que es la solución clásica al problema de Cauchy para la ecuación de ondas,

∂2

∂t2u2 (x, t) = λ ∂2

∂x2u2 (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

u2 (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R
∂
∂tu2 (x, 0) = 0 si x ∈ R

u2 acotada.

�

2.4. La solución del problema de Cauchy para la

ecuación de difusión fraccionaria con condicio-

nes iniciales expĺıcitas.

En esta sección calculamos la solución del problema de Cauchy para la ecua-

ción de difusión fraccionaria con condiciones iniciales expĺıcitas, que no ne-

cesariamente verifican las hipótesis de teorema presentado en este caṕıtulo.

Primero desarrollamos una expresión alternativa a la solución del problema de

Cauchy que resultará ser más práctica para tales fines. Fijando (x, t) ∈ R×R+

obtenemos

uα (x, t) =

∞∫
−∞

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x− ξ|

)
ϕ (ξ) dξ =

=

x∫
−∞

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1

(x− ξ)
)
ϕ (ξ) dξ+

+

∞∫
x

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1

(ξ − x)
)
ϕ (ξ) dξ =

= −1

2

0∫
∞

Mα
2

(r)ϕ
(
x− r

√
λtα
)
dr +

1

2

∞∫
0

Mα
2

(r)ϕ
(
x+ r

√
λtα
)
dr =

=
1

2

∞∫
0

Mα
2

(r)
[
ϕ
(
x− r

√
λtα
)

+ ϕ
(
x+ r

√
λtα
)]
dr (2.10)
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donde se realizaron las sustituciones
√
λtα
−1

(x− ξ) = r y
√
λtα
−1

(ξ − x) =

r respectivamente.

Ahora podemos estudiar fácilmente el siguiente problema ∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

uα (x, 0) = cos (cx) si x ∈ R.

Quizás no sea dif́ıcil constatar que efectivamente uα (x, t) = cos (cx)Eα
(
−c2λtα

)
verifica las condiciones dadas, ya que

∂α

∂tα
u(x, t) = cos(cx)

∂α

∂tα
Eα(−c2λtα) =

= −c2λ cos(cx)Eα(−c2λtα) = λ
∂2

∂x2
u(x, t).

Sin embargo, la idea es mostrar cómo obtener esta solución utilizando la nueva

expresión general de la solución y reemplazando ϕ (x) = cos (cx). Utilizamos

la representación en serie de potencias de cos (x) en (2.10)

uα (x, t) =
1

2

∞∫
0

Mα
2

(r)
[
cos
(
c
(
x− r

√
λtα
))

+ cos
(
c
(
x+ r

√
λtα
))]

dr =

=
1

2

∞∫
0

Mα
2

(r)

∞∑
k=0

(−1)
k
c2k

(2k)!

[(
x− r

√
λtα
)2k

+
(
x+ r

√
λtα
)2k
]
dr =

=
1

2

∞∫
0

Mα
2

(r)

∞∑
k=0

(−1)
k
c2k

(2k)!

2

2k∑
i=0,

i par

(
2k

i

)
x2k−i

(
r
√
λtα
)i dr =

=

∞∑
k=0

(−1)
k
c2k

(2k)!

∞∫
0

Mα
2

(r)

[
k∑
i=0

(
2k

2i

)
x2k−2i

(
r
√
λtα
)2i
]
dr =

=

∞∑
k=0

(−1)
k
c2k

(2k)!

 k∑
i=0

(
2k

2i

)
x2(k−i)

(√
λtα
)2i

∞∫
0

Mα
2

(r) r2idr

 =

=

∞∑
k=0

(−1)
k
c2k

(2k)!

[
k∑
i=0

(2k)!

(2 (k − i))!
(λtα)

i

Γ (αi+ 1)
x2(k−i)

]
=

=

∞∑
k=0

[
k∑
i=0

(−1)
k
c2k

(2 (k − i))!
(λtα)

i

Γ (αi+ 1)
x2(k−i)

]
.
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Reagrupando los coeficientes de misma potencia, obtenemos

u (x, t) =

∞∑
k=0

 ∞∑
j=k

(−1)
j
c2j

(2k)!

(λtα)
j−k

Γ (α (j − k) + 1)

x2k =

=

∞∑
k=0

[ ∞∑
i=0

(−1)
k+i

c2k+2i

(2k)!

(λtα)
i

Γ (αi+ 1)

]
x2k =

=

∞∑
k=0

[ ∞∑
i=0

(
−c2λtα

)i
Γ (αi+ 1)

]
(−1)

k
c2k

(2k)!
x2k =

=

∞∑
k=0

Eα
(
−c2λtα

) (−1)
k

(2k)!
(cx)

2k
= cos (cx)Eα

(
−c2λtα

)
.

Obtenemos las siguientes proposiciones.

Proposición 2.15. La solución del problema de Cauchy ∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

uα (x, 0) = cos (cx) si x ∈ R
(2.11)

con c ∈ R constante, viene dada por

uα (x, t) = cos (cx)Eα
(
−c2λtα

)
.

De manera similar se obtienen los siguientes resultados

Proposición 2.16. La solución del problema de Cauchy ∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

uα (x, 0) = sin (cx) si x ∈ R
(2.12)

con c ∈ R constante, viene dada por

uα (x, t) = sin (cx)Eα
(
−c2λtα

)
.

Proposición 2.17. La solución del problema de Cauchy ∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

uα (x, 0) = ecx si x ∈ R
(2.13)

con c ∈ R constante, viene dada por

uα (x, t) = ecxEα
(
c2λtα

)
.
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Proposición 2.18. La solución del problema de Cauchy
∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

uα (x, 0) =
n∑
k=0

akx
k si x ∈ R

(2.14)

con n ∈ N viene dada por:

uα (x, t) =

n∑
k=0

ak

k∑
i=0,

i par

k!

(k − i)!

xk−i
(√

λtα
)i

Γ
(
α
2 i+ 1

) .

Vemos que es de suma utilidad disponer de diferentes expresiones de una

función y que en diferentes contextos podemos usar la formulación que mejor

se adapte a las necesidades del problema en cuestión. En particular, vimos

que la expresión (2.7) ha resultado ser fundamental en este caṕıtulo. Cabe

entonces preguntarnos si la podremos utilizar para generalizar resultados que,

hasta ahora con la expresión (2.5), no eran posible generalizar.
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3. Generalizaciones del problema de

Cauchy para la ecuación de

difusión fraccionaria sobre R

Los resultados de esta sección fueron presentados en los congresos (1), (9) y

(11). Se puede consultar la siguiente bibliograf́ıa para este caṕıtulo: [10], [22],

[23], [25], [26], [27], [28], [35], [37], [39], [40], [41], [42].

En el caṕıtulo 2 hemos estudiado el problema de Cauchy para la ecuación de

difusión fraccionaria unidimensional con α ∈ (0, 2] dado por
∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

uα (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R

uα acotada,

(3.1)

cuyos resultados principales pueden reunirse en el siguiente teorema

Teorema 3.1. Sea ϕ(x) ∈ L1 (R) ∩ L2 (R) de modo que F{ϕ}(x)x2 ∈ L1 (R).

Entonces una solución al problema de Cauchy (3.1) con α ∈ (0, 2] viene dada

por

uα(x, t) = Kα (x, t) ∗ ϕ (x) , (3.2)

con

Kα (x, t) =
1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x|
)
.

Para la prueba utilizamos la expresión alternativa de la solución utilizando

propiedades de la transformada de Fourier,

uα(x, t) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λtα

)
dξ. (3.3)

El teorema 3.1 evidencia que esta nueva expresión de la solución del problema

de Cauchy posee un cierto potencial para probar nuevos resultados de ma-

nera rigurosa. En este caṕıtulo nos proponemos entonces estudiar la utilidad

de ambas expresiones, (3.2) y (3.3) y veremos que en diferentes pruebas cada

una de las expresiones tiene ventajas y beneficios. Para eso, generalizaremos
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los resultados obtenidos en el teorema 3.1. Por un lado obtendremos un teo-

rema similar para el respectivo problema multidimensional y para órdenes

de derivación mayores a 2. Por el otro lado probaremos el teorema para otra

clase de funciones iniciales. También aqúı obtendremos propiedades de las

funciones obtenidas.

3.1. Generalización a operadores diferenciales frac-

cionarios de mayor orden y a problemas multi-

dimensionales
Mostraremos primero utilizando esta expresión nueva que se pueden generali-

zar los resultados obtenidos a problemas con mayor orden de diferenciación y

problemas multidimensionales. Observaremos que las herramientas utilizadas

y el razonamiento que se sigue es idéntico al del caso original unidimensional

con α ∈ (1, 2).

Teorema 3.2. Sea ϕ(x) ∈ L1 (R) ∩ L2 (R) y F{ϕ}(x)x2 ∈ L1 (R). Entonces

la solución al problema de Cauchy (3.1) con α > 0 viene dada por (3.3).

Prueba. Sea n = dαe. La derivada fraccionaria de Caputo de orden α de la

función uα(x, t) viene dada por

∂α

∂tα
uα (x, t) =

t∫
0

(t− τ)n−α−1

Γ(n− α)

 ∂n

∂τn

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λτα

)
dξ

 dτ.
(3.4)

Notemos aqúı que se puede probar inductivamente que para k ∈ N

∂k

∂τk
Eα
(
−ξ2λτα

)
= −ξ2λτα−kEα,α−k+1

(
−ξ2λτα

)
.

Aśı, para pasar en (3.4) la derivada n-ésima dentro del signo integral, debemos

probar que para k = 1, . . . , n, se tiene

|F {ϕ} (ξ) ξ2λτα−kEα,α−k+1

(
−ξ2λτα

)
| ≤ g(ξ) ∈ L1(R).

Pero teniendo en cuenta que Eα,α−k+1 es acotada en su dominio negativo

(ver el comportamiento asintótico de la función de Mittag–Leffler presentada

en [26]), esta expresión puede ser acotada por g(ξ) = c|F {ϕ} (ξ) ξ2|, con c

constante, la cual es integrable por hipótesis. Aśı obtenemos

∂α

∂tα
uα (x, t) =

48



3. GENERALIZACIONES DEL PROBLEMA DE CAUCHY PARA LA
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= −
t∫

0

(t− τ)n−α−1

Γ(n− α)

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxξ2λτα−nEα,α−n+1

(
−ξ2λτα

)
dξdτ.

Para intercambiar estos dos śımbolos integrales usaremos el teorema de Fu-

bini, para lo cual debemos probar que nos encontramos bajo las hipótesis del

mismo. Ya hemos probado que

∞∫
−∞

(t− τ)n−α−1

Γ(n− α)
F {ϕ} (ξ) eiξxξ2λτα−nEα,α−n+1

(
−ξ2λτα

)
dξ

es finito. Para probar que toda la integral doble también es finita, utilizaremos

nuevamente que Eα,α−n+1 ∈ L∞(R) en el dominio deseado. Obtenemos

t∫
0

∞∫
−∞

∣∣∣∣ (t− τ)n−α−1

Γ(n− α)
F {ϕ} (ξ) eiξxξ2λτα−nEα,α−n+1

(
−ξ2λτα

)∣∣∣∣ dξdτ =

=

t∫
0

∞∫
−∞

(t− τ)n−α−1

Γ(n− α)

∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2
∣∣λτα−n ∣∣Eα,α−n+1

(
−ξ2λτα

)∣∣ dξdτ ≤
≤

t∫
0

∞∫
−∞

(t− τ)n−α−1

Γ(n− α)

∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2
∣∣λτα−n‖Eα,α−n+1‖L∞(R)dξdτ =

=
λ‖Eα,α−n+1‖L∞(R)

Γ(n− α)

t∫
0

(t− τ)n−α−1τα−ndτ

∞∫
−∞

∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2
∣∣ dξ =

=
λ‖Eα,α−n+1‖L∞(R)

Γ(n− α)

1∫
0

rn−α−1(1− r)α−ndr
∞∫
−∞

∣∣F {ϕ} (ξ) ξ2
∣∣ dξ

donde la última expresión es finita puesto que la primera integral es la función

Beta con x = 1+α−n > 0 y y = n−α > 0 y la segunda integral es finita por

hipótesis. El teorema de Tonelli finalmente nos permite utilizar el teorema de

Fubini para obtener

∂α

∂tα
uα (x, t) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξx
[
∂α

∂tα
Eα
(
−ξ2λtα

)]
dξ =

= −λ
∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxξ2Eα
(
−ξ2λtα

)
dξ.
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De manera similar se prueba que se puede pasar la derivada segunda con

respecto a la variable x dentro de la integral, obteniendo

∂2

∂x2
uα (x, t) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ)

[
∂2

∂x2
eiξx

]
Eα
(
−ξ2λtα

)
dξ =

= −
∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxξ2Eα
(
−ξ2λtα

)
dξ,

con lo que completamos la prueba de que la función uα verifica la ecuación

diferencial. Para probar que uα satisface la condición inicial, vemos que

uα(x, 0) =

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα (0) dξ = F
{
F {ϕ}

}
(x) = ϕ (x)

�

Presentamos ahora la generalización del teorema 3.1 a mayores dimensiones.

Teorema 3.3. Sea ϕ(x) ∈ L1
(
Rd
)
∩ L2

(
Rd
)

y F{ϕ}(x)|x|2 ∈ L1
(
Rd
)
. Sea

α > 0. Una solución al problema de Cauchy
∂α

∂tαuα (x, t) = λ∆uα (x, t) si x ∈ Rd; t ∈ R+
0

uα (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ Rd

uα acotada

viene dada por

uα(x, t) =

∫
Rd

F {ϕ} (ξ) eiξ·xEα
(
−|ξ|2λtα

)
dξ.

Omitimos la prueba de este resultado ya que la prueba es análoga a la del

teorema 3.2. En esta subsección se manifiesta la importancia de la expresión

(3.3) ya que los resultados obtenidos aqúı no podŕıan haber sido hallados y

probados utilizando la expresión clásica (3.2).

3.2. Generalización de la condición inicial
Teniendo en cuenta que la ecuación de difusión fraccionaria representa un

modelo matemático para diferentes fenómenos f́ısicos, seŕıa de gran utilidad

que las condiciones que imponen los teoremas relacionados a esta ecuación

no sean artificiales, tal como sucede en el teorema 3.1, donde las propiedades

que se le impone a la condición inicial del problema de Cauchy están más

bien forzadas por la demostración del teorema.
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En esta sección construiremos un teorema similar a dicho teorema cuyos re-

querimientos sobre la condición inicial del problema de Cauchy sean diferente.

Dividiremos la sección en dos partes, determinando primero condiciones para

que la función (3.2) sea solución de la ecuación de difusión fraccionaria y

probando luego bajo qué circunstancias la misma verifica la condición inicial.

Primero determinaremos condiciones bajo las cuales se satisface la ecuación

diferencial en (3.1).

Teorema 3.4. Sea ϕ una función en Lp (R) ∩ C (R) con 1 ≤ p <∞ de modo

que exista una sucesión {ϕn} de funciones que verifican las hipótesis del

teorema 3.1 y que convergen tanto en Lp (R) como en L∞ (R) a ϕ. Entonces

(3.3) es una solución al problema de Cauchy (3.1) con α ∈ (0, 2].

Prueba. Notemos que, teniendo en cuenta el teorema 4.9 en [10], se puede

elegir la sucesión {ϕn} de modo que ϕn → ϕ puntualmente y satisfaciendo

|ϕn (ξ)| ≤ h (ξ) , con h ∈ Lp (R) ,

donde la convergencia puntual se garantiza por la continuidad de las funciones

ϕn y ϕ.

Considerando que Kα (x, t) ∈ Lq (R) (ver proposición 1.41) con 1
p + 1

q = 1,

obtenemos queKα (x− ξ, t)ϕn (ξ),Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) yKα (x− ξ, t)h (ξ) son

funciones integrables.

También tenemos que

Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ)→ Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ)

puntualmente, y que

|Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ)| ≤ Kα (x− ξ, t)h (ξ) .

Por el teorema de Lebesgue concluimos entonces que

ĺım
n→∞

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ) dξ =

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ (3.5)

Notemos que la convergencia uniforme de ϕn → ϕ en (3.5) implica también

la convergencia uniforme como funciones de x y t respectivamente. En efecto,∣∣∣∣∣∣
∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ) dξ −
∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
51



3. GENERALIZACIONES DEL PROBLEMA DE CAUCHY PARA LA
ECUACIÓN DE DIFUSIÓN FRACCIONARIA SOBRE R

≤
∫
R

Kα (x− ξ, t) |ϕn (ξ)− ϕ (ξ)| dξ ≤

≤ ‖ϕn − ϕ‖L∞
∫
R

Kα (x− ξ, t) dξ = ‖ϕn − ϕ‖L∞ → 0

Esto nos permite establecer las siguientes igualdades.

∂2

∂x2
ĺım
n→∞

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ) dξ = ĺım
n→∞

∂2

∂x2

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ) dξ

(3.6)
∂α

∂tα
ĺım
n→∞

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ) dξ = ĺım
n→∞

∂α

∂tα

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ) dξ

(3.7)

Teniendo ahora en cuenta que ϕn ∈ S (R), con el teorema 3.1 establecemos

para todo n ∈ N la siguiente igualdad

∂α

∂tα

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ) dξ = λ
∂2

∂x2

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕn (ξ) dξ (3.8)

Combinando las ecuaciones (3.5), (3.6), (3.7) y (3.8) concluimos

∂α

∂tα

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ = λ
∂2

∂x2

∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ

de modo que ∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ)

verifica la ecuación de difusión fraccionaria.

�

Nota 3.5. Notemos que las hipótesis del teorema 3.4 son razonables. Teniendo

que S (R) es denso en Lp (R), la existencia de una sucesión {ϕn} ∈ S (R)

que converja a ϕ en Lp (R) está garantizada.

Para ver que en el teorema 3.4 se está generalizando el resultado del teorema

3.1, se puede considerar la función

ϕ(x) = e−|x|.

Claramente no verifica las hipótesis del teorema 3.1, ya que

F{ϕ}(x)x2 =
√

2π
2x2

1 + x2
/∈ L1 (R) .
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Sin embargo, ϕ(x) ∈ L1 (R)∩C (R) y considerando una sucesión de funciones

{cn} infinitamente diferenciables con imagen Imcn = [0, 1] de modo que

cn(x) =

1 si x ∈ [−n, n]

0 si x ∈ (−∞,−n− 1] ∪ [n+ 1,∞) ,

entonces ϕn := ϕcn converge tanto en L1 (R) como en L∞ (R) a ϕ, de modo

que ϕ verifica las hipótesis del teorema 3.4.

El siguiente teorema finalmente prueba que (3.3) verifica la condición inicial

del problema de Cauchy (3.1) cuando el dato inicial es continuo y acotado.

Teorema 3.6. Sea ϕ ∈ C(R) acotada y α ∈ (0, 2). Entonces, para uα dada

por (3.2) se tiene

ĺım
t→0+

uα(x, t) = ϕ(x),

donde la convergencia es uniforme sobre compactos.

Prueba. Sea M > 0. Queremos probar que ∀ ε > 0 ∃ η > 0 de modo que

0 < t < η ⇒

∣∣∣∣∣∣
∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ − ϕ(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε, ∀x ∈ [−M,M ] .

Teniendo en cuenta que
∫
R
Kα (x− ξ, t) dξ = 1, obtenemos que∫

R

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ − ϕ(x) =

∫
R

Kα (x− ξ, t) [ϕ (ξ)− ϕ (x)] dξ,

y aśı obtenemos que para todo R > 0,∣∣∣∣∣∣
∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ − ϕ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
R

Kα (x− ξ, t) |ϕ (ξ)− ϕ (x)| dξ =

=

∫
|x−ξ|<R

Kα (x− ξ, t) |ϕ (ξ)− ϕ (x)| dξ+

+

∫
|x−ξ|≥R

Kα (x− ξ, t) |ϕ (ξ)− ϕ (x)| dξ. (3.9)

Por un lado, tenemos que x ∈ [−M,M ] y gracias a la continuidad de ϕ,

podemos garantizar su continuidad uniforme sobre [−2M, 2M ]. Es decir que

dado ε > 0, existe δ > 0 tal que δ ≤M y

x, ξ ∈ [−2M, 2M ] , |x− ξ| < δ ⇒ |ϕ (ξ)− ϕ (x)| < ε

2
.
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De este modo, si tomamos R = δ, obtenemos |x− ξ| < δ ⇒ |ξ| ≤ |x| +
|ξ − x| < M + δ < 2M . Considerando esto y el hecho de que Kα > 0 y que∫
R
Kα (x− ξ, t) dξ = 1 obtenemos∫
|x−ξ|<δ

Kα(x− ξ, t) |ϕ(ξ)− ϕ(x)| dξ < ε

2

∫
|x−ξ|<δ

Kα(x− ξ, t)dξ < ε

2
. (3.10)

Por otro lado, al ser ϕ acotada existe C > 0 de modo que∫
|x−ξ|≥δ

Kα (x− ξ, t) |ϕ (ξ)− ϕ (x)| dξ ≤ 2C

∫
|x−ξ|≥δ

Kα (x− ξ, t) dξ =

= 2C

∫
|x−ξ|≥δ

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x− ξ|

)
dξ =

= 2C

∫
|z|≥δ

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|z|
)
dz =

= 2C

∫
z≥δ

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
z
)
dz = 2C

∫
s> δ√

λtα

Mα
2

(s) ds.

Considerando que

ĺım
t→0+

2C

∫
s> δ√

λtα

Mα
2

(s) ds = 0

obtenemos que ∃ η > 0, que depende únicamente de δ y ε, tal que

0 < t < η ⇒
∫

|x−ξ|≥δ

Kα (x− ξ, t) |ϕ (ξ)− ϕ (x)| dξ < ε

2
. (3.11)

Considerando (3.10) y (3.11) y volviendo a (3.9), concluimos que ∃ η > 0 tal

que 0 < t < η implica∣∣∣∣∣∣
∫
R

Kα (x− ξ, t)ϕ (ξ) dξ − ϕ(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε,

lo que significa que

ĺım
t→0+

∫
R

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x− ξ|

)
ϕ (ξ) dξ = ϕ(x).

�

Combinando los resultados de los teoremas 3.4 y 3.6 obtenemos el siguiente

teorema.
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Teorema 3.7. Sea ϕ una función en Lp (R)∩C (R) con 1 ≤ p <∞ acotada de

modo que exista una sucesión {ϕn} de funciones que verifican las hipótesis del

teorema 3.1 y que convergan tanto en Lp (R) como en L∞ (R) a ϕ. Entonces

una solución al problema de Cauchy (3.1) con α ∈ (0, 2] viene dada por (3.2).

De este modo hemos obtenido un teorema acerca de una solución del proble-

ma de Cauchy con condiciones iniciales más familiares y usuales que en el

primer resultado (teorema 3.1) en el cual no se requieren propiedades de la

transformada de Fourier del dato inicial del problema.

Notemos que en esta subsección hemos utilizado únicamente la expresión

(3.2) de manera expĺıcita. En particular, se han utilizado diferentes propie-

dades de la función de Mainardi en las pruebas de los teoremas 3.4 y 3.6.

A saber, su pertenencia a los espacios Lp(R), que su integral sobre la recta

real es constantemente igual a 1 para todo α ∈ (0, 2) y que es una función

positiva en el dominio considerado.

Sin embargo cabe destacar que el teorema 3.1, en el cual la expresión (3.3)

es fundamental, fue utilizada para obtener estos resultados. Es decir que la

nueva expresión de la solución al problema de Cauchy fue utilizada impĺıci-

tamente en esta sección.

3.3. Continuidad de la solución del problema de

Cauchy con respecto al orden de diferenciación.

También aqúı es de interés recuperar las soluciones clásicas a los problemas

de Cauchy para la ecuación de difusión (α = 1), la ecuación de ondas (α = 2)

y más general para cada problema de orden entero (α ∈ N) a partir de

la solución del problema fraccionario. Ya hemos presentado el resultado para

α ∈ (0, 2]. Sin embargo, en ese caso utilizamos la función de Mainardi, la cual

no está definida para parámetros α > 2. Es por esto que aqúı utilizaremos

la expresión alternativa en función de la función de Mittag-Leffler, la cual śı

está definida para todo parámetro positivo, para generalizar dicho resultado.

Lema 3.8. Sea α0 > 0. Entonces

ĺım
α→α0

Eα(xα) = Eα0
(xα0).

Prueba. Sea ε > 0 de modo que 0 < ε < mı́n{1, α0}, y sean n0 = dα0e+ 1 y

ε < α < n0. Para k ∈ N suficientemente grande 1
Γ(αk+1) <

1
Γ(εk+1) es válido.
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Obtenemos ∣∣∣∣ xαk

Γ(αk + 1)

∣∣∣∣ ≤ |x|n0k

Γ(εk + 1)
:= ak

Para ver que la serie
∞∑
k=0

ak es convergente es suficiente mostrar que
∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣
converge a 0 cuando k →∞.∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = |x|n0
Γ(εk + 1)

Γ(εk + ε+ 1)
≤ |x|n0

(εk + ε)1−εΓ(εk + ε)

(εk + ε)Γ(εk + ε)
=

|x|n0

(εk + ε)ε
→ 0

Aqúı utilizamos la propiedad

Γ(x+ s) ≤ xsΓ(x),

válida para x > 0 y 0 ≤ s ≤ 1. Esto finalmente completa la prueba, ya que

ahora tenemos

ĺım
α→α0

Eα(xα) =

∞∑
k=0

ĺım
α→α0

xαk

Γ(αk + 1)
= Eα0

(xα0).

�

Enunciamos entonces ahora el teorema central de esta subsección

Teorema 3.9. Sea uα(x, t) una solución al problema de Cauchy (3.1) con

α > 0 y cuya condición inicial ϕ tenga transformada de Fourier integrable.

Fijando α0 > 0, obtenemos

ĺım
α→α0

uα(x, t) = uα0
(x, t).

Prueba. Utilizaremos la expresión (3.3) de la solución del problema de Cauchy

(3.1). Queremos calcular

ĺım
α→α0

uα(x, t) = ĺım
α→α0

∞∫
−∞

F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λtα

)
dξ.

Podemos utilizar ahora el teorema de Lebesgue para ver que podemos pasar

el ĺımite dentro del integral, ya que∣∣F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λtα

)∣∣ ≤ ∣∣F {ϕ} (ξ)
∣∣ ∈ L1(R).

Notemos que aqúı usamos

‖Eα(−x2)‖L∞(R) ≤
1

2
‖Mα

2
(|x|)‖L1(R) = 1.
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Y aśı

ĺım
α→α0

uα(x, t) =

∞∫
−∞

ĺım
α→α0

F {ϕ} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λtα

)
dξ = uα0(x, t).

�

Una consecuencia particular de este teorema son estos dos resultados.

Teorema 3.10. Sea uα(x, t) una solución al problema de Cauchy (3.1). En-

tonces tenemos

ĺım
α→1

uα(x, t) =

∞∫
−∞

1√
4λπt

e−
(x−ξ)2

4λt ϕ(ξ)dξ,

la cual es la solución clásica del problema de Cauchy para la ecuación de

calor,

(PC1)


∂
∂tu (x, t) = λ ∂2

∂x2u (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

u (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R

u acotada.

Teorema 3.11. Sea uα(x, t) una solución del problema de Cauchy (3.1). En-

tonces tenemos

ĺım
α→2

uα(x, t) =
ϕ(x+ λt) + ϕ(x− λt)

2
,

la cual es la solución clásica del problema de Cauchy para la ecuación de

ondas, 
∂2

∂t2u (x, t) = λ ∂2

∂x2u (x, t) si x ∈ R; t ∈ R+
0

u (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R

u acotada.

3.4. La solución del problema de Cauchy para la

ecuación de difusión fraccionaria como un pro-

ceso estocástico
En esta sección estudiaremos una serie de propiedades básicas de la solución

del problema de Cauchy (3.1) relacionadas a procesos estocásticos. Reali-

zaremos primero una serie de observaciones preliminares que justifican este

enfoque.
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Lema 3.12. Sea uα(x, t) la solución al problema de Cauchy (3.1) con α ∈
(0, 2). Entonces

ϕ ≥ 0⇒ uα ≥ 0.

Como ya hemos probado en el caṕıtulo anterior, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.13. Sea uα(x, t) la solución al problema de Cauchy (3.1) con α ∈
(0, 2). Para todo t ∈ R+ fijo tenemos

∞∫
−∞

uα(x, t)dx =

∞∫
−∞

ϕ(x)dx.

El lema 3.12 y el teorema 3.13 muestran que si consideramos a ϕ una fun-

ción densidad de probabilidad, entonces para todo α ∈ (0, 2), uα(x, t) puede

ser considerado un proceso estocástico {Xα,t} de parámetros α, t. Primero

calcularemos los momentos de la función uα para α y t fijos.

Teorema 3.14. Sea uα(x, t) la solución al problema de Cauchy (3.1) con α ∈
(0, 2). Para todo α ∈ (0, 2) y para todo t ∈ R+ fijos se tiene la fórmula de los

momentos de uα dada por

∞∫
−∞

xmuα(x, t)dx =

m∑
i=0,

i par

m!

(m− i)!

√
λtα

i

Γ(α2 i+ 1)

∞∫
−∞

xm−iϕ(x)dx.

Prueba.
∞∫
−∞

xmuα(x, t)dx =

∞∫
−∞

xm
∞∫
−∞

1

2

√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x− ξ|

)
ϕ(ξ)dξdx =

=

∞∫
−∞

1

2
ϕ(ξ)

∞∫
−∞

xm
√
λtα
−1
Mα

2

(√
λtα
−1
|x− ξ|

)
dxdξ =

=

∞∫
−∞

1

2
ϕ(ξ)

∞∫
0

(ξ − x)m
√
λtα
−1
Mα

2
(
√
λtα
−1
x)dxdξ+

+

∞∫
−∞

1

2
ϕ(ξ)

∞∫
0

(ξ + x)m
√
λtα
−1
Mα

2
(
√
λtα
−1
x)dxdξ =

=

∞∫
−∞

ϕ(ξ)

∞∫
0

 m∑
i=0,

i par

(
m

i

)
ξm−ixi

√
λtα
−1
Mα

2
(
√
λtα
−1
x)

 dxdξ =
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=

∞∫
−∞

ϕ(ξ)

 m∑
i=0,

i par

(
m

i

)
ξm−i

√
λtα

i
∞∫

0

xiMα
2

(x)dx

 dξ
Aqúı haremos uso de la fórmula de los momentos de la función de Mainardi

dada por
∞∫

0

xiMν(x)dx =
i!

Γ(νi+ 1)
.

De este modo obtenemos

∞∫
−∞

xmuα(x, t)dx =

∞∫
−∞

ϕ(ξ)

 m∑
i=0,

i par

m!

(m− i)!
ξm−i

√
λtα

i

Γ(α2 i+ 1)

 dξ =

=

m∑
i=0,

i par

m!

(m− i)!

√
λtα

i

Γ(α2 i+ 1)

∞∫
−∞

ξm−iϕ(ξ)dξ.

�

De este modo, los momentos de uα pueden ser expresados como una combi-

nación lineal de los momentos de la condición inicial de misma paridad.

Notemos que tomando m = 0 en el teorema 3.14 se obtiene nuevamente el

resultado de 3.13. Además, tomando m = 1 y m = 2 se obtienen los siguientes

casos particulares.

∞∫
−∞

xuα(x, t)dx =

∞∫
−∞

xϕ(x)dx,

∞∫
−∞

x2uα(x, t)dx =

∞∫
−∞

x2ϕ(x)dx+ 2
λtα

Γ(α+ 1)

∞∫
−∞

ϕ(x)dx.

De este modo obtenemos la esperanza y la varianza de Xα,t para todo α ∈
(0, 2) y para todo t > 0, que viene dada por

E [Xα,t] = E [ϕ]

V [Xα,t] = V [ϕ] +
2λtα

Γ(α+ 1)
.

Este resultado para la varianza deXα,t va en consonancia con la cota obtenida

en el caṕıtulo anterior para la norma L∞(R) de uα dada por

‖uα(x, t)‖L∞(R) ≤
C

t
α
4
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y con el teorema 3.13, ya que si en todo momento t el área delimitada por uα

y el eje x es constante pero al mismo tiempo el valor máximo de uα disminuye

cuando t → ∞, necesariamente la función uα debe dispersarse sobre el eje

real a medida que t → ∞. Esta observación también tiene su interpretación

natural en el contexto de medios viscoelásticos. En [40] ya se ha constatado

que el proceso estocástico {Xα,t} es no Markoviano. Esta afirmación es in-

tuitiva en el sentido que la derivada fraccionaria de Caputo es un operador

integro–diferencial y por lo tanto no local. Cuando la derivada de Caputo

se aplica sobre la variable temporal se asocia el problema en estudio con un

problema que posee memoria en el tiempo.

A continuación proveeremos una prueba para esta propiedad del proceso

{Xα,t}, utilizando precisamente ambas expresiones de la solución al proble-

ma de Cauchy (3.1) analizadas en este trabajo. Notemos aqúı también que

la no Markovianidad se verifica para α 6= 1, mientras que el caso α = 1 śı es

Markoviano, ya que en ese caso nuestra ecuación se reduce a la ecuación de

difusión.

Teorema 3.15. Sea α ∈ (0, 2), α 6= 1, y sea uα(x, t) la solución al problema

de Cauchy (3.1) con condición inicial ϕ. Sea t0 > 0 fijo y sea uα(x, t) la so-

lución al problema de Cauchy (3.1) con condición inicial uα(x, t0). Entonces

la igualdad

uα(x, t) = uα(x, t+ t0)

no es válida.

Prueba. Supongamos que {Xα,t} śı verifica la propiedad Markoviana

uα(x, t) = uα(x, t+ t0)

para concluir que entonces necesariamente debe ser α = 1. Tenemos

uα(x, t) =

∞∫
−∞

F {uα(x, t0)} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λtα

)
dξ.

Pero

F {uα(x, t0)} (ξ) = F {Kα(x, t0) ∗ ϕ(x)} (ξ) = Eα
(
−ξ2λtα0

)
F {ϕ(x)} (ξ) .

De ese modo

uα(x, t) =

∞∫
−∞

Eα
(
−ξ2λtα0

)
F {ϕ(x)} (ξ) eiξxEα

(
−ξ2λtα

)
dξ =
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= u(x, t+ t0) =

∞∫
−∞

F {ϕ(x)} (ξ) eiξxEα
(
−ξ2λ(t+ t0)α

)
dξ.

Esto implica

∞∫
−∞

F {ϕ(x)} (ξ)
[
Eα
(
−ξ2λtα

)
Eα
(
−ξ2λtα0

)
− Eα

(
−ξ2λ(t+ t0)α

)]
dξ = 0

y teniendo en cuenta la arbitrariedad de ϕ deducimos que

Eα (−tα)Eα (−tα0 ) = Eα (−(t+ t0)α) ,

pero esta última igualdad únicamente se verifica si Eα(x) = ex, lo que es el

caso cuando α = 1. �

Vimos en este caṕıtulo que efectivamente la nueva expresión para la solución

al problema de Cauchy resultó ser de suma utilidad y nos ha posibilitado

generalizar los resultados previos de diferentes maneras. Sin embargo, resal-

tamos que más productivo aún ha sido combinar las diferentes expresiones

que poseemos.
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4. Un problema de Cauchy para la

ecuación de difusión fraccionaria

sobre R+

Los resultados de esta sección fueron publicados en [21]. Se puede consultar

la siguiente bibliograf́ıa para este caṕıtulo: [12], [17], [22], [23], [26], [35], [37],

[39], [40], [41], [42], [52], [56].

Hasta ahora hemos analizado la ecuación de difusión fraccionaria conside-

rando la variable espacial x definida sobre todo el eje real. En este caṕıtulo

estudiaremos un problema de Cauchy para la ecuación de difusión fracciona-

ria unidimensional sobre el semieje real positivo con condición de frontera, a

saber 
∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R+
0 ; t ∈ (0, T )

uα (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R+
0

uα (0, t) = ψ (x) si t ∈ (0, T ),

(4.1)

donde consideraremos ϕ,ψ funciones continuas en su dominio. En este caṕıtu-

lo trabajaremos con α ∈ (0, 1). El objetivo será hallar la solución a este

problema. Para eso, simplificaremos primero el problema y lo dividiremos

en subproblemas, presentando en cada caso los candidatos a solución. Luego

probaremos que el candidato a solución verifica la ecuación diferencial y que

satisface las condiciones de contorno.

4.1. El candidato a solución del problema de Cauchy

para la ecuación de difusión fraccionaria sobre

el semieje real positivo

Por la linealidad del operador diferencial fraccionario de Caputo, el problema

(4.1) puede ser dividido en dos subproblemas,
∂α

∂tαu1,α (x, t) = λ ∂2

∂x2u1,α (x, t) si x ∈ R+
0 ; t ∈ (0, T )

u1,α (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R+
0

u1,α (0, t) = 0 si t ∈ (0, T )

(4.2)
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y 
∂α

∂tαu2,α (x, t) = λ ∂2

∂x2u2,α (x, t) si x ∈ R+
0 ; t ∈ (0, T )

u2,α (x, 0) = 0 si x ∈ R+
0

u2,α (0, t) = ψ (x) si t ∈ (0, T ),

(4.3)

de modo que la solución al problema original resulte de sumar las soluciones

de ambos subproblemas.

uα = u1,α + u2,α

El problema (4.2) fue resuelto en [33] y su solución viene dada por

u1,α(x, t) =

∞∫
0

1

2λt
α
2

[
Mα

2

(
|x− ξ|
t
α
2

)
−Mα

2

(
|x+ ξ|
t
α
2

)]
ϕ(ξ)dξ.

Para garantizar que u1,α realmente es solución basta con que ϕ sea continua

y acotada en R+
0 (ver [17]).

Para deducir ahora un candidato a solución del problema (4.3), utilizaremos

un resultado presentado en [56], donde se presenta tanto un problema similar

al nuestro como también su solución, a saber
∂α

∂tα vα (x, t) = λ ∂2

∂x2 vα (x, t) si x ∈ R+
0 ; t ∈ (0, T )

vα (x, 0) = 0 si x ∈ R+
0

vα (0, t) = 1 si t ∈ (0, T ),

(4.4)

cuya solución viene dada por

v(x, t) =W
(
− x

λt
α
2
,−α

2
, 1
)
,

donde W es la función de Wright,

W (z, a, b) =

∞∑
k=0

zk

k!Γ(ak + b)
.

Observamos que el problema (4.4) difiere de nuestro problema (4.3) única-

mente en la condición de contorno sobre el segmento {(0, t) : t ∈ (0, T )}.
Reformularemos entonces la solución a este problema auxiliar de manera que

nos induzca a proponer un candidato apropiado para nuestro problema de

interés.

v(x, t) =

t∫
0

∂

∂τ
W
(
− x

λτ
α
2
,−α

2
, 1
)
dτ =

t∫
0

Mα
2

( x

λτ
α
2

) αx

2λτ
α
2 +1

dτ.
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Si notamos

L(x, t) =Mα
2

( x

λt
α
2

) αx

2λt
α
2 +1

,

y

f[t0,t1]

f(t) si t ∈ [t0, t1]

0 si t /∈ [t0, t1] ,

entonces obtenemos

v(x, t) = L(x, t) ∗ 1[0,t],

donde 1 representa la función constante. Proponemos entonces a partir de

esta expresión el candidato a solución a nuestro problema (4.3) a la función

u2,α(x, t) = L(x, t) ∗ ψ[0,t] =

t∫
0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(τ)dτ.

(4.5)

4.2. El candidato a solución verifica la ecuación de

difusión fraccionaria
En esta subsección probaremos que el candidato a solución (4.5) verifica la

ecuación de difusión fraccionaria. Para eso, utilizaremos un lema auxiliar pre-

sentado en [21].

Lema 4.1. Sea K(t− τ)f(τ) una función que verifica las siguientes 4 condi-

ciones

1. K(t− τ)f(τ) es τ -integrable en [0, t],

2.
∣∣ ∂
∂tK(t− τ)f(τ)

∣∣≤ j(τ) ∈ L1 [0, t],

3.
∣∣ ∂
∂ηK(η − τ)f(τ)(t− η)−α

∣∣∈ L1(Ω),

donde Ω = {(η, τ) ∈ R2 : η ∈ (0, t), τ ∈ (0, η)},
4. ĺım

τ→η
K(η − τ)f(τ) = h(η) ∈ L1 [0, t] .

Entonces

C
0 D

α
t

 t∫
0

K(t− τ)f(τ)dτ

 =

t∫
0

(
C
0 D

α
t K(t− τ)

)
f(τ)dτ +0 I

1−α
t (h)(t),

donde 0I
1−α
t es la integral fraccionaria de Riemann–Liouville de orden 1−α.

Probaremos ahora que nuestro candidato a solución

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(τ) (4.6)
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verifica las hipótesis de este lema.

Hipótesis 1. Si consideramos

t∫
0

∣∣∣∣Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(τ)

∣∣∣∣ dτ =

=

∞∫
x

λt
α
2

Mα
2

(y)

∣∣∣∣∣ψ
(
t−
(
x

λy

) 2
α

)∣∣∣∣∣ dy ≤M
∞∫
x

λt
α
2

Mα
2

(y)dy ≤M,

donde utilizamos que |ψ| ≤M en [0, t] por ser continua y que

∞∫
0

Mα
2

(y)dy = 1.

La convergencia de la integral planteada asegura la τ -integrabilidad en [0, t]

de (4.6).

Hipótesis 2. Consideramos

∂

∂t

[
Mα

2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

]
ψ(τ) =

=W
(
− x

λ(t− τ)
α
2
,−α

2
, 1− α

)(
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

)2

ψ(τ)− (4.7)

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
(α2 + 1)αx

2λ(t− τ)
α
2 +2

ψ(τ) (4.8)

Para probar que el primer término puede ser acotado por una función inte-

grable, utilizaremos un corolario presentado en [21].

Corolario 4.2. Sean α ∈ (0, 1) y x ∈ R+. Entonces existe R > 0 de modo que∣∣∣W (−x,−α
2
, 1− α

)∣∣∣ < P

(
bx

1
1−α

2

)
e−bx

1
1−α

2

para todo x > R, donde P (x) es un polinomio de grado a lo sumo uno y

b =
(
1− α

2

) (
α
2

) α
2−α > 0

Aplicando este corolario, existe δ > 0 de modo que, para todo τ ∈ (t− δ, t),∣∣∣∣∣W
(
− x

λ(t− τ)
α
2
,−α

2
, 1− α

)(
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

)2

ψ(τ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤
(
c+ d

x

λ(t− τ)
α
2

)
e
−b

(
x

λ(t−τ)
α
2

) 2
2−α (

αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

)2

|ψ(τ)| ,
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donde b > 0, c y d son constantes. Para probar que esta es una función

integrable, observemos que realizando el cambio de variable x

λ(t−τ)
α
2

= r, se

tiene∫ t

t−δ

(
c+ d

x

λ(t− τ)
α
2

)
e
−b

(
x

λ(t−τ)
α
2

) 2
2−α (

αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

)2

|ψ(τ)| dτ =

=

∫ ∞
x

λδ
α
2

(c+ dr) e−br
2

2−α α

2
r

(
rλ

x

) 2
α
∣∣∣∣ψ(t− ( xλr) 2

α

)∣∣∣∣ dr ≤
≤ Cx,λ,αM

∫ ∞
x

λδ
α
2

(c+ dr) r1+ 2
α e−br

2
2−α

dr ≤

Cx,λ,αM

∫ ∞
x

λδ
α
2

(c+ dr) r1+ 2
α

bnr
2n

2−α
n! dr, (4.9)

donde utilizamos la cota e−x ≤ n!
xn para todo n ∈ N. Ahora es fácil ver que

en (4.9) para todo α ∈ (0, 1) existe un n ∈ N de modo que dicha integral sea

convergente. De este modo hemos probado la integrabilidad de (4.7). Para

probar la integrabilidad de (4.8), llevamos a cabo nuevamente el cambio de

variables x

λ(t−τ)
α
2

= r.∫ t

0

∣∣∣∣Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
(α2 + 1)αx

2λ(t− τ)
α
2 +2

ψ(τ)

∣∣∣∣ dτ ≤
≤M

∫ ∞
x/λt

α
2

(α
2

+ 1
)
Mα

2
(r)

(
λr

x

) 2
α

dr ≤MCx,λ,α

∫ ∞
0

Mα
2

(r)r
2
α dr,

donde tuvimos en cuenta queMα
2

es una función positiva para todo α ∈ (0, 1)

y nuevamente que |ψ| ≤M . Consideremos ahora k ∈ N de modo que 2
α ≤ k y

teniendo en cuenta la fórmula para los momentos de la función de Mainardi,

∞∫
0

Mα
2

(r)rkd =
Γ(k + 1)

Γ
(
α
2 k + 1

)
se tiene

MCx,λ,α

∫ ∞
0

Mα
2

(r)r
2
α dr ≤MCx,λ,α

∫ ∞
0

Mα
2

(r)rkdr =

= MCx,λ,α
Γ(k + 1)

Γ
(
α
2 k + 1

) ,
con lo que completamos la prueba de la integrabilidad de (4.7) y de que la

hipótesis 2 se verifica.
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Hipótesis 3. Debemos probar que

∂

∂η

[
Mα

2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
αx

2λ(η − τ)
α
2 +1

]
ψ(τ)

(t− η)α
∈ L1(Ω),

donde Ω = {(η, τ) ∈ R2 : η ∈ (0, t), 0 ≤ τ ≤ η}. Esto equivale a probar que

∂

∂η

[
Mα

2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)](
αx

2λ(η − τ)
α
2 +1

)
ψ(τ)

(t− η)α
−

−Mα
2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
(α2 + 1)αx

2λ(η − τ)
α
2 +2

ψ(τ)

(t− η)α
= I + II ∈ L1(Ω).

Haciendo un razonamiento similar al de la prueba de que se verifica la hipóte-

sis 2, podemos concluir que

η∫
0

|I + II|dτ

es finita para todo η ∈ (0, t). Queremos probar entonces que

t∫
0

η∫
0

|I + II|dτdη =

t∫
0

η−δ∫
0

|I + II|dτdη +

t∫
0

η∫
η−δ

|I + II|dτ

es finita, donde consideramos δ suficientemente chico. Tengamos ahora en

cuenta que

∂

∂η

[
Mα

2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)]
= − ∂

∂τ

[
Mα

2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)]
y que la monotońıa negativa de Mα

2
implica que

− ∂

∂τ
Mα

2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
> 0.

Estas dos observaciones nos permiten acotar
t∫

0

η−δ∫
0

|I|dτdη de la siguiente

forma

t∫
0

η−δ∫
0

|I|dτdη ≤
∫ t

0

M C

(t− η)αδ
α
2 +1

∫ η−δ

0

− ∂

∂τ
Mα

2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
dτdη =

=

∫ t

0

MC

(t− η)αδ
α
2 +1

[
Mα

2

(
x

λη
α
2

)
−Mα

2

( x

λδ
α
2

)]
dη ≤

≤ 2M C

Γ
(
1− α

2

)
δ
α
2 +1

∫ t

0

1

(t− η)α
dη <∞.
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En la última desigualdad tuvimos en cuenta el lema 4.2 de [56]. De este modo

t∫
0

η−δ∫
0

|I|dτdη ≤ ∞. (4.10)

Para
t∫

0

η−δ∫
0

|II|dτdη, obtenemos

∫ t

0

∫ η−δ

0

|II| dτdη =

=

∫ t

0

∫ η−δ

0

∣∣∣∣Mα
2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
(α2 + 1)αx

2λ(t− τ)
α
2 +2

ψ(τ)

(t− η)α

∣∣∣∣ dτdη =

=

∫ t

0

1

(t− η)α

∫ η−δ

0

∣∣∣∣Mα
2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
(α2 + 1)αx

2λ(t− τ)
α
2 +2

ψ(τ)

∣∣∣∣ dτdη.
Notemos que en la prueba de la hipótesis 2, ya probamos que∫ η−δ

0

∣∣∣∣Mα
2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
(α2 + 1)αx

2λ(t− τ)
α
2 +2

ψ(τ)

∣∣∣∣ dτ ≤ ∞,
lo que significa que ∫ t

0

∫ η−δ

0

|II| dτdη ≤ ∞. (4.11)

Con (4.10) y (4.11) podemos afirmar ahora que∫ t

0

∫ η−δ

0

|I + II| dτdη ≤ ∞. (4.12)

Un razonamiento similar al de la prueba de la hipótesis 2 nos permite asegurar

que ∫ t

0

∫ η

η−δ
|I + II| dτdη ≤ ∞, (4.13)

y combinando (4.12) y (4.13), estamos en condiciones de utilizar el teorema

de Tonelli y concluir que

∂

∂η

[
Mα

2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
αx

2λ(η − τ)
α
2 +1

]
ψ(τ)

(t− η)α
∈ L1(Ω).

Hipótesis 4. Probaremos a continuación que

ĺım
τ→η
Mα

2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
αx

2λ(η − τ)
α
2 +1

ψ(τ) = 0. (4.14)
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Utilizando ahora la fórmula de los momentos de la función de Mainardi y

|ψ| ≤M , tenemos

ĺım
τ→η
Mα

2

(
x

λ(η − τ)
α
2

)
αx

2λ(η − τ)
α
2 +1

ψ(τ) =

= ĺım
s→+0

Mα
2

( x

λs
α
2

) αx

2λs
α
2 +1

ψ(η − s) =

= ĺım
y→∞

Mα
2

(x
λ
y
α
2

) αxy α2 +1

2λ
ψ

(
η − 1

y
α
2 +1

)
= 0.

Hemos probado verificar las hipótesis del lema 4.1, lo que significa que

C
0 D

α
t u2,α(x, t) =C

0 Dα
t

[∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(τ)dτ

]
=

=

∫ t

0

C
0 D

α
t

[
Mα

2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(τ)

]
dτ + 0I

1−α
t (0) =

=

∫ t

0

C
0 D

α
t

[
− ∂

∂t
W
(

−x
λ(t− τ)

α
2
,−α

2
, 1

)]
ψ(τ)dτ.

Teniendo en cuenta que la derivada fraccionaria de Caputo conmuta con la

derivada en el sentido clásico, obtenemos

C
0 D

α
t u2,α(x, t) =

∫ t

0

− ∂

∂t
C
0 D

α
t

[
W
(

−x
λ(t− τ)

α
2
,−α

2
, 1

)]
ψ(τ)dτ.

Recordando ahora que W
(

−x
λ(t−τ)

α
2
,−α2 , 1

)
es solución de la ecuación de

difusión fraccionaria, concluimos que

C
0 D

α
t u2,α(x, t) =

∫ t

0

− ∂

∂t

∂2

∂x2

[
W
(

−x
λ(t− τ)

α
2
,−α

2
, 1

)]
ψ(τ)dτ

=

∫ t

0

∂2

∂x2

[
− ∂

∂t
W
(

−x
λ(t− τ)

α
2
,−α

2
, 1

)]
ψ(τ)dτ

=

∫ t

0

∂2

∂x2
Mα

2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(τ)dτ

=
∂2

∂x2

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(τ)dτ =
∂2

∂x2
u2,α(x, t),

con lo que completamos la prueba de que u2,α(x, t) verifica la ecuación de

difusión fraccionaria.
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4.3. El candidato a solución verifica las condiciones

de contorno

Finalmente resta probar que u2,α(x, t) verifica las condiciones de contorno

u2,α(x, 0) = ĺım
t↘0

u2,α(x, t) = 0,

u2,α(0, t) = ĺım
x↘0

u2,α(x, t) = ψ(t).

Para eso probaremos la siguiente proposición que fue probada en [21].

Proposición 4.3. Los siguientes ĺımites son válidos

ĺım
x↘0

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

dτ = 1,

ĺım
t↘0

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

dτ = 0.

Probaremos primero que u2,α(x, 0) = 0. Teniendo en cuenta la proposición

4.3 y que |ψ| ≤M , obtenemos

0 ≤ ĺım
t↘0

∣∣∣∣∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤
≤ ĺım
t↘0

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1
|ψ(τ)|dτ ≤

≤ ĺım
t↘0

M

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

dτ = 0,

con lo que queda probada la primera condición. Para probar que u2,α(0, t) =

ψ(t), notemos que∫ t

0

Mα
2

(
x

2λ(t− τ)
α
2

)
x

λ(t− τ)
α
2 +1

α

2
ψ(τ)dτ =

=

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

[ψ(τ)− ψ(t) + ψ(t)] dτ =

=

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

[ψ(τ)− ψ(t)] dτ+

+

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(t)dτ = I + II.

Aplicando la proposición 4.3 a II, obtenemos

ĺım
x↘0

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(t)dτ = ψ(t),
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con lo que resta probar que en I, el ĺımite cuando x↘ 0 es igual a cero.

Fijamos para eso δ > 0 Y consideramos

I =

∫ t−δ

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

[ψ(τ)− ψ(t)] dτ+

+

∫ t

t−δ
Mα

2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

[ψ(τ)− ψ(t)] dτ = I1 + I2.

Teniendo nuevamente en cuenta la cota Mα
2
≤ 1

Γ(1−α2 ) , en I1 concluimos

|I1| =

∣∣∣∣∣
∫ t−δ

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

[ψ(τ)− ψ(t)] dτ

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫ t−δ

0

1

Γ
(
1− α

2

) αx

2λ(t− τ)
α
2 +1
|ψ(τ)− ψ(t)|dτ ≤

≤ 1

Γ
(
1− α

2

) αx

2λδ
α
2 +1

∫ t−δ

0

|ψ(τ)− ψ(t)|dτ

≤

(
1

Γ
(
1− α

2

) α

2λδ
α
2 +1

∫ t

0

|ψ(τ)− ψ(t)|dτ

)
x = Ct,δ,αx <

ε

2
, (4.15)

cuando x < ε
2Ct,δ,α

. Para acotar ahora |I2|, notemos que la continuidad de ψ

nos garantiza que para todo ε > 0, existe δ > 0 de modo que |ψ(τ)−ψ(t)| < ε
2

siempre que |τ − t| < δ. Teniendo esto presente y realizando la sustitución
x

λ(t−τ)
α
2

obtenemos

|I2| ≤
ε

2

∫ t

t−δ
Mα

2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
x

λ(t− τ)
α
2 +1

α

2
dτ =

ε

2

∫ ∞
x/λδ

α
2

Mα
2

(u)du <
ε

2
.

(4.16)

De (4.15) y (4.16) podemos concluir que para todo ε > 0, |I| < ε. Esto

implica que

ĺım
x↘0

∫ t

0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

[ψ(τ)− ψ(t)] dτ = 0,

es decir que

u2,α(0, t) = ψ(t).

Resumimos entonces los resultados de este caṕıtulo en el siguiente teorema.

Teorema 4.4. La solución del problema
∂α

∂tαuα (x, t) = λ ∂2

∂x2uα (x, t) si x ∈ R+
0 ; t ∈ (0, T )

uα (x, 0) = ϕ (x) si x ∈ R+
0

uα (0, t) = ψ(t) si t ∈ (0, T )
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viene dada por

uα(x, t) =

∞∫
0

1

2λt
α
2

[
Mα

2

(
|x− ξ|
t
α
2

)
−Mα

2

(
|x+ ξ|
t
α
2

)]
ϕ(ξ)dξ+

+

t∫
0

Mα
2

(
x

λ(t− τ)
α
2

)
αx

2λ(t− τ)
α
2 +1

ψ(τ)dτ.

En este caṕıtulo logramos obtener la solución a un problema de Cauchy para

la ecuación de difusión fraccionaria en una región diferente. Observamos que

los métodos utilizados y las herramientas necesarias para probar el resultado

difieren fuertemente de la teoŕıa utilizada en los primeros dos caṕıtulos.
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5. Una ecuación de Schrödinger

fraccionaria

Los resultados de esta sección fueron publicados en [18] y presentados en

los congresos (2), (3), (4), (5) y (6). Se puede consultar la siguiente biblio-

graf́ıa para este caṕıtulo: [4], [22], [24], [25], [26], [29], [31], [46], [53], [55], [58].

En esta sección presentaremos una ecuación de Schrödinger fraccionaria cons-

truida a partir de una serie de generalizaciones de nociones básicas de la

mecánica cuántica. Tal como la ecuación del calor, la ecuación de Schrödinger

es una ecuación diferencial parcial parabólica. Durante el caṕıtulo presentare-

mos primero la derivación de dicha ecuación y luego estudiaremos diferentes

problemas simples para estudiar su comportamiento y sus caracteŕısticas.

Antes de comenzar, recapitularemos una serie de definiciones y propiedades

fundamentales. Comenzamos con las dos versiones de la derivada de Caputo,

ya que, a diferencia de los caṕıtulos anteriores, en este caṕıtulo utilizaremos

ambas.

Definición 5.1. Sea α ∈ (0, 1) una constante real positiva y sea n = dαe = 1.

La derivada fraccionaria de Caputo por derecha de orden α a partir del punto

a está definida como

C
aD

α
s f(s) = aI

1−α
s f

′
(s) =

1

Γ(1− α)

s∫
a

(s− z)−αf
′
(z)dz

y la derivada fraccionaria de Caputo por izquierda de orden α hasta el punto

b está definida como

C
s D

α
b f(s) = −sI1−α

b f ′(s) =
−1

Γ(1− α)

b∫
s

(z − s)−αf
′
(z)dz

Para α = 1, definimos

C
aD

α
s f(s) = C

s D
α
b f(s) = f

′
(s).

Notemos que hay una diferencia muy sutil entre las definiciones de las de-

rivadas fraccionarias de Caputo por izquierda y derecha. Sin embargo, las
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implicancias matemáticas son significativas, puesto que a cada una de ellas le

corresponde un grupo de funciones cuyas respectivas derivadas fraccionarias

de Caputo son inmediatas de calcular.

C
aD

α
s (s− a)γ =

Γ(γ + 1)

Γ(γ + 1− α)
(s− a)γ−α

y

C
s D

α
b (b− s)γ =

Γ(γ + 1)

Γ(γ + 1− α)
(b− s)γ−α.

La diferencia fundamental aqúı se encuentra en el dominio de las funciones

analizadas, ya que las funciones que poseen derivada de Caputo por dere-

cha suelen tener como dominio (a,∞), donde a es el punto de inicio de la

derivada, y las funciones que poseen derivada de Caputo por izquierda sue-

len tener como dominio (−∞, b). Observamos que existe una clara simetŕıa

entre ambos grupos de funciones, que será fundamental en el transcurso del

caṕıtulo, ya que en general la mecánica cuántica como modelo f́ısico precisa

ser simétrico en el espacio.

Además, precisaremos que el operador de derivación fraccionario con respec-

to a la variable espacial x esté definido sobre todo el eje real, propiedad que

ninguna derivada fraccionaria considerada en este trabajo posee. Es por eso

que recurriremos a una combinación de operadores fraccionarios para la va-

riable espacial que satisfaga esta propiedad.

Recordemos que para constantes positivas α y β, la función de Mittag-Leffler

de parámetros α y β está definida por

Eα,β(s) =

∞∑
n=0

sn

Γ(αn+ β)
.

La función de Mittag–Leffler de un parámetro, cuando β = 1, verifica la

ecuación diferencial

C
aD

α
sEα(k(s− a)α) = kEα(k(s− a)α)

C
s D

α
b Eα(k(b− s)α) = kEα(k(b− s)α).

Ahora, tal como la función exponencial puede ser generalizada mediante la

función de Mittag–Leffler, existen versiones generalizadas de las funciones

seno y coseno que como veremos a continuación verifican una serie de propie-

dades y relaciones interesantes que son similares al caso clásico (ver figuras 2

y 3). Notemos también que las funciones seno y coseno fraccionario son casos

particulares de la función de Mittag–Leffler de dos parámetros.
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Definición 5.2. Las funciones seno y coseno fraccionario de parámetros α, β >

0, denotadas sinα,β y cosα,β, están definidas para s ∈ C como

sinα,β(s) =

∞∑
n=0

(−1)ns2n+1

Γ(α(2n+ 1) + β)
= sE2α,α+β(−s2),

cosα,β(s) =

∞∑
n=0

(−1)ns2n

Γ(α2n+ β)
= E2α,β(−s2).

Si β = 1, simplemente notamos sinα y cosα y las llamamos función seno y

coseno fraccionario respectivamente.

x
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Figura 2. Función coseno fraccionario de parámetro α =
0.99 en el dominio [0, 30]
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Figura 3. Función seno fraccionario de parámetro α = 0.99
en el dominio [0, 30]
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Naturalmente tenemos

sin1,1(s) = sin(s), cos1,1(s) = cos(s),

También las siguientes identidades son válidas,

Eα,β(is) = cosα,β(s) + i sinα,β(s),

sinα,β(s) =
Eα,β(is)− Eα,β(−is)

2i
, cosα,β(s) =

Eα,β(is) + Eα,β(−is)
2

,

C
aD

α
s sinα(c(s− a)α) = c cosα(c(s− a)α),

C
aD

α
s cosα(c(s− a)α) = −c sinα(c(s− a)α).

Ya hemos probado el siguiente lema.

Lema 5.3. Sea α0 > 0. Entonces

ĺım
α→α0

Eα(sα) = Eα0
(sα0),

siendo la convergencia uniforme sobre compactos.

De manera similar se prueba que

ĺım
α→α0

sinα(sα) = sinα0
(sα0), ĺım

α→α0

cosα(sα) = cosα0
(sα0). (5.1)

Notemos aqúı también que mientras que eis, con s ∈ R, tiene módulo cons-

tante igual a uno, esto no es válido para el caso fraccionario con la función

de Mittag–Leffler. Se tiene que

|Eα(isα)| = cos2
α(sα) + sin2

α(sα),

y se puede ver fácilmente que Eα(isα) no tiene módulo constante, ya que

derivando se obtiene

d

ds
|Eα(isα)| = 2sα−1[sinα(sα) cosα,α(sα)− cosα(sα) sinα,α(sα)],

que no es igual a cero.

Para finalizar la introducción a este caṕıtulo, haremos un breve comenta-

rio relacionado a los ceros de las funciones que definimos hasta entonces,

particularmente el seno y el coseno fraccionario. La importancia de esto se

encuentra en el hecho de que en los problemas que consideraremos en este

caṕıtulo, deberemos utilizar los ceros de estas funciones para construir solu-

ciones de nuestra ecuación de Schrödinger que sean continuas. Es entonces

imperativo poseer un conocimiento certero acerca de estos ceros y cómo se

comportan.
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Para esto, teniendo en cuenta que sinα,β(s) = sE2α,α+β(−s2) y cosα,β(s) =

E2α,β(−s2), la observación fundamental surge a partir del comportamiento

asintótico de la función de Mittag–Leffler en el dominio negativo presentada

en [26] para α ∈ (0, 1),

Eα,β(s) = −
N∗∑
r=1

1

Γ(β − αr)
1

sr
+

[
1

sN∗+1

]
,

cuando s→ −∞ y donde N∗ ∈ N− {1}.
Esto nos permite concluir que las funciones sinα y cosα poseen una cantidad

finita de ceros. Esta es una diferencia fundamental entre el modelo fracciona-

rio que presentaremos aqúı y el modelo clásico con derivadas usuales, ya que

implica que en procesos en los cuales el modelo clásico predice una cantidad

infinita de estados de enerǵıa, el modelo fraccionario proveerá solamente una

cantidad finita de estados. Sin embargo, teniendo en cuenta (5.1), concluimos

que el seno y el coseno fraccionario poseerán más ceros cuando α→ 1.

La siguiente gráfica (figura 4) visualiza para α ∈ (0.7, 1) dónde se encuentran

los ceros de cosα. Observamos que los ceros del seno fraccionario se aproxima

considerablemente bien al cero del seno clásico, incluso para α considerable-

mente lejanos a 1.

Figura 4. Ceros de la función coseno fraccionario de
parámetro α ∈ [0.7, 1] en el dominio [0, 30]
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5.1. Construcción de la ecuación de Schrödinger frac-

cionaria

En mecánica cuántica, todo observable de un sistema en estudio es inter-

pretado como un operador lineal que actúa sobre un espacio de Hilbert. En

los modelos clásicos con derivadas enteras, los operadores fundamentales, el

operador de posición en representación coordenada, el operador de enerǵıa y

el operador de momento, vienen dados por

x̂ = x, Ê = i~
∂

∂t
, p̂ = −i~ ∂

∂x
,

con x ∈ R, donde ~ es la constante reducida de Planck e i es la unidad

imaginaria. La onda plana

Ψ∗(x, t) = ei(kx−ωt),

es una función propia de los últimos dos operadores, donde k representa el

vector de onda y ω la frecuencia angular. En efecto

ÊΨ∗ = ω~Ψ∗ p̂Ψ∗ = k~Ψ∗.

Para construir una versión fraccionaria de la ecuación de Schrödinger, ge-

neralizaremos esta relación como sigue. Consideremos entonces α ∈ (0, 1].

Una forma inmediata de generalizar el operador de posición en un contexto

fraccionario puede venir dada por la siguiente definición,

x̂α = signo(x) |x|α .

Notemos que x ∈ R también asumirá valores negativos, por lo que una for-

ma de definir este operador de manera consistente viene dada por nuestra

definición, como será evidente en las aplicaciones. Ahora consideraremos una

versión fraccionaria de la función Ψ∗, que tenga un comportamiento similar

a la onda plana, pero en términos de nuestros operadores fraccionarios de

posición y tiempo. Teniendo en cuenta que la función de Mittag–Leffler es la

versión fraccionaria de la función exponencial, surge natural considerar

Ψα(x, t) = E∗α(ikαxα)Eα(−iωαtα),

con

E∗α(ikαxα) =

Eα(ikαxα) si x ≥ 0

Eα(−ikα(−x)α) si x < 0
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5. UNA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER FRACCIONARIA

y α ∈ ( 1
2 , 1). Claramente esta función no es una onda plana en el sentido

original, ya que tiene amplitud decreciente cuando |x| → ∞. Sin embargo,

se comporta similar a una onda plana, ya que se mueve a la derecha cuando

pasa el tiempo (ver figura 5).

Figura 5. Onda plana fraccionaria de parámetro α = 0.99
en el dominio [0, 30] en t ∈ [0, 30]

Ahora queremos que Ψα sea una función propia de dos operadores que repre-

sentarán nuestras versiones fraccionarias del operador enerǵıa y el operador

momento. Inmediatamente resulta que estos operadores deben estar basa-

dos en operadores fraccionarios de Caputo. Para Ψα, se tienen las siguientes

igualdades.
C
0 D

α
t Ψα = −iwαΨα = −iE

α

~α
Ψα,

∗
0D

α
xΨα = ikαΨα = i

pα

~α
Ψα,

donde definimos el operador ∗0D
α
x de la siguiente forma

∗
aD

α
x =

C
aD

α
x x > a

−CxDα
a x < a,

y donde hicimos uso de las relaciones de de Broglie, E = ~ω y p = k~. Note-

mos que ∗aD
α
x es un operador diferencial fraccionario de Caputo definido sobre

toda la recta real. Estas igualdades obtenidas sugieren definir los siguientes
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operadores.

p̂α = −i~α∗0Dα
x ,

Êα = i~αC0 Dα
t .

Podemos combinar ahora nuestros operadores de enerǵıa y de momento recién

definidos de la siguiente forma,

i~αC0 Dα
t = Êα =

[
p̂2
α

(2µ)α
+ V (x)

]
=

[
− ~2α

(2µ)α
∗
0D

α
x
∗
0D

α
x + V (x)

]
, (5.2)

donde µ representa la masa de la part́ıcula estudiada, p̂2
α simboliza la apli-

cación reiterada del operador p̂ y V es una función de x que interpretaremos

en el marco f́ısico como el potencial. Con esta ecuación hemos construido

una ecuación de Schrödinger fraccionaria dependiente del tiempo para una

part́ıcula no relativista basada en los operadores de derivación de Caputo.

i~αC0 Dα
t Ψ(x, t) =

[
− ~2α

(2µ)α
∗
aD

α
x
∗
aD

α
x + V (x)

]
Ψ(x, t). (5.3)

Definición 5.4. La ecuación (5.3) será llamada ecuación de Schrödinger frac-

cionaria de orden α ∈ (0, 1) con respecto al tiempo y con respecto al espacio

y de centro de derivación a.

Empezaremos trabajando considerando a = 0. Es importante notar que la

construcción de esta ecuación siguió un argumento heuŕıstico, no estrictamen-

te riguroso, pero śı inspirado en el desarrollo de la ecuación de Schrödinger

clásica.

Vale la pena mencionar entonces también que para α = 1 tenemos ∗0D
α
x = ∂

∂x ,
C
0 D

α
t = ∂

∂t y recuperamos los operadores clásicos de enerǵıa y momento. De

mismo modo, si tomamos α = 1 en (5.3), recuperamos

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) =

[
− ~2

2µ

∂2

∂x2
+ V (x)

]
Ψ(x, t),

la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para una part́ıcula no

relativista.

Cabe destacar que usualmente cuando se pretende generalizar al Laplaciano

en términos fraccionarios, comunmente se utiliza la derivada fraccionaria de

Riesz (ver [63]), llamada Laplaciano fraccionario.

Al mismo tiempo, se tiene la siguiente observación en este contexto.

Nota 5.5. Cuando se pretende representar una segunda derivada con una de-

rivada de Caputo, usualmente se considera C
0 D

γ1
s con γ1 ∈ (1, 2). Aqúı hemos

optado por otra variante, recurriendo a C
0 D

γ2
s
C
0 D

γ2
s con γ2 ∈ (0, 1). Notemos
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entonces que C
0 D

γ1
s 6= C

0 D
γ2
s
C
0 D

γ2
s incluso cuando γ1 = 2γ2, basta considerar

la función identidad para constatar este hecho, lo que implica que las últi-

mas dos alternativas tienen una naturaleza diferente, por más similares que

parezcan. Optamos aqúı por la segunda alternativa debido a que se obtiene

generalizando los operadores clásicos y combinando las identidades conocidas.

También resulta ser más fiel al enfoque tradicional en mecánica cuántica.

En las siguientes tres subsecciones consideraremos tres problemas diferen-

tes con potenciales diferentes que representan problemas básicos y clásicos.

Servirán para constatar la validez de la ecuación planteada. El primero es

el estudio de una part́ıcula libre, luego una part́ıcula en un pozo infinito y

finalmente el problema del pozo finito.

5.2. El problema de la part́ıcula libre

Antes de considerar el problema de la part́ıcula libre, encararemos la ecuación

(5.3) para resolver unos pasos previos. Observemos que al depender V , la

función que interpretaremos como el potencial y que cambiará de problema en

problema, únicamente de x, esperamos que la parte de la solución dependiente

de la variable temporal sea siempre la misma, sin importar el potencial en

cuestión. Tal como en el caso clásico entonces, para obtener la solución de la

ecuación realizaremos una separación de variables. Consideramos

Ψ(x, t) = ϕ(t)ψ(x),

obteniendo las siguientes dos ecuaciones, una en términos de la variable tem-

poral y la otra en función de la variable espacial,

i~αC0 Dα
t ϕ(t) = εαϕ(t), (5.4)

εαψ(x) =

[
− ~2α

(2µ)α
∗
0D

α
x
∗
0D

α
x + V (x)

]
ψ(x). (5.5)

(5.4) resulta ser independiente del problema particular, ya que el potencial

que vaŕıa de problema en problema lo consideramos únicamente dependiente

del espacio. Obtenemos inmediatamente la solución

ϕ(t) = Eα

(
−i ε

α

~α
tα
)
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Notemos que esto implica que si α 6= 1, las soluciones que obtendremos serán

no estacionarias, ya que

|Ψ∗Ψ| = |ψ∗ψ|
∣∣∣∣Eα(−i εα~α tα

)∗∣∣∣∣ ∣∣∣∣Eα(−i εα~α tα
)∣∣∣∣ .

Obtenemos que el módulo |Ψ∗Ψ| depende del tiempo, algo que no ocurre

en el modelo clásico y que implica que la función densidad de probabilidad

dependerá del tiempo cuando α 6= 1.

Ahora, para la resolución de la segunda ecuación diferencial, necesitamos

conocer el potencial con el que estamos trabajando y dependiendo del mismo

obtendremos diferentes soluciones a nuestro problema. Al ser la ecuación eje

de este estudio, tal como su versión clásica llevará su propio nombre.

Definición 5.6. La ecuación (5.5) será llamada ecuación de Schrödinger frac-

cionaria independiente del tiempo de orden α ∈ (0, 1) con respecto al espacio.

Notemos además que siempre que sea posible y siguiendo la convención usual

del caso clásico, pediremos que la solución a esta ecuación sea continua con

derivada clásica de primer orden continua.

Volviendo al problema de esta sección, para una part́ıcula libre con momento

angular igual a cero, la ecuación de Schrödinger fraccionaria independiente

de tiempo viene dada por

~2α

(2µ)α
∗
0D

α
x (∗0D

α
xψ) (x) + εαψ(x) = 0 (5.6)

Introduciendo el número de onda k definido por

ε =
~2k2

2µ
(5.7)

obtenemos
∗
0D

α
x (∗0D

α
xψ) (x) + k2αψ(x) = 0

cuya solución puede ser expresada de dos maneras diferentes,

ψ(x) =

A1Eα (ikαxα) +B1Eα (−ikαxα) si x ≥ 0

A2Eα (ikα(−x)α) +B2Eα (−ikα(−x)α)) si x < 0.
(5.8)

ψ(x) =

A1 cosα(kαxα) +B1 sinα(kαxα) si x ≥ 0

A2 cosα(kα(−x)α) +B2 sinα(kα(−x)α) si x < 0.
(5.9)

Notemos que imponiendo continuidad sobre ψ, obtenemos A1 = A2 e impo-

niendo en (5.9) continuidad de la derivada clásica de primer orden obtenemos
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B1 = −B2.

Para el caso ĺımite α→ 1 obtenemos

ĺım
α→1

ψ(x) = A sin(kx) +B cos(kx),

que es la solución clásica a la ecuación de Schrödinger independiente del

tiempo para una part́ıcula libre.

5.3. El problema de la part́ıcula en un pozo infinito

Para una part́ıcula en un pozo infinito la ecuación de Schrödinger fraccionaria

independiente del tiempo viene dada por

~2α

2µα
∗
0D

α
x (∗0D

α
xψ) (x) + [εα − V1(x)]ψ(x) = 0 (5.10)

con ε > 0 y donde el potencial está definido como

V1(x) =

0 si x ∈ [−a, a]

∞ si x /∈ [−a, a] .
(5.11)

Separamos entonces la solución en dos regiones del plano:

ψ(x) =

ψI(x) si x ∈ I = [−a, a]

ψII(x) si x ∈ II = CI.

Introduciendo nuevamente el número de onda k dado por ε = ~2k2

2µ en la

región I, la ecuación diferencial (5.10) puede ser expresada nuevamente como

∗
0D

α
x (∗0D

α
xψ) (x) + k2αψ(x) = 0, (5.12)

y como hemos visto, la solución general de esta ecuación puede ser expresada

de la siguiente forma:

ψI(x) =

A cosα (kα(−x)α)−B sinα (kα(−x)α) si x ∈ [−a, 0]

A cosα (kαxα) +B sinα (kαxα) si x ∈ [0, a] .
(5.13)

En la región II, donde el potencial asume el valor infinito, seguiremos la

convención usual de definir la solución como

ψII(x) = 0.

Puesto que la solución debe ser continua, precisamos que ψ (−a) = ψ (a) = 0,

lo que implica

A cosα (kαaα)−B sinα (kαaα) = 0
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A cosα (kαaα) +B sinα (kαaα) = 0.

Combinando estos dos resultados se obtiene

A cosα (kαaα) = B sinα (kαaα) = 0,

y teniendo en cuenta que cosα y sinα no se anulan simultáneamente, con-

cluimos que o A o B debe ser igual a 0. Consideremos aqúı el caso A = 0 y

B 6= 0. Entonces la condición

ψ (a) = 0 = B sinα (kαaα)

obliga a k a que asuma valores de modo que sinα(kαaα) = 0. Esto implica que

los estados de enerǵıa son cuánticos, es decir que pueden asumir únicamente

valores de un conjunto discreto. De hecho, en el caso fraccionario el espectro

de enerǵıa no sólo será discreto, sino más aún finito, ya que el seno fraccionario

(y también el coseno fraccionario cuando B = 0) tiene sólo una cantidad finita

de ceros. Esta es una diferencia fundamental en comparación al caso clásico,

donde se obtiene una cantidad infinita de estados de enerǵıa debido a que el

seno y el coseno poseen infinitos ceros.

Notemos además que se puede elegir el orden de diferenciación α de manera

tal que el modelo fraccionario disponga de tantos estados de enerǵıa como

sea necesario.

Notemos que en este caso no forzaremos a nuestra solución que posea derivada

continua, ya que en dicho caso la única solución factible seŕıa la trivial, ψ(x) =

0.

Finalmente, se determinará la constante B para que satisfaga la condición de

normalización,

∞∫
−∞

|ψ(x)|2dx = 2

a∫
0

|B sinα (kαxα) |2dx = 1.

De esta manera, la función densidad de probabilidad de hallar la part́ıcula

en el sistema es 1. Con esto terminamos el problema (ver figura 6).

Notemos que en principio pretendemos que nuestro modelo sea invariante

por traslaciones y simetŕıas. Es decir que si consideramos dos potenciales de

manera que uno es simplemente la traslación del otro, entonces pretendemos

que también las soluciones sean idénticas salvo por traslaciones. Lo mismo

ocurre con simetŕıa de dos potenciales con respecto a un eje paralelo al eje y.

Sin embargo, si solucionamos la ecuación de Schrödinger fraccionaria (5.10)
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Figura 6. Solución de la ecuación de Schrödinger fraccio-
naria de parámetro α = 0.99 y centro de derivación 0 para
el pozo infinito con a = 0.5 en el dominio [−1, 1]

con el potencial

V2(x) =

0 si x ∈ [0, 2a]

∞ si x /∈ [0, 2a]
(5.14)

obtenemos la solución (ver figura 7)

ψ(x) =

B sinα (kαxα) si x ∈ [0, 2a]

0 si x /∈ [0, 2a]
(5.15)

que claramente no es la misma solución que la primera que obtuvimos.

Esto representaŕıa una gran inconsistencia del modelo fraccionario en el

momento de darle una interpretación f́ısica a los resultados obtenidos. El

comportamiento de una part́ıcula no puede depender de un sistema de refe-

rencia. Observemos entonces a partir de un tercer ejemplo de una part́ıcula

en un pozo infinito cómo se puede resolver esta inconsistencia. La clave se

encuentra en la definición del operador ∗0D
α
x .

Observemos que esta derivada fraccionaria a diferencia de la derivada clásica

es un operador no local. La derivada fraccionaria de Caputo ∗aD
α
x de una

función dada depende del punto central a, por lo que no sorprende que un
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Figura 7. Solución de la ecuación de Schrödinger fraccio-
naria de parámetro α = 0.99 y centro de derivación 0 para
el pozo infinito con a = 0.5 en el dominio [−0.5, 1.5]

potencial trasladado nos provee de una solución diferente. Pero si ahora obser-

vamos que el centro de derivación de ∗0D
α
x coincide con el centro del intervalo

en el que el potencial (5.11) no se anula, podemos inferir que si consideramos

para el pozo (5.14) el operador ∗aD
α
x con centro en a, debeŕıamos obtener nue-

vamente el resultado original. Y efectivamente, si consideramos la ecuación

de Schrödinger fraccionaria

~2α

2µα
∗
aD

α
x (∗aD

α
xψ) (x) + [εα − V2(x)]ψ(x) = 0 (5.16)

con el potencial

V2(x) =

0 si x ∈ [0, 2a]

∞ si x /∈ [0, 2a] ,

obtenemos la solución

ψ(x) =


−B sinα (kα(−x+ a)α) si x ∈ [0, a]

B sinα (kα(x− a)α) si x ∈ [a, 2a]

0 si x /∈ [0, 2a] ,

(5.17)
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que es exactamente la misma solución que la del problema de ecuación (5.10)

Figura 8. Solución de la ecuación de Schrödinger fraccio-
naria de parámetro α = 0.99 y centro de derivación 0.5 para
el pozo infinito con a = 0.5 en el dominio [−0.5, 1.5]

con potencial (5.11), trasladada a unidades (ver figura 8).

Hacemos dos importantes observaciones. Por un lado notamos que teniendo

que el centro de derivación a interfiere en la solución del problema y que

dependiendo de dónde este se encuentra la solución será otra, será necesario

darle una interpretación f́ısica a a. Por el otro lado, sabemos ahora que la

traslación del potencial (5.11) y del centro de derivación 0 a (5.14) y a respec-

tivamente nos provee soluciones idénticas salvo por la traslación. El siguiente

teorema generalizará esta observación a traslaciones arbitrarias y potenciales

genéricos.

Teorema 5.7. Sean ψ1 y ψ2 las soluciones a la ecuaciones de Schrödinger

fraccionarias I y II dadas por

~2α

2µα
∗
aiD

α
x

(∗
aiD

α
xψi
)

(x) + [εα −Wi(x)]ψi(x) = 0,
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con i = 1, 2 respectivamente, donde ai son dos centros arbitrarios de deriva-

ción y

W1(x) = W2(x− c),

donde c = a1 − a2. Entonces

ψ1(x+ c) = ψ2(x).

Prueba. Sabemos que ψ1(x) en el dominio [a1,∞) verifica la ecuación I,

~2α

2µα
1

Γ(1− α)2

x∫
a1

(x− ξ)−α ∂
∂ξ

 ξ∫
a1

(ξ − s)−αψ′(s)ds

 dξ
+ [εα −W1(x)]ψ(x) = 0,

que con la fórmula de Leibniz se reduce a

~2α

2µα
(−α)

Γ(1− α)2

x∫
a1

(x− ξ)−α
ξ∫

a1

(ξ − s)−α−1ψ′(s)dsdξ

+ [εα −W1(x)]ψ(x) = 0.

Con el cambio de variables s = r + c se tiene

~2α

2µα
(−α)

Γ(1− α)2

x∫
a1

(x− ξ)−α
ξ−c∫
a2

(ξ − c− r)−α−1ψ′(r + c)drdξ+

+ [εα −W2(x− c)]ψ(x) = 0,

y con el cambio ξ = τ + c,

~2α

2µα
(−α)

Γ(1− α)2

x−c∫
a2

((x− c)− τ)
−α

τ∫
a2

(τ − r)−α−1ψ′(r + c)drdτ+

+ [εα −W2(x− c)]ψ(x) = 0,

y finalmente con x− c = y,

~2α

2µα
(−α)

Γ(1− α)2

y∫
a2

(y − τ)
−α

τ∫
a2

(τ − r)−α−1ψ′(r + c)drdτ+

+ [εα −W2(y)]ψ(y + c) = 0.

Es decir que ψ1(x+c) verifica en el dominio [a2,∞) la ecuación II. De manera

análoga se prueba que ψ1(x+ c) verifica en el dominio (−∞, a2] la ecuación

II. Entonces ψ1(x+ c) y ψ2(x) verifican las mismas ecuaciones diferenciales,

con lo que queda probado el resultado. �
88
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Luego de haber probado entonces que las soluciones no se alteran por trasla-

ciones, haremos ahora lo mismo con simetŕıas con respecto a un eje paralelo

al eje y.

Teorema 5.8. Sean ψ1 y ψ2 las soluciones a la ecuaciones de Schrödinger

fraccionarias I y II dadas por

~2α

2µα
∗
aiD

α
x

(∗
aiD

α
xψi
)

(x) + [εα −Wi(x)]ψi(x) = 0,

con i = 1, 2 respectivamente, donde ai son dos centros arbitrarios de deriva-

ción y

W1(x) = W2(c− x),

donde c = a1 + a2. Entonces

ψ1(c− x) = ψ2(x).

Prueba. Sabemos que ψ1(x) en el dominio [a1,∞) verifica la ecuación I,

~2α

2µα
(−α)

Γ(1− α)2

x∫
a1

(x− ξ)−α
ξ∫

a1

(ξ − s)−α−1ψ′(s)dsdξ + [εα −W1(x)]ψ(x) = 0.

Llevando a cabo el cambio de variable s = c− r obtenemos

~2α

2µα
(−α)

Γ(1− α)2

x∫
a1

(x− ξ)−α
a2∫

c−ξ

(ξ + r − c)−α−1ψ′(c− r)drdξ

+ [εα −W1(x)]ψ(x) = 0,

y con ξ = c− τ ,

~2α

2µα
(−α)

Γ(1− α)2

a2∫
c−x

(τ − (c− x))−α
a2∫
τ

(r − τ)−α−1ψ′(c− r)drdτ

+ [εα −W1(x)]ψ(x) = 0,

y finalmente con el cambio c− x = y,

~2α

2µα
(−α)

Γ(1− α)2

a2∫
y

(τ − y)
−α

a2∫
τ

(r − τ)−α−1ψ′(c− r)drdτ

+ [εα −W2(y)]ψ(a− y) = 0.

Es decir que ψ1(c−x) verifica en el dominio [a2,∞) la ecuación II. De mane-

ra análoga se prueba que ψ1(c− x) verifica en el dominio [a2,∞) la ecuación

II. Entonces ψ1(c− x) y ψ2(x) verifican las mismas ecuaciones diferenciales,
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con lo que queda probado el resultado. �

5.4. El problema de la part́ıcula en un pozo finito
Para una part́ıcula en un pozo finito la ecuación de Schrödinger fraccionaria

independiente del tiempo viene dada por

~2α

2µα
∗
0D

α
x (∗0D

α
xψ) (x) + [εα − V3(x)]ψ(x) = 0 (5.18)

donde el potencial viene dado por

V3(x) =

−V0 si x ∈ [−a, a]

0 si x /∈ [−a, a]
,

y consideramos −V0 < εα < 0. Separamos la solución en tres regiones,

ψ(x) =


ψI(x) si x ∈ I = [−a, a]

ψII(x) si x ∈ II = (−∞,−a]

ψIII(x) si x ∈ III = [a,∞) .

Introduciendo el número de onda k dado por ε = ~2k2

2µ y v0 = 2µα

~2α V0 en la

región I podemos expresar la ecuación diferencial como

∗
0D

α
x (∗0D

α
xψ) (x) +

[
k2α + v0

]
ψ(x) = 0, (5.19)

con k2 + v0 > 0. De esa forma, la solución puede ser escrita como

ψI(x) =



AI cosα
(√
k2α + v0(−x)α

)
−BI sinα

(√
k2α + v0(−x)α

)
si x ∈ [−a, 0]

AI cosα
(√
k2α + v0x

α
)

+BI sinα
(√
k2α + v0x

α
)

si x ∈ [0, a] .

(5.20)

En las regiones II y III, puesto que tenemos k2α < 0, tomando k2α = −κ2α

con κ ∈ R+, obtenemos

∗
0D

α
x (∗0D

α
xψ) (x)− κ2αψ(x) = 0. (5.21)

A simple vista pareciera que podemos expresar la solución a esta ecuación

diferencial de manera inmediata como combinación lineal de funciones de

Mittag–Leffler. Sin embargo observamos que la derivada fraccionaria de la

ecuación diferencial tiene su punto inicial en 0 y que la ecuación misma es

válida en (−∞,−a] ∪ [a,∞), lo que conlleva una complicación fácil de pasar
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por alto. Para visualizarlo, nos concentraremos en la región III, donde la

ecuación diferencial viene dada por

C
0 D

α
x

(
C
0 D

α
xψ
)

(x)− κ2αψ(x) = 0,

lo que equivale a

1

Γ(1− α)2

x∫
0

(x− ξ)−α ∂
∂ξ

 ξ∫
0

(ξ − s)−αψ′(s)ds

 dξ − κ2αψ(x) = 0. (5.22)

Notamos que en (5.22) la función ψ en parte es evaluada en el intervalo [0, a]

y a diferencia de un problema usual, en este caso ya sabemos cómo viene

definida la función ψ en este intervalo. De hecho, viene dada por (5.20). Esto

implica que en una parte de la integral en (5.22) ψ es dato y en otra parte es

incógnita. Si separamos dicha integral doble según este criterio entre la parte

en la cual ψ es dato y la parte en la que no, se obtiene

1

Γ(1− α)2

x∫
a

(x− ξ)−α ∂
∂ξ

 ξ∫
a

(ξ − s)−αψ′(s)ds

 dξ
+Gψ(x) +Hψ(x)− κ2αψ(x) = 0,

donde los operadores G y H están definidos como

Gf(x) =
(−α)

Γ(1− α)2

a∫
0

(x− ξ)−α
ξ∫

0

(ξ − s)−α−1f ′(s)dsdξ,

Hf(x) =
(−α)

Γ(1− α)2

x∫
a

(x− ξ)−α
a∫

0

(ξ − s)−α−1f ′(s)dsdξ.

Ahora, las integrales restantes no son otra cosa que la derivada fraccionaria de

Caputo de orden α a partir del punto a, con lo que la ecuación de Schrödinger

en la región III finalmente queda

C
aD

α
x

(
C
aD

α
xψ
)

(x) + (G+H)ψ(x)− κ2αψ(x) = 0.

Observamos que los operadores G y H actúan sobre ψ de manera tal que esta

función es únicamente evaluada en el intervalo [0, a] por estos dos operadores.

Esto implica que los términos Gψ(x) y Hψ(x) son datos y consecuentemente

la ecuación obtenida para la región III a diferencia de su expresión general

sobre todo R resulta no ser lineal. Teniendo en cuenta precisamente los valores
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que asume ψ en I, (5.20), obtenemos

C
aD

α
x

(
C
aD

α
xψ
)

(x)− κ2αψ(x) = (5.23)

−AI(G+H) cosα

(√
k2α + v0x

α
)
−BI(G+H) sinα

(√
k2α + v0x

α
)
.

Para resolver esta ecuación diferencial, consideraremos tres ecuaciones auxi-

liares,

C
aD

α
x

(
C
aD

α
xA1

)
(x)− κ2αA1(x) = −(G+H) cosα

(√
k2α + v0x

α
)
, (5.24)

C
aD

α
x

(
C
aD

α
xB1

)
(x)− κ2αB1(x) = −(G+H) sinα

(√
k2α + v0x

α
)

(5.25)

y
C
aD

α
x

(
C
aD

α
xC1

)
(x)− κ2αC1(x) = 0. (5.26)

Entonces debido a la linealidad de los operadores fraccionarios, la solución

ψIII a (5.23) viene dada por

ψIII = −AIA1(x)−BIB1(x) + C1(x).

Los signos que le asignamos a cada sumando no infieren en el resultado final y

fueron fijados de tal forma para simplificar los cálculos que siguen. De manera

análoga, en la región II la ecuación de Schrödinger se puede expresar como

C
xD

α
a

(
C
xD

α
aψ
)

(x)− κ2αψ(x) = (5.27)

−AI(G+H) cosα

(√
k2α + v0(−x)α

)
+BI(G+H) sinα

(√
k2α + v0(−x)α

)
.

Para resolver esta ecuación diferencial, consideraremos tres ecuaciones auxi-

liares,

C
xD

α
a

(
C
xD

α
aA2

)
(x)−κ2αA2(x) = −(G+H) cosα

(√
k2α + v0(−x)α

)
, (5.28)

C
xD

α
a

(
C
xD

α
aB2

)
(x)− κ2αB2(x) = +(G+H) sinα

(√
k2α + v0(−x)α

)
(5.29)

y
C
xD

α
a

(
C
xD

α
aC2

)
(x)− κ2αC2(x) = 0. (5.30)

También aqúı debido a la linealidad de los operadores fraccionarios la solución

ψII a (5.27) viene dada por

ψII = −AIA2(x) +BIB2(x) + C2(x).

Donde nuevamente los signos que le asignamos a cada sumando no infieren

en el resultado final y fueron fijados de tal forma para simplificar los cálculos

que siguen. Para C1 y C2 ahora śı tenemos expresiones simples e intuitivas
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de sus respectivas soluciones.

C1(x) = AIIIEα (κα(x− a)α) +BIIIEα (−κα(x− a)α) si x ∈ (a,∞)

(5.31)

C2(x) = AIIEα (κα(a− x)α) +BIIEα (−κα(a− x)α) si x ∈ (−∞,−a).

(5.32)

Teniendo en cuenta que para que nuestra solución sea normalizable la función

debe ser acotada, concluimos AII = AIII = 0.

También observemos que el teorema 5.8 de la sección anterior nos permite

asegurar que

A1(x) = A2(−x),

B1(x) = B2(−x).

Ahora debemos fijar las condiciones de continuidad de la solución y su deriva-

da en −a y a. Teniendo en cuenta que ψII = −AIA2(x) +BIB1(−x) +C2(x)

que ψIII = −AIA2(−x)−BIB1(x)+C1(x) y notando κ′α =
√
−κ2α + v0 > 0,

se tiene

AI cosα (κ′αaα)−BI sinα (κ′αaα) = −AIA2(−a) +BIB1(a) +BII , (5.33)

y

AI cosα (κ′αaα) +BI sinα (κ′αaα) = −AIA2(−a)−BIB1(a) +BIII , (5.34)

en −a y a respectivamente. Las condiciones de continuidad para la primera

derivada en −a y a implican

κ′αAI sinα,α (κ′αaα)+κ′αBI cosα,α (κ′αaα) = −AIA′2(−a)−BIB′1(a)+κα
BII
Γ(α)

,

(5.35)

y

−κ′αAI sinα,α (κ′αaα)+κ′αBI cosα,α (κ′αaα) = AIA
′
2(−a)−BIB′1(a)−καBIII

Γ(α)
.

(5.36)

Combinando ahora las ecuaciones (5.33) y (5.35) y las ecuaciones (5.34) y

(5.36) se obtienen las siguientes dos igualdades.

κα

Γ(α)
=
AI [κ′α sinα,α (κ′αaα) +A′2(−a)] +BI [κ′α cosα,α (κ′αaα) +B′1(a)]

AI [cosα (κ′αaα) +A2(−a)] +BI [− sinα (κ′αaα)−B1(a)]
,

κα

Γ(α)
=
AI [κ′α sinα,α (κ′αaα) +A′2(−a)] +BI [−κ′α cosα,α (κ′αaα)−B′1(a)]

AI [cosα (κ′αaα) +A2(−a)] +BI [sinα (κ′αaα) +B1(a)]
.

93
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y combinando finalmente estas dos igualdades, se llega a

AI [κ′α sinα,α (κ′αaα) +A′2(−a)] +BI [κ′α cosα,α (κ′αaα) +B′1(a)]

AI [cosα (κ′αaα) +A2(−a)] +BI [− sinα (κ′αaα)−B1(a)]
=

=
AI [κ′α sinα,α (κ′αaα) +A′2(−a)] +BI [−κ′α cosα,α (κ′αaα)−B′1(a)]

AI [cosα (κ′αaα) +A2(−a)] +BI [sinα (κ′αaα) +B1(a)]
.

Expresando ambas fracciones con un mismo denominador se obtiene una

igualdad con 32 términos, de los cuales 16 se cancelan mutuamente. Para los

restantes, queda la igualdad

AIBI [(cosα (κ′αaα) +A2(−a))(κ′α cosα,α (κ′αaα) +B′1(a))] +

+AIBI [(sinα (κ′αaα) +B1(a))(κ′α sinα,α (κ′αaα) +A′2(−a))] =

= −AIBI [(cosα (κ′αaα) +A2(−a))(κ′α cosα,α (κ′αaα) +B′1(a))] +

−AIBI [(sinα (κ′αaα) +B1(a))(κ′α sinα,α (κ′αaα) +A′2(−a))] ,

lo cual simplificando nos brinda la valiosa identidad

AIBI = −AIBI . (5.37)

Esto implica que o AI o BI es igual a cero y de este modo podemos concluir

que la solución al problema será simétrico, tal como debeŕıa ser para un

problema con un potencial simétrico. Tomemos aqúı a modo ilustrativo AI =

0. Entonces la solución al problema viene dada por

ψ(x) =



−BIB2(−x) +BIIEα (−κα(a− x)α) si x ∈ (−∞,−a)

−BI sinα
(√
k2α + v0(−x)α

)
si x ∈ [−a, 0]

BI sinα
(√
k2α + v0x

α
)

si x ∈ [0, a]

BIB2(x) +BIIIEα (−κα(x− a)α) si x ∈ (a,∞),

(5.38)

donde B2 es la solución al problema auxiliar (5.29),
C
xD

α
a

(
C
xD

α
aB2

)
(x)− κ2αB2(x) = (G+H) sinα

(√
k2α + v0(−x)α

)
si x ∈ (a,∞)

B2(a) = 1,

(5.39)

donde la condición inicial B2(a) = 1 puede ser elegida arbitrariamente. En

(5.38), las constantes BII y BIII pueden ser obtenidas de (5.33) y (5.34)

respectivamente, que ahora se pueden expresar como

BII = BI [sinα (κ′αaα)− 1] ,
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BIII = BI [sinα (κ′αaα) + 1] ,

y la restante constante a determinar, BI , se fija considerando la condición de

normalización
∞∫
−∞

|ψ(x)|2dx = 1.

En este caṕıtulo hemos construido una ecuación de Schrödinger fraccionaria

y hemos logrado exitosamente resolver los tres problemas planteados para

esta ecuación: la part́ıcula libre, la part́ıcula en el pozo infinito y la part́ıcula

en el pozo finito.

Siendo la part́ıcula libre el más simple entre todos, nos ha servido para encarar

la ecuación construida y obtener primeros resultados acerca de su solución

y la interpretación f́ısica que conllevan. El problema de la part́ıcula en el

pozo infinito nos ha ayudado a percatarnos de que el centro de derivación

a ∈ R en la ecuación diferencial necesariamente debe tener una interpretación

f́ısica, ya que diferentes centros de derivación afectarán las soluciones de una

misma ecuación. Esto también nos motivó a probar dos teoremas relacionados

a la relación entre las propiedades simétricas que posee el potencial de un

problema y las propiedades simétricas que posee su solución.

Finalmente, el problema de la part́ıcula en el pozo finito ha sido crucial para

observar cuán rápido se incrementa el nivel de dificultad de un problema al

pasar de derivadas clásicas a derivadas de orden fraccionario. La deducción

de la identidad (5.37) en el caso clásico es simple e inmediata, mientras que

aqúı presupuso un trabajo laborioso en el cual es fácil cometer errores. En el

caso entero, no se presenta una ecuación auxiliar que se debe resolver para

obtener la solución definitiva como la que tenemos aqúı con (5.39). Además,

esta ecuación no posee una solución con una simple expresión anaĺıtica, por

lo que será necesario recurrir a métodos numéricos para resolverla.
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6. Limitaciones de la derivada frac-

cionaria de Caputo

Los resultados de esta sección fueron presentados en los congresos (2), (7),

(8) y (10). Se puede consultar la siguiente bibliograf́ıa para este caṕıtulo: [3],

[6], [15], [24], [29], [31], [46], [43], [53].

En esta sección haremos dos comentarios acerca de las principales limitaciones

que posee la derivada fraccionaria de Caputo que pudimos observar en el

transcurso de esta tesis.

6.1. La derivada fraccionaria de Caputo no es un

operador autoadjunto

Comenzaremos con una observación clave que surge a partir del caṕıtulo

anterior, en el cual construimos una ecuación de Schrödinger fraccionaria

tanto en el tiempo como en el espacio. Dicha construcción estuvo inspirada

por un pensamiento análogo del caso no fraccionario que se basa en considerar

los operadores de momento y de enerǵıa,

Ê = i~
∂

∂t
, p̂ = −i~ ∂

∂x
,

y diferentes relaciones que los conectan. Estos operadores son autoadjuntos en

L2(R), propiedad que tiene dos consecuencias fundamentales en la interpreta-

ción f́ısica de los operadores en cuestión, ya que cada uno de estos representa

un observable mecánico cuántico. Por un lado, los autovalores de cada uno

de estos operadores representa una medición real, por lo que estos valores no

pueden asumir valores complejos. Pero al ser estos operadores autoadjuntos,

necesariamente todo autovalor de ellos será real, tal como es deseado. Por el

otro lado, el espacio sobre el cual actúan los operadores representa el espacio

de todos los estados observables. Entonces, sabiendo que los operadores son

autoadjuntos, el conjunto de autofunciones constituye una base ortogonal de

dicho espacio, con lo que fácilmente puede construirse todo estado observable

en función de las autofunciones.
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Ahora observamos que en particular, ningún operador definido aqúı en térmi-

nos derivadas fraccionarias de Caputo es autoadjunto.

Más precisamente, para la fórmula de integración por partes con α ∈ (0, 1)

se tiene
b∫
a

g(x)CaD
α
xf(x)dx =

b∫
a

f(x)RLx Dα
b g(x)dx. (6.1)

Es decir que para lograr la igualdad en una fórmula semejante, no sólo pa-

samos de una derivada fraccionaria de Caputo a una de Riemann–Liouville,

sino que también pasamos de una derivada por derecha a una por izquierda.

Teniendo en cuenta lo fundamental que resulta ser la propiedad autoadjunta

para los operadores en mecánica cuántica, podŕıamos intentar redefinir de

alguna forma los operadores fraccionarios para que śı sean autoadjuntos. En

este sentido, claramente el cambio de derivada por derecha a derivada por

izquierda es más cŕıtico que el cambio de derivada de Caputo a derivada de

Riemann–Liouville. De hecho, teniendo en cuenta que para α ∈ (0, 1)

C
aD

α
xf(x) =RL

a Dα
xf(x)− f ′(a)

Γ(1− α)
(x− a)−α,

C
xD

α
b f(x) =RL

x Dα
b f(x)− f ′(b)

Γ(1− α)
(b− x)−α,

y si considerásemos funciones f, g ∈ C0([a, b]), se tiene

b∫
a

g(x)CaD
α
xf(x)dx =

b∫
a

f(x)CxD
α
b g(x)dx.

De esta forma estaŕıa resuelto el problema con el cambio de derivada fraccio-

naria.

Con respecto al cambio de derivada de Caputo por derecha a derivada de

Caputo por izquierda, no hay otra forma de esquivar esta complicación más

que por definir un operador sobre L2([a, b]) como

G
[a,b]D

α
x :=

C
aD

α
x + C

xD
α
b

2
.

Este operador aśı definido efectivamente es autoadjunto si actúa sobre funcio-

nes que se anulan en los extremos del intervalo [a, b], pero lamentablemente

afronta dos dificultades mayores. Por un lado, restringe la definición de deri-

vada fraccionaria autoadjunta sobre espacios definidos en intervalos acotados.

Por el otro lado, este operador aśı definido carece de funcionalidad y utilidad
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a los fines prácticos. Sin ir más lejos, resulta sumamente dif́ıcil hallar las au-

tofunciones de este operador.

6.2. La derivada fraccionaria de Caputo no verifica

la fórmula de derivación del producto

En la mecánica cuántica, el conmutador entre dos operadores lineales Â y B̂

puede brindar información importante acerca de la relación entre los opera-

dores en cuestión. Dicho conmutador, notado
[
Â, B̂

]
es un nuevo operador

definido por [
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â.

Naturalmente, se dice que dos operadores conmutan cuando su conmutador es

igual a 0. Sin embargo, ese no es siempre el caso. Por ejemplo, si consideramos

los operadores clásicos de posición y momento, x̂ = x y p̂ = −i~ ∂
∂x , se tiene

[x̂, p̂]ϕ = x̂ (p̂ϕ)− p̂ (x̂ϕ) = x

(
−i~ ∂

∂x
ϕ

)
+ i~

∂

∂x
(xϕ) =

= −i~x ∂

∂x
ϕ+ i~ϕ+ i~x

∂

∂x
ϕ = i~ϕ. (6.2)

La importancia de esta identidad,

[x̂, p̂] = i~,

reside en su interpretación f́ısica, ya que es una formulación anaĺıtica del prin-

cipio de incertidumbre de Heisenberg. Este principio representa una de las

más conocidas diferencias entre la mecánica clásica de Newton y la mecánica

cuántica y establece que es imposible que se puedan conocer al mismo tiem-

po y con precisión arbitraria ciertos pares de observables f́ısicos. En términos

anaĺıticos se dice que dos observables f́ısicos pueden ser conocidos con pre-

cisión arbitraria cuando sus respectivos operadores conmutan. Observando

que x̂ y p̂ no conmutan, se concluye que en la mecánica cuántica no se pue-

den conocer al mismo tiempo la posición y el momento de una part́ıcula con

exactitud arbitraria.

Surge ahora en el modelo fraccionario para la ecuación de Schrödinger aqúı

presentado una pregunta similar. ¿Verifican los operadores aqúı construidos
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las mismas propiedades? En particular, nos interesa estudiar el comporta-

miento del conmutador de los operadores de posición y momento fracciona-

rios,

x̂α = signo(x) |x|α

y

p̂α = −i~α∗0Dα
x .

Para simplificar la notación, nos concentraremos en x ∈ R+. Los resultados

para x ∈ R− son análogos. Se tiene

[x̂α, p̂α]ϕ = x̂α (p̂αϕ)− p̂α (x̂αϕ) = xα
(
−i~αC0 Dα

xϕ
)

+ i~αC0 Dα
x (xαϕ) .

Recordando ahora la versión fraccionaria de la regla de la derivada del pro-

ducto,

C
aD

α
s [fg] (s) =

(s− a)−α

Γ(1− α)
g(a)(f(s)− f(a)) + (CaD

α
s g(s))f(s)

+

∞∑
k=1

(
α

k

)(
aI
k−α
s g(s)

)
C
aD

α
s f(s),

con α ∈ (0, 1) y poniendo f(x) = xα y g(x) = ϕ(x), obtenemos

C
0 D

α
x (xϕ) =

ϕ(0)

Γ(1− α)
+ xαC0 D

α
xϕ(x) +

∞∑
k=1

(
α

k

)(
0I
k−α
x ϕ(x)

)
C
0 D

k
xx

α.

Para el conmutador [x̂α, p̂α] obtenemos

[x̂α, p̂α]ϕ =
i~αϕ(0)

Γ(1− α)
+ i~αC0 Dk

xx
α
∞∑
k=1

(
α

k

)(
aI
k−α
x ϕ(x)

)
,

o en forma general

[x̂α, p̂α] =
i~αδ

Γ(1− α)
+ i~αC0 Dk

xx
α
∞∑
k=1

(
α

k

)(
0I
k−α
x

)
,

donde nuevamente δ es la distribución δ de Dirac centrada en 0. Observamos

que el resultado claramente no es una constante no nula, que era el resultado

deseado.

El origen de este resultado adverso se halla en la regla fraccionaria de la

derivada del producto. En (6.2), la regla de la derivada del producto clásica

lleva a la simplificación de la ecuación por la cancelación de los términos no

deseados, mientras que en el caso fraccionario, esta regla nos genera una serie

infinita de términos adicionales.

Notemos aqúı también que si bien en el caso entero la regla de derivada del
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producto y la fórmula de integración por partes van de la mano ya que una

se obtiene a partir de la otra, esto no es el caso en sus versiones fraccionarias.

Esto se debe a que la derivada fraccionaria de Caputo no es un operador

inverso a la integral usual, tal como lo es la derivada clásica.

6.3. La derivada fraccionaria de Caputo no verifica

la fórmula de integración por partes clásica
En la primera subsección de este caṕıtulo hemos mostrado las graves impli-

cancias que tiene en el contexto teórico de la mecánica cuántica que la deri-

vada de Caputo no sea un operador autoadjunto. Tal como hemos visto, esto

surge de la fórmula de integración por partes (6.1) que verifica esta derivada

fraccionaria. Sin embargo, las desventajas de esta fórmula no son solamente

teóricas, sino también prácticas. Con el fin de visualizar esto, presentaremos

a modo ilustrativo un problema variacional fraccionario y su resolución. El

mismo es una versión generalizada del problema variacional

J(y) =
1∫
0

[y′]
2

(x)dx→ min

I(y) =
1∫
0

[y] (x)dx = 1

y(0) = 0

y(1) = 0,

(6.3)

cuya solución viene dada por y(x) = −6x2+6x y surge de resolver la ecuación

de Euler–Lagrange

−λ+ 2y′′(x) = 0,

con las tres condiciones que impone el problema (6.3). En el caso fraccionario

tenemos el siguiente problema análogo, que fue estudiado y resuelto en un

trabajo de colaboración con M. Barrios y G. Reyero [7].

Ejemplo 6.1. Sea α ∈ (0, 1) y consideremos el problema

J(y) =
1∫
0

[(
C
0 D

α
xy
)2

(x)
]
dx→ min

I(y) =
1∫
0

[y(x)] dx = 1

y(0) = 0

y(1) = 0

(6.4)
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Para resolver este problema, consideramos el teorema presentado en [3].

Teorema 6.2. Consideremos el problema de hallar y ∈ α
aE

β
b que verifique las

siguientes condiciones.

J(y) =
b∫
a

L(x, y, CaD
α
xy,

C
xD

β
b y) dx→ max/min

I(y) =
b∫
a

G(x, y, CaD
α
xy,

C
xD

β
b y) dx = c

y(a) = ya

y(b) = yb

donde L es un Lagrangiano suficientemente bueno, c constante y

α
aE

β
b =

{
y : [a, b]→ R : CaD

α
xy ,

C
xD

β
b y ∈ C([a, b])

}
.

Si y maximiza o minimiza J sobre α
aE

β
b sujeto a la restricción I(y) = c,

entonces existe una constante λ ∈ R de modo que y satisface la ecuación de

Euler–Lagrange fraccionaria dada por

∂F

∂y
+ RL

x Dα
b

∂F

∂ CaD
α
xy

+ RL
a Dβ

x

∂F

∂ CxD
β
b y

= 0

con F = L− λG.

Entonces en el ejemplo 6.1 F = C
0 D

α
xy

2(x) − λy(x) y la ecuación de Euler–

Lagrange fraccionaria para este problema viene dada por

C
xD

α
1

[
C
0 D

α
xy
]

(x) =
λ

2
.

Teniendo en cuenta que

C
xD

α
1

[
(1− x)β

]
=

Γ(1 + β)

Γ(1 + β − α)
(1− x)β−α,

concluimos
C
0 D

α
xy(x) =

λ

2

1

Γ(1 + α)
(1− x)α + c1,

que podemos reformular como

λ

2

1

Γ(1 + α)
(1− x)α + c1 =

λ

2

1

Γ(1 + α)

∞∑
n=0

(−1)n
n−1∏
j=0

(α− j)

n!
xn + c1.

Considerando
C
0 D

α
x

[
xβ
]

=
Γ(1 + β)

Γ(1 + β − α)
xβ−α,
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obtenemos la solución

y(x) =
λ

2

1

Γ(1 + α)

∞∑
n=0

(−1)nΓ(α)

n!Γ(α− n+ 1)

Γ(1 + n)

Γ(1 + n+ α)
xn+α + c1x

α + c2

=
λ

2

xα

Γ(1 + α)2 2F1(1,−α, 1 + α, x) + c1x
α + c2,

donde 2F1 es la función hipergeométrica de parámetros 1,−α y 1 + α. Te-

niendo en cuenta ahora que y(0) = 0, y(1) = 0 y I(y) =
1∫
0

[y(x)] dx = 1

obtenemos

y(x) =
12xα

Γ(1 + α)2 2F1(1,−α, 1 + α, x)− 12Γ(2α)

Γ(1 + α)Γ(α)Γ(2α+ 1)
xα,

la cual es la solución a nuestro problema. Haciendo el ĺımite cuando α → 1,

se obtiene inmediatamente que puntualmente

ĺım
α→1

y(x) = −6x2 + 6x,

que era la solución al problema entero (6.3).

Observamos que un problema de suma simpleza como el del ejemplo aqúı

presentado, diseñado precisamente para que sea fácil de resolver, posee una

cierta complejidad que queda en absoluta desproporción si se la compara con

su problema análogo clásico. En lo concreto, esto se debe a la manifestación

de las derivadas fraccionarias de Caputo tanto por izquierda como por dere-

cha en la ecuación de Euler–Lagrange.

Cabe destacar aqúı también que al elevar la complejidad de los problemas

levemente, la factibilidad de obtener soluciones exactas a los problemas dis-

minuye drásticamente. En todo caso, el desarrollo para obtener soluciones

a estos problemas suele carecer de un rigor matemático absoluto (ver por

ejemplo [6]).
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7. Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado diversos problemas de Cauchy para la Ecuación

de Difusión Fraccionaria. Primero estudiamos el problema unidimensional de

orden α ∈ (0, 2) con x ∈ R, para luego generalizarlo a un problema multidi-

mensional a un problema de orden α > 0 y a un problema con x ∈ R+. En

todos los casos probamos que las funciones halladas eran, efectivamente, las

soluciones a los problemas planteados y obtuvimos resultados adicionales de

las soluciones obtenidas, entre las cuales se destacan las cotas para las normas

Lp(R) y la prueba de la continuidad de la solución obtenida con respecto al

orden de derivación α.

Luego hemos construido mediante un argumento heuŕıstico una Ecuación de

Schrödinger Fraccionaria dependiente del tiempo y hemos estudiado el com-

portamiento de su solución para tres problemas f́ısicos básicos: la part́ıcula

libre, el problema de pozo infinito y el problema del pozo finito.

Finalizamos la tesis con una serie de observaciones acerca de ciertas limitacio-

nes que presenta la derivada fraccionaria de Caputo, haciendo especial énfasis

en la falta de una regla de integración por partes útil y en las desventajas

que esto trae tanto a nivel teórico como a nivel práctico.

Como comentario final en este contexto, es apropiado mencionar una conver-

sación que tuvimos con Yury Luchko, destacado especialista en el ámbito del

análisis fraccionario, acerca de este asunto, en el cual confirma las observa-

ciones acerca de la necesidad de un operador de diferenciación fraccionario

que sea autoadjunto: Of course, you are right and the Caputo derivative is

not self adjoint. And the right question is [...] how to define another fractio-

nal derivative that is self-adjoint (Por supuesto es verdad que la derivada de

Caputo no es autoadjunta. Y la pregunta correcta aqúı es cómo definir otra

derivada fraccionaria que si lo sea. Yury Luchko, 15/05/2018).

A partir de esto, presentamos las siguientes sugerencias para trabajos a fu-

turo:

Estudiar una Ecuación de Difusión Fraccionaria en la cual se considera el

operador C0 D
α
t
C
0 D

α
t con α ∈ (0, 1) con respecto a la variable temporal en

vez de la derivada fraccionaria de Caputo C
0 D

α
t con α ∈ (1, 2). Comparar

resultados.
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Desarrollar métodos numéricos para ecuaciones diferenciales fracciona-

rias parabólicas y ponerlos a prueba con los resultados exactos obtenidos

para la Ecuación de Difusión Fraccionaria. En [9], [14], [34] y [44] pueden

encontrarse métodos númericos para este propósito.

Profundizar el estudio de la Ecuación de Schrödinger Fraccionaria de-

pendiente del tiempo y sus implicancias f́ısicas. Desarrollar las herra-

mientas necesarias para estudiar problemas más complejos, siendo el

oscilador armónico el de mayor interés. Estudiar el comportamiento de

las soluciones a esta ecuación en el marco de la teoŕıa de resonancias.

En el contexto f́ısico, estudiar posibles interpretaciones f́ısicas del centro

de derivación a del operador ∗aD
α
x .

Analizar qué implicancias tiene que los operadores fraccionarios en el

contexto mecánico cuántico no sean autoadjunto. Existen circunstancias

en las cuales operadores no autoadjuntos pueden ser utilizados en el

marco de la mecánica cuántica, ver [47].

Desarrollar un nuevo concepto de derivada fraccionaria que interpole la

derivada clásica de manera similar a la derivada fraccionaria de Caputo,

pero que śı verifique la fórmula de integración por partes para posibilitar

que sea un operador autoadjunto. A raiz de la experiencia realizada en el

caṕıtulo 5, donde fue considerada una reiterada aplicación de la derivada

de Caputo con respecto al espacio y no una aplicación única de orden

mayor, se sugiere una definición de derivada fraccionaria de orden α con

α ∈ (0, 1) únicamente.

Finalizamos con una frase que consideramos resume perfectamente el valor

actual de la derivada fraccionaria de Caputo y que refleja las observaciones

realizadas durante esta tesis.

La derivada de Caputo es la peor definición de

derivada fraccionaria que poseemos, excepto por todas

las otras formas que han sido definidas hasta ahora.
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[65] M. Yavuz, N. Özdemir, European Vanilla Option Pricing Model of

Fractional Order without Singular Kernel, Fractal Fract. 2018, 2,

DOI:10.3390/fractalfract2010003, 11 pages, (2018).

[66] N. Young, An Introduction to Hilbert Space, Cambridge University Press,

Cambridge (1988).

110


