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Resumen

Esta investigacion surge de inquietudes sobre la ensefianza de limites en la materia Anélisis
Matematico | al inicio de las carreras de Ciencias Exactas y Naturales. La definicién del concepto
mencionado suele ser un tema que tiene cierta dificultad por la formalidad y simbologia propia de la
misma. En este marco, el propdsito del presente estudio es analizar cdmo la utilizacién de distintas
representaciones contribuye a facilitar la ensefianza de la definicién formal de limite, y analizar cuéles
son los beneficios de la utilizacién de GeoGebra. La informacién ha sido obtenida a partir de la
observacién de clases, donde se dicté el tema en cuestién y material audiovisual que surgié de las
mismas. Los hallazgos parecen indicar que la utilizacién de diferentes registros de representaciéon
junto con el software GeoGebra contribuyen a potenciar la ensefianza del concepto mencionado.
Palabras clave

Limite. GeoGebra. Teoria de representaciones.

Abstract

This research arises from concerns about the teaching of limits in the subject Mathematical Analysis |
at the beginning of the careers of Exact and Natural Sciences. The definition of the aforementioned
concept is usually a difficult topic due to its formality and symbology. In this framework, the purpose
of this study is to analyze how the use of different representations contributes to facilitate the
teaching of the formal definition of limits, and to analyze the benefits of using GeoGebra. The
information has been obtained from the observation of classes where this topic was taught and
audiovisual material which emerged from the lessons. The findings seem to indicate that the use of
different representation registers together with the GeoGebra software contribute to enhance the
teaching of the concept in question.
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1. Presentacién

En la presente seccién del trabajo se aborda cudl es el campo de estudio del Proyecto
Innovador en Educacién Matematica. La misma se compone de cuatro apartados, en el
primero de ellos se presenta la problemética, seguidamente los interrogantes que surgen a
partir de ella, en tercer lugar, los objetivos de la investigaciéon y, por ultimo, se realiza un

recorrido sobre cudl es el estado del arte en torno al tema en estudio.

1.1. Problemética

Esta linea de trabajo surgié a partir de analizar distintas probleméticas que se dan en la
ensefianza de la matemética en los primeros afios del nivel universitario, donde se ha
mencionado que una posible linea en la cual indagar abarca las dificultades y errores
habituales en el aprendizaje de la Matemaética. Se puede observar que comprende una
tematica muy amplia, ya que probablemente en muchos temas del &rea en cuestién haya
errores o dificultades en mayor o menor medida. Entonces, cabe preguntarse, a partir de
una mirada retrospectiva sobre experiencias previas, si hay algin tema en el que los
estudiantes presentan mayor inconveniente. La respuesta a esta pregunta fue la dificultad
que se da al momento de ensefiar y aprender la definicién formal de limite. Esto ha surgido
a partir de experiencias previas como estudiante de una materia llamada Residencia de
cuarto afo del Profesorado en Matemética, donde se realizaron mis préacticas en la materia
Andlisis Matematico | del Departamento de Matemética de la Escuela de Ciencias Exactas y
Naturales de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura de la Universidad
Nacional de Rosario.

La experiencia de practicas se desarrollé de manera virtual; los docentes, en general, subian
videos con explicaciones de los distintos temas que los estudiantes tenian que ver y se
realizaban algunos encuentros sincrénicos. A partir de estos videos, lo que llamé
particularmente la atencién fue la manera en que los docentes abordan el tema, mediante la
utilizaciéon del Software GeoGebra, ya que les aportaba mucho dinamismo a las
explicaciones. Se puede observar que la definicién formal de limite es un tema que tiene
cierta complejidad, ya que involucra mucha simbologia especifica y quizds un tanto

abstracta para estudiantes que, en este caso, es la primera materia con la que se encuentran



en el dmbito del Célculo Matemético, pues la materia mencionada se encuentra en el
primer cuatrimestre de primer afio.

Por otro lado, al corregir producciones de los estudiantes donde realizaban ejercicios del
presente tema se ha podido evidenciar, en general, buenos resultados, que quizés se deban
a esta forma de abordar las explicaciones. A partir de la propia biografia escolar en la
presencialidad, este tema no se explicaba utilizando GeoGebra, y quizés, si esto es
realmente beneficioso para los estudiantes, podria ser tenido en cuenta en un futuro al
volver a la presencialidad.

En las correcciones mencionadas de este tema en particular, es decir, de ejercicios donde los
estudiantes tenfan que aplicar la definicién formal de limite, se han observado ciertas
dificultades. De hecho, al dialogar con los otros docentes que también corregian estos
trabajos, notaban ciertos inconvenientes en los ejercicios mencionados.

Se considera, entonces, que el tema o la problemética a tratar es: {Cémo la utilizacién del
Software GeoGebra contribuye a facilitar la ensefianza de la definicién formal de limite? La
respuesta a esta pregunta puede estar relacionada con abordar el desarrollo del tema en
cuestion a través de distintas representaciones del mismo, es decir, mediante
representaciones gréficas, coloquiales y simbdlicas.

En cuanto al nivel o contexto en el cual se enfoca la investigacién, este trabajo se realiza en
el mismo &mbito donde ha surgido, es decir, en la materia Andlisis Matematico | de primer
afio de la FCEIA que corresponde a los distintos Profesorados y Licenciaturas que en ella se
dictan.

Por dltimo, este trabajo estd mayormente basado en la ensefianza, pero también tiene la

intencidon de atender a las dificultades que se dan en el aprendizaje.

1.2. Interrogantes

El objetivo de esta investigacién es poder analizar los beneficios de implementar ciertos
recursos en la ensefianza de la definicién formal de limite en la materia Andlisis Matemético
| de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura de la Escuela de Ciencias
Exactas y Naturales. A partir de la problematica en cuestién surgen algunos interrogantes a
los que se busca dar respuesta a través de este estudio:

{Como la utilizacion de distintas representaciones contribuye a facilitar y potenciar la
ensefnanza de la definicion formal de limite? Y en este marco, icudles son los beneficios de la

utilizacion de GeoGebra?



1.3. Objetivos

Objetivo general

o Estudiar cuédles son los beneficios de distintas propuestas para abordar la ensefianza de la
definicién formal de limite.

Objetivos especificos

o Analizar la contribucién de diversidad de representaciones para la ensefianza de la
definicién formal de limite.

« Reconocer los beneficios que al respecto otorga el uso del software GeoGebra.

1.4. Antecedentes

En el presente apartado del trabajo se investiga acerca de los antecedentes que hay sobre el
tema en estudio. En primer lugar, una serie de autores han realizado una investigacién
acerca del estado de arte del concepto de limite, retomando muchos otros autores. En
segundo lugar, se describen brevemente algunos trabajos donde se llevaron a cabo
propuestas del aprendizaje del concepto en cuestién mediante la utilizacién de GeoGebra vy,
por ultimo, se comenta una propuesta para la mejora del aprendizaje.

Limite de una funcion

Trujillo et al (2017) abordan una investigacién que se enfoca en la descripcién de los
estudios realizados sobre del tema en cuestién, mediante la recopilacién de informacién
enfocada en el estado y los avances que el concepto ha tenido en un periodo de tiempo
comprendido entre el 2000-2017.

Los autores mencionan que el célculo diferencial es una de las asignaturas de mateméticas
con un nivel de dificultad muy alto, ya que implica procesos mentales superiores y requiere
el dominio de los pre-saberes que le anteceden. Por otro lado, valoran la importancia de
estudiar en profundidad este tema puesto que, si los estudiantes no formalizan su saber
cognitivo, dificilmente van a comprender los temas que le siguen, tales como continuidad,
derivada e integral.

Para comenzar, identifican cudles son las dificultades con respecto a este tema y mencionan,
primero, que la mayoria de los docentes no tiene en cuenta las diferentes representaciones,
en las que se puede mostrar el limite de una funcién. En segundo lugar, consideran que la

dificultad en los procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto se debe a las diferentes



concepciones histéricas que han surgido a través del tiempo, donde las concepciones
erréneas son el resultado de obstéculos epistemoldgicos presentes en cada época, y que la
comunidad cientifica ha intentado resolver. Por dltimo, en cuanto al conocimiento
pedagégico del contenido del concepto, remarcan que para ensefiar no basta con saber
contenidos y tener un saber pedagdgico general, sino que indican la necesidad de un
conocimiento pedagégico especifico acerca de dicho contenido por parte del docente, con
el objetivo de disminuir las dificultades que se presentan en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje.

Para este estudio, los investigadores tienen en cuenta diferentes bases de datos, de los cuales
se eligen los documentos relacionados con el concepto del limite y en segunda instancia se
analizan para formular sugerencias sobre la orientacién pedagégica de las investigaciones.
Luego del anélisis de distintos documentos, Prada-Nufiez et al (2017) concluyen que la
mayoria de las investigaciones referentes al tema de limites tienen en cuenta la aplicacién de
secuencias didacticas en base a diferentes teorias como la de Duval (teoria de
representaciones semidticas), Brousseau (teoria de los obstaculos epistemolégicos y los
problemas en matemaética), Sierpinska (teoria de los actos de comprensién), Thompson
(concepcidén de estructura mental), Weierstrass (conceptualizacién métrica de limite) y
Blazquez (conceptualizacién como aproximacién O6ptima de limite). No obstante, los
autores mencionan que, en el momento de abordar el tema, lo hacen desde una perspectiva
abstracta, presentan el contenido de forma algebraica y gréfica, y no aplicada en un
contexto. A partir de esto proponen para futuras investigaciones que se enfoquen més en el
caracter significativo del tema, ya que consideran que este factor incide en la formalizacién
del concepto y en la actitud del estudiante por aprender el tema.

Ademds, también se puede observar que las investigaciones se inclinan méas por los
estudiantes que por los docentes, es decir, se enfocan mas en el aprendizaje que en la
ensefianza, y proponen un equilibrio en estos dos aspectos ya que van de la mano.
GeoGebra y limites

Por un lado, Rodriguez et al (2020), proponen el tratamiento de las formas indeterminadas
del limite a partir de la utilizacion del GeoGebra con fines heuristicos y de experimentacion,
en la asignatura Matemética | de la carrera Ingenierfa Industrial.

Los autores mencionan que en Andlisis Matematico el limite es su principal concepto, y que
en los procesos de ensefianza y de aprendizaje del mismo los conflictos y las dificultades en

la comprensién se hacen presentes desde su definicién. Tales dificultades van desde la



relaciéon entre infinito potencial e infinito actual, hasta las propias de su ensefianza y
aprendizaje.

La investigacién se centra en las formas indeterminadas del limite (FIL) y el uso de
GeoGebra, como recurso heuristico en los procesos de ensefianza y de aprendizaje. Se
sustenta en la representacion gréfica de funciones y las operaciones (aritméticas y
exponenciales) que entre estas generan las llamadas formas indeterminadas. Graficar
funciones en la mayoria de los casos ocupa tiempo, espacio y complejiza el proceso de
andlisis relacionado con funciones en algunos casos, no siendo asi con el uso de asistentes
matematicos. Los autores aluden que los beneficios de GeoGebra son producir inmediatez
en las representaciones gréficas, al mismo tiempo que permitir realizar operaciones entre las
representaciones algebraicas de dichas funciones. Es por ello que con la aplicacién de la
propuesta GeoGebra buscan, a través de las tareas elaboradas, la apropiaciéon por parte de
los estudiantes del concepto de indeterminacién relacionado con las FIL.

Antes de comenzar la investigacion, los docentes detectaron dificultades en el aprendizaje
de los limites en general y particularmente las FIL. Los estudiantes, por lo general, no
comprenden el significado de “indeterminacién” vy tienen tendencia a operar
algebraicamente segiin las propiedades de los limites. La metodologia implementada
consiste en un pre-test, una encuesta, ejercicios de carécter heuristico con GeoGebra,
ejercicios independientes a lapiz y papel con GeoGebra para su comprobacién y post-test.
En cuanto a los resultados, en la actividad que se realiza en el aula con GeoGebra como
medio de ensefianza se observa una buena participacién de los estudiantes, quienes aportan
ideas y mejoran dificultades relacionadas con el cédlculo de limites anteriores a la
introduccién de las formas indeterminadas. Por otro lado, la comparacién de los resultados
docentes, de pruebas pedagdgicas realizadas antes y después de aplicada la propuesta,
constata una mejora en la comprensién de las formas indeterminadas del limite y en el
célculo de limites en general.

Como conclusién los autores mencionan que el uso de representaciones en el aprendizaje
de conceptos matematicos es Gtil y reporta resultados inmediatos en la comprensién de los
mismos. Consideran que la aplicacion de los asistentes mateméticos a los procesos de
ensefianza y de aprendizaje resulta fundamental en el trabajo con las representaciones por
su inmediatez y diferentes usos didacticos que sustentan.

El asistente mateméatico GeoGebra se utiliza en la propuesta como medio de ensefianza en

el proceso heuristico que ayuda a la comprensién de las formas indeterminadas del limite y



como herramienta de comprobacidn en ejercicios de célculo de limites donde dichas formas
pueden estar presentes.

Otros autores que abordan un estudio con respecto al concepto de limite son Gazzola et al
(2011), quienes presentan resultados parciales, de un estudio realizado con alumnos del
Gltimo afio de una escuela secundaria publica argentina, en el dmbito del célculo. El
objetivo es analizar sus producciones en el estudio del limite funcional, con la
implementacién de netbooks y el uso del software GeoGebra. Los autores consideran que la
utilizacién de este tipo de herramientas como apoyo a la ensefianza y el aprendizaje de la
matematica, entre otros aspectos, permite acercarse a los conceptos a través de diferentes
representaciones y posibilita a los estudiantes a trabajar individualmente, comprobando sus
ideas y sus resultados en la resolucién de problemas.

En cuanto a resultados, los investigadores evidencian que, luego de realizar actividades con
GeoGebra los estudiantes podrian institucionalizar los conceptos, como la definicién de
limite, los limites laterales, y que para que el limite exista estos Gltimos tienen que ser
iguales.

Como conclusién, se considera que esta propuesta permite a los estudiantes participar en
forma activa en la construccién del conocimiento, a partir de explorar diferentes ejemplos y
corroborar los resultados obtenidos mediante resoluciones de 1apiz y papel. Por otro lado,
los autores creen que, a pesar de que los estudiantes cuentan con el software GeoGebra a
partir de la disponibilidad de un ordenador para cada alumno en el marco del Plan
Conectar-lgualdad, el estudio requirié de un gran esfuerzo por parte del investigador, para
que se familiarizaran y aprovecharan las potencialidades de dicha herramienta. El
investigador tuvo que lidiar con la constante demanda de los estudiantes de no aceptar
momentos de incertidumbre y ser ellos mismos los que construyan los conocimientos a
institucionalizar.

Por otro lado, proponen investigaciones futuras que se orienten a modificar la secuencia
didéctica propuesta, a la luz de los resultados obtenidos en esta primera implementacion,
para ser desarrollado en otros contextos aulicos y lograr una profundizacién en el estudio
de los limites.

Otras propuestas

Romiti et al (2014) realizan una propuesta de mejora para la ensefianza de este concepto. El

trabajo diario y sus resultados han llevado a las autoras a reflexionar sobre lo complejo que



resulta, por una parte, ensefiar y, por otra, comprender y apropiarse del concepto de
limite, que se desarrolla en la asignatura Analisis Matemaético | de las carreras de Ingenieria.
Las autoras, junto con otros docentes, identifican algunas dificultades a partir de sus
experiencias; entre ellas mencionan desconocimiento de ciertos simbolos mateméticos,
dificultades para justificar el valor de verdad de las proposiciones matematicas, preferencia
por actividades rutinarias. Antes de comenzar con el tema en estudio, las investigadoras
observan que el registro grafico es en el que mejor se desenvuelven los alumnos, mientras
que el desempefio en el registro simbdlico no fue bueno, y ain en menor medida el
coloquial.

A partir de estas dificultades realizan una propuesta de mejora para la préactica de
ejercitaciéon para alumnos de la asignatura Anélisis Mateméatico |. La misma incluye
actividades que involucran los tres tipos de registros mencionados anteriormente y el pasaje
de uno a otro.

Como conclusién de este estudio consideran propicio incorporar a la cartilla existente otras
actividades para confeccionar una propuesta de practica que atienda a los tres registros y a
las conversiones entre pares de registros de una manera que sea lo més equitativa posible.
Otra propuesta que va mas alld del uso de GeoGebra para la ensefianza del concepto de
limite es la que realiza Gémez (2018). En su trabajo disefia una secuencia didactica que tiene
como objetivo favorecer la comprensién del concepto de limite de estudiantes
universitarios mediante la geometria de fractales lineales.

El autor considera que las dificultades en torno al concepto de limite se justifican desde dos
ambitos esenciales, el primero tiene que ver con su importancia al introducir conceptos
como continuidad, derivada e integral y, en segunda medida, que para los estudiantes es un
concepto demasiado abstracto y que olvidan con facilidad.

Las actividades que Gémez (2018) propone fueron disefiadas con la intenciéon de posibilitar
en el aula las diversas concepciones asociadas al concepto del limite, que tienen que ver con
el obstaculo epistemoldgico “tiende al infinito”. Las actividades se enfocan en desarrollar
por medio de las estructuras fractales el conjunto de obstaculos epistemoldégicos “tiende al
infinito” con un breve recorrido histérico-epistemoldgico del concepto en cuestion.

Por otro lado, el autor resalta la importancia de incluir como pretexto las estructuras
fractales, particularmente el uso de algunos fractales lineales que sean conocidos, ya que

dentro de la geometria de los fractales se encuentra explicito el proceso al infinito.



Como conclusién de este trabajo, Gémez (2018) reflexiona acerca de que las estructuras
fractales y las actividades planteadas permiten desarrollar con los estudiantes diversas
confrontaciones en torno a la idea de infinito por medio de procesos geométricos intuitivos
y por ende al concepto de limite. La estrategia didactica posibilita ambientar en el aula las
diferentes concepciones que se dieron a lo largo de la historia con relacién al concepto de
limite, a través de la vivencia y abordaje de las principales caracteristicas del obstaculo
epistemoldgico “tiende al infinito™.

A modo de sintesis, en estos antecedentes, se puede observar que por lo general las
investigaciones se inclinan mas por los estudiantes que por los docentes, es decir, se enfocan
maés en el aprendizaje que en la ensefanza. Entonces la innovacién de este estudio radica en
proponer un abordaje del tema desde el lado de la ensefianza procurando analizar cuéles
son los beneficios de incorporar los tres distintos registros de representacién: gréfico,
simbdlico y coloquial, equitativamente, y con el complemento de utilizacién de GeoGebra.
Algunos autores mencionan que el uso de representaciones en el aprendizaje de conceptos
matematicos es util y reporta resultados inmediatos en la comprensién de los mismos. Esto
da lugar a preguntar: écudles son los beneficios de implementar las distintas representaciones
en la ensefianza de la definicién formal de limite?

Se puede concluir que la aplicacién de los asistentes mateméticos en los procesos de
enseflanza y de aprendizaje es fundamental en el trabajo con las representaciones por su
inmediatez y diferentes usos didacticos que sustentan. En particular, algunos estudios
afirman que la utilizacién de GeoGebra permite que los estudiantes participen en forma
activa en la construccién del conocimiento. La intencién de esta investigacion esté centrada
en analizar cuéles son los aspectos favorables de realizar las representaciones mencionadas
mediante el empleo de GeoGebra.

En los antecedentes se menciona que, en general, al abordar el concepto en estudio, muchas
veces se realiza desde una perspectiva abstracta, es decir, se presenta el contenido de forma
algebraica y gréfica y no aplicada en un contexto. Esta propuesta tiene, entonces, como
innovacién enfocarse en el caracter significativo del tema ya que este influye en la actitud

del estudiante para aprender el tema.
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2. Marco tedrico referencial

En esta seccidon del trabajo se exponen las bases tedricas en las que se enmarca esta
investigacién. Se compone de cuatro partes que desarrollan los conceptos fundamentales
del presente estudio: Matematica Universitaria, Limite de una funcién, Recursos Educativos

Abiertos y Teoria de Representaciones Semidticas de Reaymond Duval.

2.1. Matemética universitaria
Como ya se ha mencionado, este estudio se basa en la ensefianza del concepto de limite,
contenido que se desarrolla en la asignatura Anélisis Matematico | desarrollada en la Escuela
de Ciencias Exactas y Naturales de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura
- UNR.
Segun el programa de la asignatura, en este curso se trabaja con funciones de variable real,
se definen rigurosamente los conceptos de limite funcional y de sucesiones, continuidad de
funciones de variable real, y se completa con los elementos clasicos del Célculo Diferencial.
Por otro lado, se menciona que el estudio de los temas se realiza con atencién a toda la
riqueza encerrada en los teoremas y en sus demostraciones, a partir de las cuales surgen
diversos procedimientos de célculo, con atencién a las aplicaciones, mayormente en el area
de la Fisica y de las Ciencias de la Computacién. En el abordaje de las distintas unidades se
realiza un repaso de los conocimientos adquiridos previamente y se incorporan nuevos
contenidos, de manera alternada entre clases tedricas y practicas.

La asignatura tiene como objetivo general familiarizar al estudiante con los conceptos y

métodos basicos del célculo diferencial de funciones de una variable. Para ello los objetivos

principales son:

« Proveer al estudiante de un conjunto de técnicas del Andlisis Matemético para ser
utilizadas en la resolucién de problemas.

o Capacitar al estudiante para resolver problemas de indole geométrico, fisico u otros,
con la seleccién del modelo diferencial adecuado y aplicacién de los procedimientos de
célculo correspondientes al mismo.

o Desarrollar en el estudiante una capacidad que le permita afrontar nuevos problemas

con cierto grado de autonomia.
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o Desarrollar un espiritu critico cuyo manejo serd necesario en su posterior formacién
universitaria y profesional.
También, la asignatura, busca promover ciertas capacidades en los estudiantes, entre ellas:
que los estudiantes manejan h&bilmente las técnicas del Célculo Diferencial de funciones de
una variable, desarrollen capacidades de razonamiento 16gico, desplieguen estrategias para
interpretar, plantear y resolver problemas, con cierta autonomia, mediante la aplicacién de
los conceptos de funcién, limite, derivada y primitiva; que utilicen la herramienta
computacional como recurso facilitador del calculo y la representacién gréfica, entre otras.
Por otro lado, en el programa se menciona que se utilizan distintas modalidades de
enseflanza y de aprendizaje:
Una modalidad con mayor protagonismo del docente quien, sobre la base del material
bibliografico establecido y en permanente interaccion con los estudiantes, destaca la
relevancia de los distintos contenidos, presenta definiciones, enuncia y/o prueba
propiedades y analiza ejemplos que faciliten la comprensién y conceptualizacién. Otra
modalidad con mayor protagonismo de los estudiantes, quienes trabajan de manera
individual o grupal en la resolucién de problemas y ejercicios propuestos.
(...) Se pretende fomentar una lectura critica de los estudiantes alimentando su
intervencién y su participacién mediante la realizacién de trabajos précticos que
deberdn ser entregados. Se fomentard la consulta de diferentes bibliografias y la
utilizacién de distintos tipos de softwares para promover la utilizaciéon de las
herramientas tecnoldgicas en el aula (computadoras personales, smartphones, etc.). En
este contexto el docente adopta el rol de facilitador para la resolucién de problemas;

pero también actiia de observador y evaluador, detectando y ayudando a superar

dificultades (p.4).

2.2. Limite de una funcién

En concordancia con lo que mencionan Trujillo et al (2017), el célculo diferencial es una de
las asignaturas de matematicas con un nivel de dificultad muy alto. Estos autores consideran
que esto se debe a que los conceptos que se desarrollan dentro de esta materia implican
procesos mentales superiores que forman parte del andlisis matematico; todo esto parece
confirmarse en su objeto de estudio que consiste en saber cdmo cambian las funciones
cuando sus variables cambian.

Uno de los pre-saberes fundamentales es el concepto de limite y aqui radica la importancia

de estudiar en profundidad este tema. Trujillo et al (2017) consideran que, si los estudiantes
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no formalizan su saber cognitivo, dificilmente van a comprender los temas que le siguen,
tales como continuidad, derivada e integral.

El limite de una funcidn tiene infinitas aplicaciones en muchas areas; por ejemplo, los limites
surgen cuando queremos encontrar la recta tangente a una curva o la velocidad de un
objeto. La definicién de este concepto que podemos encontrar en Stewart (2012), que es un
libro muy utilizado en la ensefianza universitaria, es la siguiente:

Supongamos que f{x) estd definida cuando x estd cerca del nimero a, entonces

escribimos: J{r:'rrlz:f{x] = L, y decimos que “el limite de f{x), cuando x tiende a a es igual a

L”, si podemos hacer que los valores de f{x) estén arbitrariamente cercanos a L (tan
cercanos a L como queramos), tomando valores de x suficientemente cerca de a (por
ambos lados de a), pero no iguales a a.
Esta definicién se considera que es una definicién no rigurosa; ademas, este mismo libro
contiene lo que se llama “la definicién formal de limite™:
Sea f la funcién definida sobre algln intervalo abierto que contiene el nimero a.
excepto posiblemente en @ misma. Entonces, decimos que el limite de f{x} cuando x
tiende a es L, y lo expresamos como

lim f(x) = L

x—a
si para cada nimero & = 0 existe un nimero & = 0 tal que
si |x —a| = dentonces |f(x)— L| = =.
En la bibliografia menciona estas definiciones, que se encuentran acompafadas de tres

gréaficos como se puede observar en la Figura 1.

¥ ¥ ¥y
_ / y=L+e | y=L+e

]s \ f(,r’) l }g N y=L+s
L ————— % —————— estd { LHi—————— S ————— 4oy
E \// i | / A .

a—4 a+é8 a—-8 a+8

R
cuando x esta aqui
(x# a)

Figura 1. Gréficos que acompafan la definicién de limite de una funcién en el libro Stewart (2012)
2.3. Recursos Educativos abiertos, objetos de aprendizaje y GeoGebra

La UNESCO (2013) define los recursos educativos abiertos (REA) como materiales

didécticos, de aprendizaje o investigacién que se encuentran en el dominio piblico o que se
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publican con licencias de propiedad intelectual que facilitan su uso, adaptaciéon y
distribucién gratuitos. Por otro lado, Wiley (2008) define los objetos de aprendizaje (OA)
como cualquier recurso digital que puede ser utilizado para apoyar el aprendizaje. El uso de
REA y OA presenta un potencial a explorar cuando se incorporan en el aula en busca de
mejorar la préctica educativa en las diferentes &reas del saber dentro de la educacién bésica.
Trujillo et al (2015) mencionan que es necesaria la busqueda de nuevas formas de
mejoramiento de los procesos de ensefianza, donde la inclusién de las TIC y en especial la
aplicacion de REA presenta una oportunidad de progreso para el aprendizaje de los
estudiantes.

‘Qué es GeoGebra?

GeoGebra es un software de mateméticas para todo nivel educativo, de cédigo abierto libre
y disponible para usos no comerciales. Reline dindmicamente geometria, algebra, estadistica
y célculo en registros gréaficos, de anélisis y de organizacién en hojas de célculo. GeoGebra,
con su libre agilidad de uso, congrega a una comunidad vital y en crecimiento. En todo el
mundo, millones de entusiastas lo adoptan, asi como también comparten disefios y
aplicaciones de GeoGebra. Dinamiza el estudio, armoniza lo experimental y lo conceptual
para plasmarlo en una organizacién didéactica y disciplinar que cruza matemética, ciencias,
ingenieria y tecnologia.

GeoGebra permite el trazado dindmico de construcciones geométricas de todo tipo, asi
como la representacién gréfica, el tratamiento algebraico y el célculo de funciones reales de
variable real, sus derivadas, integrales, etc.

Por lo mencionado, se puede considerar a este software como un REA, ya que es de
dominio publico y gratuito. Ademés, al ser utilizado en la ensefianza y aprendizaje de
distintos contenidos matematicos, se encasilla dentro de la definicion de objeto de
aprendizaje. Es por esto que GeoGebra puede contribuir a favorecer la ensefianza del

concepto de limite.

2.4. Teoria de representaciones semidticas
Se puede observar que la definicién de limite de una funcién contiene diferentes
representaciones. Un autor que habla de esto es Duval (2004; citado en Oviedo et al, 2012)

quien considera que el aprendizaje de la matemaética es un campo de estudio propicio para

1 {Qué es GeoGebra? https://www.geogebra.org/about.
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el andlisis de actividades cognitivas importantes como la conceptualizacién, el

razonamiento, la resolucién de problemas y la comprensién de textos. Es por eso que

enseflar matemaéticas lleva a que estas actividades cognitivas requieran, ademaés del lenguaje

natural o el de las imégenes, la utilizacion de distintos registros de representacién y de

expresion.

En forma general es posible dividir las representaciones en internas (privadas) y externas

(visibles y observables publicamente), y considerar que estas Ultimas son por naturaleza

semidticas, ya que se producen mediante un sistema de signos. En referencia al aprendizaje

de la matemética, se establece que la diversificacién de representaciones semidticas de un

mismo objeto aumenta la comprensién de los sujetos vy, reciprocamente, las

representaciones externas (enunciados, férmulas, gréficas, etc.) son el medio por el cual las

personas exteriorizan sus imégenes y representaciones mentales haciéndolas accesibles a

otras personas.

Oviedo et al (2012) mencionan que en matemética las representaciones semidticas son

importantes tanto para los fines de comunicacién como para el desarrollo de la actividad

matematica. El tratamiento de los objetos mateméaticos depende directamente del sistema

de representacién semidtica utilizado.

Los registros de representacién semidtica se clasifican segin cuatro categorias que Duval

(2004; citado en Cruzado y Flores, 2017) define del siguiente modo:

o Registro en lengua natural o coloquial- esta representacién se da cuando se define un
fendmeno o situacién y se puede realizar de manera oral o escrita.

o Registro figural este registro involucra esquemas, bosquejos, lineas y figuras
geométricas.

o Registro algebraico: en este registro un objeto matemético se puede representar por
medio de expresiones algebraicas.

o Registro grédfico: se usa para representar un objeto matemético con base en un sistema
de coordenadas cartesianas.

Como se puede observar en la Figura 2, se dan tres tipos de representaciones: en forma

coloquial, tiene una gran cantidad de simbologia (registro algebraico) y estdn acompafnadas

de presentaciones gréficas.
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lim,~, f(x) = L significa que los valores de f(x) pueden hacerse tan cercanos a L como quera-
mos, tomando x lo suficientemente cerca de a (pero no igual a a).
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Igebraico

=

E Definicion  Sea fla funcidn definida sobre algiin intervalo abierto que contiene el
nifmero a, excepto posiblemente en a misma. Entonces, decimos que el limite de f{x)

cuando x tiene

ages L, y lo expresamos como

lim flx) =L

I—a

si para cada mimero £ > 0 existe un nimero & = 0 tal que

si ﬂ{|_1'—n|'::§ entonces |f{x]—L|{s

Registro

grafico
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Figura 2. Definicién precisa de limite en sus diferentes registros de representacién semidtica (basado

Por otro lado, segtn Trujillo et al (2015), es el docente quien tiene la tarea de innovar en el
campo educativo al orientar y afianzar el desarrollo de las habilidades mateméticas,
mediante el uso de las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién (TIC). Por lo tanto,
el objetivo de la investigacién es determinar el efecto que tiene el uso didéctico del

software matemético GeoGebra en la ensefianza del concepto de limite y cdmo favorece las

en Stewart, 2012)

distintas representaciones mencionadas por Duval.

3. Aspectos metodolégicos del estudio

A continuacién, se delimita el marco metodolégico de la investigacién. En él se desarrolla
cudl es el enfoque metodoldgico del estudio, su alcance, quiénes son los sujetos del mismo,

cdmo se ha recolectado la informacién, cudles son las categorias de andlisis y como se

realizé el procesamiento de los datos.
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3.1. Sujetos

Los sujetos de esta investigacion son algunos profesores que se encuentran ensefiando el
concepto de limite en la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura,
particularmente en la materia Andlisis Matemaético |, dictada por docentes de la Escuela de
Ciencias Exactas y Naturales, la cual corresponde al primer cuatrimestre de primer afo de
las carreras de Profesorado en Matematica, Licenciatura en Matematica, Profesorado en

Fisica, Licenciatura en Fisica y Licenciatura en Ciencias de la Computacién.

3.2. Enfoque, alcance y tipo de investigacién

Esta investigacién emplea un enfoque metodoldgico cualitativo para analizar cuéles son los
beneficios de la ensefianza del concepto de limite a través de la utilizacién del software
GeoGebra. Se considera que el estudio tiene este tipo de enfoque ya que el objetivo del
mismo es estudiar ciertas situaciones particulares de ensefianzas, sin mediciones numéricas.
Ademés, segiin Herndndez Sampieri et al (2014), los métodos cualitativos suelen resultar
maés apropiados para el campo educativo en general.

El alcance del estudio es descriptivo-interpretativo. La intencién es caracterizar las
contribuciones que tiene la ensefianza de limites de una funcién con apoyo en la
incorporaciéon de GeoGebra como un RAE y OA, y cédmo ayuda a superar las dificultades en
torno a este concepto.

Se realizé a partir de la observacién de clases grabadas y/o clases en vivo, por lo que esta
investigacion se clasifica como un estudio de casos, ya que se analizan situaciones especificas
donde se desarrolla del concepto de limite y se estudia cémo la utilizacién del software
GeoGebra puede beneficiar y potenciar la ensefianza del mismo. El estudio de casos, se trata
de un método muy uatil para el andlisis de problemas préacticos, situaciones o

acontecimientos que surgen en la cotidianidad, como lo es el tema de esta investigacién.

3.3. Técnicas de recoleccién y procesamiento de la informacién

Para la recoleccion de la informacion, la técnica que se ha implementado es la observacion
de clases grabadas o clases en vivo. En efecto, se han tomado notas de campo acerca de lo
acontecido durante las clases, para facilitar un posterior estudio y reflexién sobre los

acontecimientos sucedidos.
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El procesamiento de los datos se realizd a partir de la informacién obtenida a través de la
observacién de clases. Se realizé mediante un andlisis del contenido a partir del estudio de
las categorias que se desarrollan a continuacién y la informacién obtenida a través de la

técnica mencionada.

3.4. Categorias de analisis

Tabla 1. Categorias de andlisis

Categorias de andlisis Datos obtenidos a partir del material audiovisual

Representaciones gréficas

Representaciones simbodlicas

Representaciones coloquiales

Transicidon entre las distintas formas de
representacion

GeoGebra

Las categorias de andlisis (Tabla 1) han quedado determinadas por los distintos tipos de
representaciones: simbdlicas, gréficas y coloquiales. En la recoleccién de informacién se
prestd especial atencidén a cudles de estas representaciones se desarrollan a través de la

enseflanza con GeoGebra.

4. Resultados

En la presente seccidén del trabajo se detallan los resultados del mismo; esta se divide en
apartados donde se presentan, a través ejemplos, qué tipos de representaciones han sido
utilizadas y de qué forma.

4.1. Representaciones

A continuacién, se detallan ejemplos donde se ha podido evidenciar cada una de las
representaciones y cdmo han sido las transiciones de unas a otras.

En primer lugar, se menciona de qué forma se dan los distintos tipos de registros en el
apunte que utilizan estudiantes y docentes de la catedra de Andlisis Matemético | (AM 1), y

luego cdmo se realizaron durante la clase.
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Representaciones coloquiales, graficas y simbdlicas en el apunte de AM [
Definicion. Dada una funcién real f y un namero real a, de manera que f esta definida en un

entorno reducido del punto a, decimos que un valor £ es el limite de la funcién f, cuando la variable
independiente tiende al valor a, y notamos con el simbolo

lim f(x)=¢,

X—=a

si, para cualquier valor £ > 0, prefijado, existe un niimero positivo &, tal que,
O<|x—a|<8 = |flx)—f<e.

En términos de entornos, si
x€E'(a,8) = f(x)cE(Le).

Figura 3. Definicién de limite
Con respecto a las representaciones coloquiales, estas se han podido evidenciar
mayoritariamente en el apunte de clase que utilizan los estudiantes y que el docente usa
como guia. Al comienzo en el apunte se realizan algunas definiciones de conceptos que
serén utilizados en la definicién de limite, como el concepto de entorno y distancia, los
cuales se dan de forma coloquial y simbdlica. Por otro lado, en la definicién de limite se
utilizan tanto registros simbdlicos como coloquiales, como se puede ver en la Figura 3.
Ademas, esta definicién se encuentra acompafnada de la imagen que se muestra en la Figura

4.

0

Figura 4. Imagen que se encuentra junto con la definicién de limite

En esta imagen se ilustran los elementos que se mencionan en la definicién de limite. Se
puede observar que el mismo apunte pasa de un registro a otro, es decir, en la definicién
intervienen tres tipos de registros: simbdlico, coloquial y gréfico. Luego de la definicién se
profundiza adn mas en la forma simbdlica de la misma, como se puede analizar en el
extracto del apunte mencionado que se presenta en la Figura 5.

En forma proposicional,

lim f(x)=¢

x=a

si y sélo si
Ve>0, 36>0/Vx : (0<|x—a|<d = |f(x)—f| <€) .
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Figura 5. Registro simbdlico de la definicién de limite (Apunte de la cétedra)

La simbologia en este tema se encuentra tan presente que ademas se identifican notaciones
equivalentes (Figura 6).
Nota. Las siguientes simbologias son equivalentes.
lim f(x)=¢, lim f(x+a)=£, lim f(x)—€=0.

Figura 6. Registro simbdlico de la definicién de limite (Apunte de la catedra)

Representaciones coloquiales, graficas y simbdlicas durante el desarrollo de la clase
A continuacién, se menciona cémo se desarrollan los registros durante las clases, con
hincapié en las diferencias y similitudes que se dan con el apunte.
Con respecto a las definiciones de entorno y distancia, a diferencia del apunte que solo
utiliza registros gréaficos y simbdlicos, el docente utiliza registros gréficos (Figura 7).

O,

D |r—al<é

a—d [} a4 b

L L T L™ — T *

Figura 7. Registros gréficos en las definiciones de entorno y distancia (captura de pantalla de clase
mediante videollamada)

En esta presentacién se puede observar la nocién de entorno con cierto dinamismo que
aporta GeoGebra, ya que los valores de & iban disminuyendo y aumentando.

Por otro lado, para adentrarse a la definicién de limite, el docente comenzé con un
ejemplo, que es el mismo que se encuentra en el apunte, y lo explicé sobre un gréfico de
GeoGebra, como se puede ver en la Figura 8.

Dada la funcién f(x)=2x-1, el docente analizé que los valores de f{x) se acercan a un
namero cuando los valores de la variable x se acercan cada vez més a a=2, sin llegar a ser
2. En el gréfico habia puntos cercanos a 2 marcados en el gje xy, con linea de puntos, sus
respectivas imégenes. El profesor mostré que tales imégenes se acercaban a 3. Y luego
mostré una pestafia de GeoGebra con el mismo gréfico, donde los valores de x varian
dentro del entorno reducido de x=2y se podia observar cdmo varian las imégenes dentro
del entorno reducido de centro 3, acercdndose cada vez més a y=3. Para esto utilizd una

herramienta que provee GeoGebra denominada “Des/izadores’.
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DEFINICION DE LIMITE FINITO EN UN PUNTO

Sea
flx)=2x—1.

Deseamos ver si los valores de f(«) se acercan a un nimero, cuando los
valores de la variable .z se acercan a « = 2 (sin llegar a ser «).

3400lgmmm——————

Jlx
3

O, e

3=001p o= ===

-

Figura 8. Registro gréfico para explicar definicién de limite finito en un punto (captura de pantalla de
clase mediante videollamada)

Junto con este ejemplo, el docente comenzé a introducir la simbologia que posteriormente

utilizarfa en la definicién de limite (Figura 9).

I R

f(x) @reeermrrs e .

f[-")'»: ]_-.”_(:. :{’ e d 5 €) Y ILTTTT T T T T PP PP P ¢

f{X) @eerenianiniiiiiiiiii,

e e o PSP N S PR U PGS SR Ak e

s
+

z € E'(a,0)

Figura 9. Representaciones gréficas y simbdlicas del ejemplo mencionado en la presentacion del
docente (captura de pantalla de clase mediante videollamada)

En la Figura 9 se puede observar cdémo el docente, mediante la herramienta antes
mencionada, encontré un modo de explicar lo que luego formalizé en la definicién precisa
de limite. La herramienta utilizada permitia a los estudiantes visualizar que, a medida que
los valores de x se acercan més y més a cierto valor, las imagenes de la funcién se
encuentran cercanas a cierto valor. En el apunte, donde se desarrolla este tema, también

hay un gréfico de la misma funcién (Figura 10).
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El grafico de la funcién f se muestra en la Figura 1. En él podemos observar que los valores de la
funcién f se acercan al nimero 5, cuando los valores de x se acercan a 3.

W
/|

Figura 10. Imagen del mismo ejemplo que se encuentra en la Figura 9 (apunte de catedra)

La diferencia entre las dos formas de desarrollar este ejemplo radica en que, mediante el
ejemplo de GeoGebra, los estudiantes pueden observar cédmo los valores de f{x) se van
acercando a 3 a partir del dinamismo que aporta la herramienta deslizadores.

Luego de realizar el ejemplo de forma gréfica e ir introduciendo junto con él la simbologia
propia del concepto, el docente escribié el resultado del limite. Finalizd esta clase con la
formalizacién del concepto de limite, con la misma definicién del apunte, desde una
diapositiva.

En la clase siguiente, la cual fue dictada por otro docente, él mismo comenzé realizando un

repaso. Para esto utilizé también graficos en GeoGebra (Figura 11).

1 2

15
limf(e)=L & VYe>0,36>0: 0<|e—a|<d=|f(x)—L|<e¢

1

@ - 05

Figura 11. Gréficos en GeoGebra a modo de repaso (captura de pantalla de clase mediante
videollamada)

En este grafico, a diferencia del que utilizdé el otro docente, se pueden distinguir los tres

registros juntos, coloquial, simbdlico y gréfico.
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Junto con dicho gréfico utilizé la definicién precisa de limite e iba moviendo los

deslizadores, para hacer el & mas pequefio y mostrar que, a medida que & varia, & también

lo hace.
También se apoyé en este recurso para explicar y mostrar que el limite a veces no existe y

para ello utilizé el gréfico de la funcion signo, 1o que también invitd a recordar el concepto

de limites laterales (Figura 12).

Figura 12. Gréfico de la funcién signo con GeoGebra (captura de pantalla de clase mediante
videollamada)

Mostrd que en este caso los limites laterales existen, pero que eso no siempre pasa, y para

esto presentd la funcién: f{x) = sen{=). “{Existe el limite cuando x tiende a cero?” (Figura
X

13).
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Figura 13. Registro gréfico de f{x} = senii] con GeoGebra (captura de pantalla de clase mediante
videollamada)

Y agregd que el comportamiento de esta funcidn cerca del cero es “oscilar” (haciéndole
zoom a la imagen) y, por tal motivo, no se puede asegurar la existencia de un valor al cual

las iméagenes se acercan cuando los valores de x se acercan a O.
La utilizacién de estos gréaficos posibilitd hacer un repaso répido y recordar los conceptos

mediante la observacién y visualizacién de distintas funciones.

Al utilizar GeoGebra, se pudo realizar el grafico de la funcién f(x) = SETI{%::I, el cual no es

sencillo realizar a mano; ademaés, el profesor le hizo zoom al mismo para que los
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estudiantes comprendan qué pasaba cerca del cero y la idea de oscilacién que mencioné

después.

4.2. GeoGebra

En esta parte se analiza en qué situaciones y cdmo se utiliza GeoGebra durante las clases.
Como se puede observar, durante la clase donde se formalizd la definicién de limite, las
distintas explicaciones fueron acompafadas por graficos para complementar lo que decia el
apunte, se considera que de este modo se facilita la comprensién de nuevos conceptos, ya
que se permite la visualizacién de los mismos, y aporta dinamismo y movilidad al esquema,
lo que hace que una gréfica manual no pueda cumplir la misma funcién.

A través de GeoGebra no solo se implementé el registro gréfico, si no que este iba
acompafiado de los otros registros, simbologia propia de la definicién y lenguaje coloquial
que en su mayoria fue oral por parte de los docentes (Figuras 8 y 11).

En la Tabla 2 se sintetizan los hallazgos.

Tabla 2. Resumen de resultados obtenidos

Categorias de anélisis Datos obtenidos a partir del material audiovisual
Representaciones gréficas Figuras 6.8, 6.9, 6.11, 6.12 y 6.13
Representaciones simbdlicas Figuras 6.8, 6.9 y 6.11

Se dieron de forma oral durante las explicaciones donde

Representaciones coloquiales L
P 9 se mostraban las gréficas con GeoGebra

Figuras 6.9 y 6.11. Se conjugan representaciones gréficas y
simbdlicas, ademas del lenguaje coloquial que se realizaba
de forma oral por parte de los docentes

Transiciones entre las distintas formas
de representacién

Por otro lado, GeoGebra ayudé a realizar graficos que no seria tan sencillo realizar en un
pizarrén y a poder hacerle el zoom necesario para interpretar lo que pasaba con esta
funcién, como se puede analizar en la Figura 13.

Un ejemplo de un Applet similar al que han utilizado los docentes se encuentra en el
siguiente link de GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/dj3wkstk?. GeoGebra ofrece una
gran variedad de recursos abiertos a la comunidad que son realizados por estudiantes,
docentes, etc. Este Applet, en particular, muestra los tres registros (Figura 14).

Se puede ver el registro gréfico; en este caso se encuentra graficada la funcién f(x) = x*
pero permite cambiar la funcién e insertar la que uno desee. Asi como también permite
variar el valor del a. Por otro lado, se muestra la definicién de limite en lenguaje coloquial

y simbdlico, y la simbologia también se encuentra presente en la gréfica.

2 Autora: Sofia Rodriguez.
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Los “deslizadores” de & y £ permiten ir haciendo estos valores tan chicos como se desee y

visualizar qué pasa en el grafico de fi(x).

Limites

Insete la funcIdn; Inserte elvalor de a: Jim =4
Epsilon = 1 | Delta = 0.57

Definicion. Dada una funcién real £y un nimero real a, de manera que f estd definida en un
entorno reducido del punto a, decimos que un valor £ es el limite de la funcién £, cuando la variable
independiente tiende al valor a, y notames con el simbolo

e lim f(x) =t ,

si, para cualquier valor € > 0, prefijado, existe un nimero positivo 8, tal que,

0<|v—a|<d = |f(x)-{|<e.

057! ¥EE(a,8) = flx)€E(Le).

=g

Figura 14. Applet de GeoGebra sobre la definicién formal de limite
(https://www.geogebra.org/m/dj3wkstk)

5. Conclusiones

En la presente seccién del trabajo se busca dar respuesta a los distintos interrogantes
realizados al comienzo de la investigacién. Ademas, se relacionan los hallazgos con los
estudios que han sido desarrollados en el estado del arte y, por Gltimo, se detalla cuél se
considera que es la innovacién y posibles lineas de trabajo que se desprenden para futuras

investigaciones.

5.1. Respuesta a los interrogantes

En este apartado se busca dar respuesta a los interrogantes planteados al inicio de la
investigacion. Esto se realiza a partir de los resultados obtenidos, que han sido desarrollados
en la seccién anterior.

Los interrogantes planteados al comienzo del trabajo son:

{Como la utilizacion de distintas representaciones contribuye a facilitar y potenciar la
ensefnanza de la definicion formal de limite? Y en este marco, icudles son los beneficios de la
utilizacion de GeoGebra?

En las Figuras 9 y 10 se puede observar cémo se realizan, de distinto modo, un mismo
ejemplo donde se utiliza la definicién formal de limite. La diferencia entre estas dos formas

de desarrollar este ejemplo radica en que, mediante GeoGebra, los estudiantes pueden
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observar cémo los valores de f{x) se van acercando a 3 a partir del dinamismo que aporta
la herramienta deslizadores que proporciona GeoGebra. Ademads, los conceptos no se
encuentran de manera estatica como en el apunte, si no que el docente experimenta con
ellos. Si bien en ambos ejemplos se utiliza el registro gréfico junto con el simbdlico,
GeoGebra contribuye a potenciarlos.

Otro beneficio de GeoGebra se puede evidenciar en la Figura 13, donde fue utilizada la
gréfica de una funcién para complementar la idea de que los limites no siempre existen. en

este caso el docente queria mostrar que cuando una funcién oscila cerca de un punto alli el

limite no existe y para esto utilizd la gréfica de la funcién f{x) = sen {:E}. Este gréfico tiene
X

la particularidad de que si se grafica en la escala inicial que proporciona GeoGebra, se
observa “una franja” del color del gréfico y no se puede analizar lo deseado, pero si se le
hace zoom, y/o se cambia la escala del eje x, es posible examinar lo que sucede cerca del
valorx = 0. Graficar funciones, como mencionan Rodriguez et al (2020), muchas veces
ocupa tiempo, espacio y complejiza el proceso de andlisis, en este caso GeoGebra
proporciona inmediatez para el docente para desarrollar el concepto o la idea esperada.
Como mencionan Oviedo et al (2012), la diversificacién de representaciones semidticas de
un mismo objeto aumenta la comprensién de los sujetos las representaciones v,
reciprocamente, las representaciones externas (enunciados, férmulas, gréficas, etc.) son el
medio por el cual las docentes exteriorizan las imégenes y representaciones mentales
haciéndolas accesibles a otras personas (los estudiantes). Como se puede observar en la
Tabla 2, los docentes han utilizado tres de las cuatro representaciones definidas por Duval
(2004; citado en Oviedo et al, 2012): gréfica, coloquial y simbdlica.

Las representaciones gréficas se dieron a través de GeoGebra (Figuras 8, 9, 11, 12 y 13), lo
que ha permitido la visualizacién de los conceptos, con uso del registro gréfico combinado
con otros registros. La opcién deslizadores, utilizada por los docentes, aporta dinamismo y
movilidad al esquema, lo que hace que una gréfica manual no pueda cumplir la misma
funcion.

La utilizacién de GeoGebra permite de la exploracién y visualizacién, y a partir de esto se
busca que los estudiantes establezcan relaciones entre los distintos objetos que contiene la
definicién formal de limite y que se familiaricen con las propiedades que ellos cumplen, de

modo tangible y manual en lugar de abstracto.
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El docente, durante las explicaciones, iba manipulando los objetos y no solo se centraba en
la visualizacién de la grafica de una funcién. Esto permite entender de manera dindmica
cdmo los aspectos algebraicos generan transformaciones al objeto gréfico asociado y asi
entender de manera més precisa dichas transformaciones.

(Cudles son los beneficios de la utilizacion de GeoGebra?

Los conceptos matematicos, muchas veces, no son objetos reales y por consiguiente es
necesario recurrir a distintas representaciones para su estudio y para llevarlo a cabo resulta
importante tener en cuenta que ayudan a su comprension.

Romiti et al (2014) consideran que una persona comprende efectivamente un cierto
contenido cuando logra desempefiarse satisfactoriamente tanto en el tratamiento por
separado de los distintos registros como en la articulacién entre los mismos. Mencionan que
el estudiante comprende parcialmente un cierto contenido si logra tal desempefio en dos de
los tres registros propuestos. En caso contrario logra lo que se encuadra como comprensién
frégil.

La utilizacién del software GeoGebra desarrolla principalmente el registro gréafico, pero los
docentes lo han complementado con registros simbdlicos y coloquiales.

Las representaciones semidticas resultan favorables y permiten a los docentes no mecanizar
el aprendizaje con rutinas carentes de significado, sino que buscan la comprensién
conceptual y procedimental de los objetos mateméticos involucrados en el célculo
diferencial, por parte de los estudiantes.

El uso de GeoGebra, como un REA para la visualizacién de las representaciones gréficas
combinada con otros registros, se incorpora en el aula en busca de mejorar y potenciar la
préactica educativa. Sin embargo, la manipulacién de este es solo realizada por el docente.

El programa de la asignatura menciona que una de las capacidades que busca lograr en los
estudiantes es que utilicen la herramienta computacional como recurso facilitador del
célculo y la representacién gréfica, entre otras. Entonces, cabe mencionar que una forma de
potenciar ain mas el aprendizaje y el uso de GeoGebra, es que los estudiantes hagan uso
del mismo. Que sean ellos, con el docente como facilitador, los que interactden con el
programa e intenten encontrar relaciones entre los distintos objetos matematicos que se
encuentran en la definicién del concepto de limite.

A modo de ejemplo, luego de que el docente explique la definicién de limite y utilice para
ello GeoGebra, podria ir explicando cdmo se realiza la utilizacién del Applet de modo que,

luego de esto, sean los estudiantes quienes exploren el concepto y los distintos elementos
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que en ella se ponen en juego. A continuacidn, se describe brevemente una propuesta que

utiliza el Applet de la Figura 14.

Actividad 1

a) Realizar en el Applet los siguientes pasos para cada una de las funcione y luego
completar la tabla:

- Insertar la funcién de la casilla de entrada:

(1) f(x)

(2)f(x)

- Ingresar un valor para a.

xe

3

X

- Seleccionar un valor de Epsilon (g) con el deslizador.
- Hallar un valor de Delta (§) que verifique la Definicién Formal de Limite y otro valor

que no.

fix) fﬂf{x]:‘t E §e(l—sLl+es) b g (l—sl+e)

b) Para los valores de & que pertenezcan al entorno de &, escribir la definicién de limite con
los valores correspondientes.
Esta actividad tiene como propédsito familiarizar a los estudiantes con la utilizacién del
Applet, ya que, probablemente para algunos estudiantes sea la primera vez que utilicen
GeoGebra. Por otro lado, encontrar los alumnos tienen que encontrar un & que verifique la
definicién de limite y, por altimo, relacionar el registro simbdlico con el coloquial que se
encuentra en la definicion.
Actividad 2
Utilice una gréfica para encontrar un nimero & tal que:

si|x— 1| < & entonces | (x* —5x+ 6)—2| < 0.2
Luego escriba cdmo quedaria la definicién escrita de forma simbdlica en este caso.
En esta actividad se busca involucrar el registro gréfico y simbdlico en primer lugar y, luego,
el registro coloquial al transcribir lo observado en la definicién propiamente dicha.

Actividad 3
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Graficar en el Applet la funcién f(x) = %

. , =]
¢{Qué sucede con lim—?
x—=0 x

La intencidn de estas actividades propuestas es que los estudiantes se familiaricen con los
conceptos que se ponen en juego en la definicién de limite y realicen el ejercicio de pasar
de un registro a otro y encontrar las relaciones entre ellos.

La actividad 3, por su parte, busca comenzar a introducir a los estudiantes en la idea de que
el limite no siempre existe; esto podria ir acompafado de una posterior formalizacion,
junto con el docente.

Por otro lado, como dicen Trujillo et al (2017), al momento de abordar el concepto de
limite se suele hacer desde una perspectiva abstracta, donde el contenido se presenta de
forma algebraica o gréfica y no aplicada en un contexto. En esta linea, algunas actividades
que se podria proponer a los estudiantes que realicen son las que se presentan en la Figura

15.

12. Un horno de confeccion de cristales, se utiliza en la
investigacion para determinar la mejor manera de fabricar
cristales que se usardn en las partes electrénicas de
los transbordadores espaciales. Para que el crecimiento
de los cristales sea el idéneo, la temperatura se tiene que
controlar exactamente ajustando la potencia de entrada.
Suponga que la relacién se representa con

T(w) = 0.1w? + 2.155w + 20

donde T es la temperatura en grados Celsius y w es la

11. Se requiere un tornero para fabricar un disco metdlico potencia de entrada en watls.

circular con 1000 em? de drea. a) ;Cudnta potencia se requiere para mantener la

a) ;Qué radio produce tal disco? temperatura a 200°C?

b) Si al tornero se le permite una tolerancia de error b) Si se permite una variacién de temperatura de
de =5 cm? en el drea del disco, jqué tan cercano al 200°C £1°C, ;qué intervalo se potencia en watts se
radio ideal del inciso a) debe el tornero mantener el radio? permite para la potencia de entrada?

c) En términos de la definicién £-8 de lfim.—., f{x) = L, ¢) De acuerdo con la definicién &-8 de lim,—, f(x) = I,
&Que es x? (Qué es f(x)? ;Qué es a? (Qué es L7 4qué es x? ;Qué es f(x)? ;Qué es a? ;Qué es L? ;Qué
¢ Qué valor de £ se da? ;Cudl es el valor correspondiente valor de & se da? ;Cudl es el valor correspondiente
de 57 de 57

Figura 15. Posibles actividades para implementar en el aula (Stewart, 2012)

En estas actividades se ponen en juego nuevamente los elementos que se encuentran en la
definicién de limite y tal definicién. La diferencia con las actividades anteriores es que estas
no se dan en abstracto, sino que ambas son problemas en contexto y se pide a los
estudiantes que relacionen los conceptos con la definicién de limite. Por su parte, en la
segunda actividad se podria realizar el grafico de la funcién para comenzar la actividad con

un registro gréfico de lo que sucede y para ello utilizar GeoGebra.
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5.2. Relacién de los hallazgos con otros estudios similares

A continuacién, se desarrollan las similitudes y diferencias entre los resultados obtenidos en
el presente trabajo y los que se han reportado en el estado de conocimiento sobre el tema.
A diferencia de lo que mencionan Prada-Nufez et al (2017), quienes remarcan que la
mayoria de las investigaciones se inclinan mas por los estudiantes que por los docentes, el
presente estudio se centra en mayor medida en cédmo los docentes abordan la ensefianza
del concepto de limite. De todos modos, los procesos de ensefianza y de aprendizaje estan
profundamente relacionados, y muy probablemente, una mejora en la ensefianza tendra
como resultado una mejora en el aprendizaje. Como mencionan Trujillo et al (2017), el
docente tiene que tener como objetivo disminuir las dificultades que se presentan en la
enseflanza para asi facilitar el aprendizaje.

Por otro lado, estos autores mencionan que al momento de abordar el tema se suele hacer
desde una perspectiva abstracta, el contenido se presenta de forma algebraica o grafica y no
aplicada en un contexto. En concordancia con esto, en las clases observadas para esta
investigacion se ha podido evidenciar lo mismo que estos investigadores remarcan.
Rodriguez et al (2020) analizan cudles son los beneficios de la utilizacién de GeoGebra para
que los estudiantes comprendan las formas indeterminadas de los limites. Al igual que ellos,
en este estudio se ha podido dar cuenta que graficar funciones ocupa tiempo y espacio, y
puede llegar a complejizar el proceso y que uno de los beneficios de GeoGebra es la
agilidad a la hora de realizar estas gréficas.

Esta investigacién aborda las representaciones de un modo similar a como lo hacen Romiti
et al (2014), quienes toman como referente a la Teoria de Representaciones Semidticas de
Raymond Duval; de nuevo aqui la diferencia radica en que ellas realizan una propuesta
para la ensefianza del concepto en cuestién y es alli donde a partir de las representaciones
consideran que es beneficioso para la ensefianza y el aprendizaje.

Al igual que remarcan Prada-Nufiez et al (2017), Gazzola et al (2011) se centran en una
propuesta para los estudiantes con respecto al concepto de limite y concluyen que
GeoGebra, como apoyo a la ensefianza y el aprendizaje de la matematica, permite a los
estudiantes acercarse a los conceptos a través de diferentes representaciones y les posibilita
comprobar sus ideas y sus resultados en la resolucién de problemas. En este estudio, si bien
estd mayormente centrado en la mirada de cémo utilizan el software los docentes, se puede
concluir que el modo en que los profesores lo abordan también acerca a los estudiantes a

comprender el concepto a través del uso de las distintas representaciones.
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Tanto en las investigaciones consultadas como en este estudio se ha podido evidenciar la

dificultad que tiene el concepto de limite, y que esta radica en su simbologia y abstraccién.

5.3. Innovacién del estudio y posibles lineas de trabajo que se desprenden

La innovacién de este estudio radica en potenciar la ensefianza de un concepto tan
abstracto y dificil de comprender, como lo es la definicién formal de limite. También se
realiza una propuesta para que la utilizacién del software GeoGebra no solo quede del lado
del docente, sino que también pueda ser experimentado por parte de los estudiantes.

La propuesta realizada es un ejercicio para utilizar antes de la formalizacién del concepto.
En relacién con esto una posible linea de trabajo es estudiar cbmo beneficia el aprendizaje
del concepto esta actividad, implementado en el aula. También se puede complementar
con actividades posteriores a la formalizacién del concepto.

Por otro lado, en los antecedentes de esta investigaciéon se ha citado a Prada-Nufiez et al
(2017), quienes mencionan que al momento de abordar el tema se suele hacer desde una
perspectiva abstracta, donde el contenido no se presenta aplicado en un contexto.
Entonces, otra posible linea para futuras investigaciones es realizar una propuesta, donde
algunas actividades no sean solo ejercicios de calcular o demostrar el resultado de algin

limite, si no sean un problema contexto.

5.4. A modo de cierre

En relacién con el compromiso social de esta investigacién, la Declaracién de la Conferencia
Regional de Educacién Superior (CRES 2008; citado en Cecchi et al, 2013) menciona que,
en las instituciones de Educacién Superior, que es en el contexto donde ha surgido este
proyecto como una propuesta en una materia del Profesorado en Matemética, se ha de
fomentar en sus estudiantes una labor de investigacién basada en la indagacién de los
problemas en su contexto. Ello con un rol cientifico, tecnolégico, humanistico y artistico,
fundado en la definiciéon explicita de los problemas a atender y dar una solucién a los
mismos. Ademés de estar acompafiada de una posterior divulgacién con el fin de tener una
relacién de compromiso y mas activa con la sociedad.

En esta linea se considera que lo que aporta el presente estudio a la sociedad educativa es
analizar una alternativa de ensefianza del concepto de limite, con el fin de potenciar el
aprendizaje de los estudiantes, a partir de repensar los modos de ensefianza y examinar el

material del cual se valen los docentes para sus clases.

31



Por otro lado, se analiza la utilizacién de GeoGebra con un sentido, no simplemente la
utilizacién de las TIC, si no con el fin de beneficiar los procesos de ensefianza y de
aprendizaje. Se pone el foco en cdmo la utilizacién del registro gréfico a través de este
software y otros registros pueden contribuir a la comprensién de los conceptos que se
ponen en juego.

En rasgos mas generales, este proyecto busca desarrollar una capacidad de razonamiento
l6égico en los estudiantes, que tengan la capacidad de interpretar, plantear y resolver
problemas, con cierta autonomia, capacidades que son fundamentales en el todo el trayecto
universitario asi también como fuera de este.

A modo de reflexién final, considero que es fundamental como estudiante y futura docente
en matemaética, cuestionar y reflexionar sobre las practicas de ensefianza actuales con el fin
de potenciarlas o modificarlas para una mejora de los procesos de enseflanza y de
aprendizaje. Este proyecto ha surgido de comenzar a indagar sobre probleméticas que cada
una de las alumnas de este seminario habia evidenciado durante su trayecto en la facultad,
mediante una mirada retrospectiva sobre lo recorrido. Nos hemos involucrado con el
contexto en donde hemos desarrollado nuestro aprendizaje de los ultimos afos e indagado
acerca de qué dificultades habiamos encontrado, qué cuestiones ameritan seguir indagando
0 qué &reas de vacancia habiamos podido evidenciar.

Por dltimo, estos trabajos y otros que sigan estas lineas, es deseable que se compartan con la
comunidad ya sea para seguir indagando o tomar ideas que lleven a una mejora de las
préacticas en el aula. Por Gltimo, tener en cuenta que el trabajo del docente no solo se centra
en el aula sino también sefialar la importancia de la labor cientifica de las grandes

contribuciones que puede tener.
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