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UNA PROPIEDAD CARACTERISTICA DE LAS 
CUADRICAS DE REVOLUCION Y DE LOS 

CILINDROS CUYA SECCION RECTA ES 
UNA ESPIRAL LOGARITMICA

por L. A. Santaló

1. Introducción. Se llaman curvas-D de una superficie aque­
llas que en cada uno de sus puntos tienen la esfera osculatriz tan­
gente a la superficie O.

Se sabe que la ecuación diferencial de estas curvas-D es de 
segundo orden, de manera que por cada punto de una superficie 
pasan infinitas, una para cada dirección considerada sobre la 
superficie.

El teorema que vamos a demostrar en esta nota es el si­
guiente :

Las únicas superficies tales que en cualquier punto de la su­
perficie, el lugar geométrico de los centros de curvatura de las 
curvas-D que pasan por él es una curva plana, son las cuádrioas 
de revolución y los cilindros cuya sección recta es una espiral 
logarítmica.

Deben excluirse, y ello haremos en todo el trabajo, las esfe­
ras y, como caso límite, los planos, para los cuales todas las cur­
vas son curvas-D.

En realidad las curvas-D intervienen en el teorema únicamente 
para dar una mayor simplicidad al enunciado. Como sólo se uti­
liza de ellas la propiedad local que las caracteriza en cada punto, 
podría prescindirse de las mismas y decir:

Consideremos en un punto P de una superficie todas las 
esferas tangentes y los centros de los círculos osculadores en P 
a las curvas de intersección de estas esferas con la superficie. El

(x) Bibliografía sobre estas curvas se puede ver en la Encylclopádie der 
Mathematischen Wissenschaften, III3, D 3, págs. 181-182.
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lugar geométrico de estos centros será, en general, una curva 
alabeada; las únicas superficies para las cuales esta curva es plana 
para todos los puntos P de la superficie, son las cuádricas de 
revolución y los cilindros cuya -sección recta es una espiral loga­
rítmica.

2. Fórmulas necesarias. Consideremos un punto de una .super­
ficie y un sistema de ejes coordenados ortogonales xlf x2, x3 tales 
que el plano x±x2 sea el plano tangente y los ejes xlf x2 coin­
cidan con las direcciones principales de curvatura de la superficie 
en dicho punto. Supondremos siempre que se trata de un punto 
regular, es decir, un punto en el cual las curvaturas principales 
son finitas y derivables.’

Entonces se sabe que la ecuación de la superficie en un en­
torno del origen (que es el punto considerado) se expresa por el 
desarrollo en serie

^3— 2 (^lXl2^2X22) +

— (Zc11a?13-|-3Á:12a'l2a?24'3/C2i^i^22“l-^'22‘Z;23) + • • • (2« 1)

donde y k2 son las curvaturas principales en el origen y ade­
más se ha puesto

,(w = l,2). (2.2)

Tanto las curvaturas kl9k2 como sus derivadas parciales se 
toman en el origen.

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la curva-Z) que 
pasa por el origen y es tangente en él a la dirección que forma 
un ángulo 9 con el eje xl9 podemos proceder por coeficientes 
indeterminados de la manera siguiente.

Llamando s al arco de la curva, en un entorno del origen, 
estas ecuaciones paramétricas deben ser de la forma

xr = s eos cp + s2 + s3 + ...
x2 = s sen cp + a2 s2 + ¡32 s3 + ... (2. 3)
x3 = a3 s2 + P3 s3 • • •



— 83 —

Siendo s el arco, debe ser x\2 + x'22 + x\2 = 1 (indicando 
los acentos derivadas respecto s), de donde, sustituyendo los valo­
res (2.3) e igualando a cero el coeficiente de s se tiene la pri­
mera relación

(2-4)ax eos cp + a2 sen ? ~ 0-

super-

(2. 5)a3 s2 + P3 s3 + ... = -7- (&i eos2 cp + k2 sen2 cp) s2 +
2 •

—(fcn eos3 cp + 3/r12 eos2 cp sen cp + 3fc21 eos cp sen2 cp 

+ k22 sen3 cp + 6/q eos cp + 6fc2 a2sen ?) s3 + • • •

Además, para que la curva (2. 3) esté contenida en da 
ficie (1.1) debe verificarse idénticamente

de donde se deduce, igualando los coeficientes de las potencias s2 
y s3 de ambos miembros,

(2.7)

Por otra parte, para que (2. 3) sea una curva-Z) la ecuación 
de su esfera osculatriz en el origen debe ser de la forma

siendo R el radio de la misma. Por tanto, al sustituir en esta 
ecuación los valores (2. 3), deben ser nulos los coeficientes de s2 
y s3, lo cual, teniendo en cuenta (2.4), da Jas condiciones

l-2«37? = 0, P3 — 0. (2.8);

De (2. 4) y de la segunda ecuación (2. 6), teniendo en cuenta 
(2. 8), se deducen los valores de y a2í a saber
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habiendo puesto, ,para abreviar,

 ^11 cos3 T + 3^12 eos* 2 cp sen cp + 3Ar2i coscp sen2 cp + k22 sen3 cp
3 sen ? cos ?

(2-9)

Resulta, en definitiva, que las ecuaciones de la curva-D de 
la superficie (2.1) que pasa por el origen y cuya tangente en 
este punto forma un ángulo cp con el eje xlf en un entorno del 
prigen, son

s2 1x2 = s sen cp + — h, cos cp 4-...

x3 =— s2 (fcx eos2 cp + k2 sen2 cp) + .. .

(2-10)

donde los puntos indican términos que contienen potencias de s 
superiores a s2 (2).

3. Demostración del teorema. La dirección de la normal 
principal en el origen (s = 0) a la curva-D cuyas ecuaciones son 
las (2.10) tiene sus cosenos directores proporcionales a

y el radio de curvatura r vale

1
(3.2)

x'\ = —h sen cp, x"2 = h cos cp, 

1r = ^==== = ------ ------- .
/ íc"12-|-a;"22+a?"32 j/ A2-|-(Zc1 eos2 q-\-k2 sen2 cp)2

(2) Estas ecuaciones para las curvas D se encuentran ya en W. Blaschke, 
Bestimmung der Fldchen deren D-Linien gleüchzeitig Boschungslinien sind, 
Mathematische Zeitschrift, vol. 27, 1928, pág. ,150.
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Por tanto las ecuaciones paramétricas de la curva descrita 
por los centros de curvatura de las curvas-D que pasan por el 
origen son

 —h sen cp
h2-\-(k1 eos2 q>-\-k2 sen2 cp)2

h eos cp 
h2-\-(k1 eos2 <p+fc2 sen2 cp)2

 k± eos2 cp+fc2 sen2 cp 
/i24-(/f1 eos2 cp+fc2 sen2 cp)2

en las cuales el parámetro variable es el ángulo cp.
Para que esta curva sea plana deben existir las constantes 

A, B, C, D tales que sea, idénticamente para todo valor de cp,

(3.3).

A5 + fir1 + Cz; + Z) = 0 (3-4),

o sea,

— Ah sen cp + Bh eos cp + C (Zq eos2 cp + k2 sen2 cp) 
+ D \h2 + (k± eos2 cp 4- k2 sen2 cp)2] = 0 (3. 5)

donde h tiene el valor (2.9).
Observemos que para nuestro objeto podemos suponer k^/- 

k2, puesto que el caso de ser k1 = k2 en todo punto de la super­
ficie significa que la misma es esférica, caso que hemos ex­
cluido por ser entonces curvas-D todas las de la superficie.

Sustituyendo en (3. 5) el valor (2. 9) de h y quitando deno­
minadores se observa" que el coeficiente de D contiene potencias 
de eos cp y sencp superiores a las de los demás coeficientes; por 
tanto, para que (3. 5) sea una identidad respecto de cp, debe ser 
D — 0. Resulta por tanto: si el lugar geométrico de los centros 
de curvatura de las curvas-D de una superficie que pasan por un 
punto es una curva plana, el plano que la contiene pasa por este 
punto.

Después de hacer D = 0, el primer miembro de (3.5) queda 
un polinomio en sen4 cp, sen3 cp eos cp, sen2 cp eos2 cp, sen cp eos3 cp 
y cos4cp, el cual, para que se anule para todo valor de cp debe
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tener iguales a cero todos sus coeficientes. Resulta así el sis­
tema

— ^11H- 3Bk12 + 3Ck± (A?!—k2) = 0
— 3AAr21 + Bk2% + 3Ck2 (/íx—k2) = 0

— Ak±2 Z?A:21 = 0 (3.6)
-4.Z?22 = 0
Bku = 0.

Hay que ver en qué casos esto sistema puede tener solucio­
nes A, B, C que sean constantes, no todas iguales a cero. 

Los casos posibles son los siguientes:
I. kr y k2 son distintos de cero. En este caso caben las po­

sibilidades, siguientes:
a) A = 0, B = 0. En este caso resulta k± = k2 y por tanto la 

superficie es una esfera o un plano, caso que ya hemos dicho 
debe excluirse.

b) A = 0, B~/-Q. Las últimas ecuaciones (3.6) dan en este 
caso las condiciones

k^\ — 0, k2i — 0. (3-7)

Las dos primeras ecuaciones (3. 6), si C = 0, dan k12 — k22—0, 
que junto con las (3.7) exigen que k± y k2 sean constantes; re­
sulta de nuevo el caso de la esfera. Si C~/-0, eliminando en las 
dos primeras ecuaciones (3. 6) B y el producto C (k^—k2)f resul­
ta la condición

^22 — ^2 ^*12 — (3-8)

La condición (3. 8) se puede escribir

(3-9).

y de (3.7) se deduce también

A(M=o.
dx±' k23'

(3-10),



Estas condiciones (3.9) y (3.10) bastan para asegurar que 
la superficie es una cuádrica(3).

Una demostración directa de este hecho es la siguiente:
Las condiciones (3.7) indican que se trata de una superficie 

de revolución (4). Tomemos un sistema de ejes coordenados x, y, z 
tal que el eje de revolución coincida con el eje x. Vamos a hallar 
la ecuación z=z(x) de la sección meridiana por el plano x,z. El 
radio de curvatura de la sección normal tangente a un paralelo, 
es igual a la longitud de la normal a la curva z = z(&) compren­
dida entre el punto considerado y el eje x de revolución, o sea,

^- = Z(1+Z'2)V2.

Además, la curvatura de la sección meridiana vale

z"k. —2 (l_(_z'2)3/2 ’

Con estos valores, la condición (3.9), se escribe,

z32" = -_a2

siendo a una constante. Esta 
escribiéndola en la forma

ecuación se integra inmediatamente

dz
o sea z' dz' =- — dz z*

de donde

y2=—+ 6 zz'o sea---------- -1
|/a2+6¿2

(3) Ver G. DArboux, Théorie genérale des surfaces, vol. II, pág. 415 
(n? 513).

(4) Ver. W. Blaschke, Vorlesungen uber Differentidlgeometrie I, pág. 142 
(Berlín, 1930).



y finalmente

]/a2 + bz2 = bx + c

siendo c otra constante. Esta ecuación, elevando al cuadrado am­
bos miembros, es la ecuación de una cónica.

c) A-/-O, B = 0. Es el caso simétrico del anterior, del cual 
se deduce permutando los ejes x± y x2. Se llega, por tanto, a 
la misma conclusión que en b).

d) A~/~0, B~/0. Si C = 0, se deduce que deben ser constan­
tes y k2, o sea, se cae de nuevo en el caso de la esfera.

Si C~/-0, como suponemos que kl9 k2 y k±—k2 son distintos 
de cero, el sistema (3. 6) da las condiciones

&11— Oí ^22 — 0, k2 k122 + k± k212— 0. (3.11)

Las dos primeras condiciones caracterizan a las cíclidas de 
Dupin(5). Como estas cíclidas dependen de un número finito de 
parámetros, la necesidad de cumplir la tercera relación prueba 
que las tres condiciones juntas solamente se pueden cumplir en un 
número finito de puntos o sobre una curva de la superficie, pero 
no para todos los puntos de la misma.

II. Una de las curvaturas k± o k2 es igual a cero. Si las 
dos curvaturas son nulas a la vez, estamos en el caso del plano 
que excluimos. Basta, pues, considerar únicamente el caso en que 
una sola de las curvaturas es igual a cero. Por simetría bastará 
considerar el caso k2 — 0. De esta condición se deduce

1^21 ^22 (3.12)

y el sistema (3. 6) queda

- Akrl + 3Bk 12 + SCkJ = 0
4^=0, M,1=0 (313>

Por ser fc2 = 0, la superficie es un cilindro, cuya sección

(B) Ver W. BlAschke, Differentialgeometrle I, pág. 140.
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recta es la curva plana definida por la ecuación intrínseca k± = 
A,1(s). Siendo un cilindro, todas las secciones rectas son iguales 
y por tanto k12 = 0, con lo cual el sistema (3. 6) se reduce a la 
ecuación

fcn_3C __
k^ A “ a (3-14),

siendo a una constante que puede ser nula. k1± es la derivada 
de k± respecto de xlf pero como la línea de curvatura o?2 = cte. 
es tangente al eje x±, llamando s a su arco, es d#1/ds = l. Por 
tanto, integrando (3.14) resulta

—= as + b

que es la ecuación intrínseca de la espiral logarítmica (6).
Si a = 0 resulta un cilindro de revolución, que cae dentro 

de las cuádricas de revolución.
Reuniendo todos los casos considerados se tiene demostrado el 

teorema enunciado en la Introducción.

4. Observación. E. D. Camier en una nota titulada A pro- 
perty characteristic of quadrics of revolution and general cylin- 
ders (Mathematical Gazette, vol. XXX, 1946, pág. 141) estudia 
el problema de hallar las superficies tales que en todos sus puntos 
el lugar geométrico de los centros de las esferas osculatrices de 
las geodésicas que pasan por ellos es una curva plana.

Tomando los mismos ejes coordenados y con las mismas no­
taciones del n.° 2 anterior, el lugar geométrico de los centros de 
las esferas osculatrices de las geodésicas de la superficie (2.1) que 
pasan por el origen, resulta ser la curva cuyas ecuaciones para­
métricas son

— 3/i sen cp 
(k± eos2 cp+/c2 sen2 cp)2

(6) Ver, por ejemplo, E. Cesaro, Lezioni di Geometría Intrínseca, Napoli 
1896, pág. 15.
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coscp
(fc1 eos2 cp+/¿2 sen2 cp)2

_______1________
k± eos2 cp+/c2 sen2 <p

(4-1)

Comparando estas ecuaciones con las (3.3) resulta

£=_1=Sni V
es decir: la dirección del radio de la esfera osculatriz a una geo­
désica de una superficie en un punto, coincide con la dirección 
de la normal principal a la curva-D tangente a la geodésica en 
dicho punto.

En consecuencia, cuando la curva lugar geométrico de los 
centros de curvatura de las curvas-D que pasan por un punto O 
sea una curva plana, como hemos visto que el plano que la con­
tiene pasa por el punto O, resulta que también será plana la 
curva lugar de los centros de las esferas osculatrices de las geo­
désicas que pasan por O.

De aquí que el resultado del problema considerado en esta 
nota coincida con el de Camier. Sin embargo, Camier afirma que 
la condición se cumple para cualquier cilindro, mientras que, se­
gún hemos, visto, es necesario que el cilindro, o bien sea circular, 
o bien tenga por sección recta una espiral logarítmica.

ROSARIO, instituto de MATEMÁTICA.



ESTUDIO EN GRANDE DE UNA
ECUACION DIFERENCIAL DEL SEGUNDO ORDEN

POR

Beppo Levi y José L. Massera

El estudio que sigue no tiene otro fin que dar un ejemplo 
de los fenómenos que pueden presentarse cuando, para entrar en 
conocimiento de las soluciones de una ecuación diferencial, se 
quiere salir de los entornos suficientemente restringidos de pun­
tos suficientemente regulares para los cuales se verifican las hi­
pótesis de continuidad y de limitación que están a fundamento 
de los teoremas clásicos de existencia, unicidad, etc., de las so­
luciones; un problema enunciado por Poincaré desde sus pri­
meros trabajos (x) y que por otra parte ha atraído repetidamente 
la atención de los autores.

La ecuación elegida no tiene en sí un interés particula¡r, 
habiéndose formado casi casualmente en una conversación de 
clase, con el propósito de introducir determinada singularidad; 
pero la discusión detallada nos ha parecido de algún interés por 
los distintos arreglos mediante los cuales se pudieran superar las 
dificultades (2).

(’) Así en el Mémoire sur les courbes définies par une équation differen- 
tielle (Journal de Liouville, 1881) que tendremos que citar más adelante con 
las palabras siguientes, que reproduce mucho más tarde en 1921, presentando 
en Acta mathematica (t. 38) la exposición resumida de su obra científica: 
4'II est done nécessaire d’étudier les fonctions definies par des équations dif­
ieren tielles en elles-mémes et sans cherclier á les ramener á des fonctions plus 
simples...”

(2) La colaboración de los autores tiene igual explicación, habiéndose la 
conversación de clase desarrollado primeramente en Rosario y transportado 
luego verbalmente por las amistosas relaciones personales del director del 
Instituto y de su primer colaborador, el Dr. Luis A. Santaló con los colegas 
del Instituto de matemática y estadística de Montevideo.



I - Estudio analítico elemental de la ecuación

1. — Consideremos la ecuación del 2o. orden

(i)
Poniéndola en la forma 

se ve en seguida que en torno de cualquier punto (xQyQ) con 
yo~/-O se verifican las condiciones por las cuales el teorema 
fundamental de Gauchy y Lipschitz (3) asegura la existencia y 
unicidad de la solución por la cual

/W=p (2)

donde p es un número finito asignado arbitrariamente.
El cálculo efectivo de esta solución y la determinación de 

los límites dentro de los cuales este cálculo tiene validez se en­
frenta prontamente con dificultades materiales de cálculo. De 
cualquier manera la teoría nos dice todavía que la solución se 
prolonga unívoca, continua y con derivada continua hasta tanto 
que el punto (xy) no alcance —si esto es posible— el valor 0 
para y.

Observando que la ecuación es analítica, se puede añadir 
que lo será también la solución así determinada y que por lo 
tanto en un entorno conveniente dpi punto (¿coyo) puede repre­
sentarse por un desarrollo de Taylor que se puede calcular por 
el método de los coeficientes indeterminados, poniendo

x = x0-]-h

y = yo + ph + a2h2 + a3 h? + ...

e igualando luego los coeficientes homólogos de la ecuación que 
se obtiene sustituyendo en (1) estas expresiones, es decir

(3) El aludido teorema general de existencia puede verse en cantidad de 
tratados. Para servir de reí eren,cia citamos el Traite d’Analyse, de E. Picard.
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x0 + h = yy" = 2a2 y0 + (3.2a3 y0 + 2a2p)h + ...

+ [n(n—1) a„ y0 + (ti- 1) (n-2) an_t p +

+ (n-2) (n-3) an_2 a2 +...] + ....

Resultan las ecuaciones

2^2 Jo = xo

3-2as yQ + 2a2p = l

n(n-l) an y0 + (n-1) (n—2) an_r p+{n-2^n-2) an_2 a2+.. .=0 

que permiten calcular los an en modo recurrente.
No vamos a detenernos sobre este cálculo porque otro aná­

logo sigue a continuación. Notamos todavía que, para que el 
cálculo teóricamente proyectado pueda considerarse completo, 
sería necesario — como en efecto haremos en el otro caso, más 
interesante para nosotros — determinar un dominio de conver­
gencia de esta serie. Se podrá entonces, al menos teóricamente, 
seguir calculando la prolongación analítica, pana alcanzar todos 
los valores de la solución.

Sin embargo este procedimiento, además que trabajoso, no 
da ninguna información acerca de las propiedades de la función 
y definida por la ecuación (1) y las condiciones (2), ni sobre 
el modo como ella depende de estas condiciones iniciales. Debe 
notarse también .que, aparte un caso que veremos en el n. 4, 
ninguna función elemental o combinación simple de ellas cum­
ple con la ecuación (1).

Para dirigir diversamente nuestro estudio —como es nues­
tro propósito actual— añadimos todavía, como observación pre­
liminar, que, si en la ecuación (1) se reemplaza y por —y, ella 
se reproduce invariada; podemos luego afirmar que la familia 
de las curvas integrales corre simétricamente en los dos semi- 
planos separados por el eje x. Podemos por lo tanto limitarnos, 
en general, a considerar uno solo de estos semiplanos. Supon­
dremos entonces ordinariamente sea el semiplano y 2x0.
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2. — Las condiciones do regularidad por las cuales pueden 
aplicarse los teoremas generales dejan de realizarse si se supo­
ne yo = O-

Pero, si también ;ro = O, pero PT^O, el mismo cálculo de 
coeficientes indeterminados permite todavía calcular un desarro­
llo de Taylor el cual representará una solución si podremos ve­
rificar que ese desarrollo tenga radio de convergencia finito; en 
seguida debe notarse que la solución que, para x bastante pró­
ximo a 0 será representada por ese desarrollo, se prolongará 
luego según se dijo en el n°. anterior, por cuanto se habrá al­
canzado valores de x e y distintos de 0 que podrán, conjunta­
mente con el valor correspondiente de considerarse como
nuevos valores iniciales. Prácticamente será equivalente y más 
cómodo efectuar la prolongación analítica de la serie que va­
mos a calcular.

Pongamos, para este fin, indicando con a2, u3,... coefi­
cientes indeterminados, análogamente a lo dicho en el n. anterior, 

y — pxa2 x2 a3 x3 .
(4)

sustituyendo en (1) se tendrá la ecuación

para cuya realización deberá ponerse 

(5)

a/í+z]

2a2 p—l = 0, .-.a2=^~

y seguir igualando a 0 cada uno de los coeficientes de xn, para 
n = 2,3,..., de donde se obtendrán en modo recorrente los coe­
ficientes <z3,a4,....

Para simplificar este cálculo, y también para conclusiones 
sucesivas, conviene aplicar la sustitución

«n = p-2n+3 (6)
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a consecuencia de la cual resulta

P) 

y en cada uno de los corchetes del segundo miembro de (5) 
sale en factor p~2<n~2), resultando las condiciones

n(n +1) 6n+1 = -(n-Zc) (n-Zc-1) bn_k b^. (8)

Dando a n los valores sucesivos 2,3,4,... se obtiene 

= = b‘=~^8....... (9)

En seguida se nota que estos coeficientes tienen signo al­
ternado y precisamente bn tiene el signo de (—l)n; la ley re­
conocida para los primeros valores de n, se confirma por in­
ducción para n cualquiera. Si en efecto suponemos que ella 
sea verificada por todos los bu„f¡ (k = 0,l,.. .,n—2), resulta 
que en el segundo miembro de (8) cada uno de los productos 
bn_j.bj^2 tiene el mismo signo (—l)n de bn; por lo tanto todos 
los términos de la suma en el segundo miembro de (8) tienen 
el mismo signo, y la (8) misma puede escribirse en forma más 
explícita

n(n + l) bn+l — (-l)»+i (n—lc') (n-Zc-1) \bn_k\ \bk+2\. (8')

Comparando (7) y (9) se observa también que para los pri­
meros valores de n se verifica

(10)

todavía por inducción la relación (8') permite afirmar que esta 
relación se verifica para todos los n. Si en efecto suponemos 
nuevamente que ella sea realizada por todos los bn_]. (k=0,l, 
n — 2) (8') nos da



— 96 —

»(»+!) IK«I S*¿l W

siendo
n-2 1 n-2 1 1 1£ ( 1   1 j —4 1___ 1
t=o (/c+2)(¿+l) ^=0 ' /í-f-1 7í+2 • n

resulta

. n-1 ___1_
n+1 ' n2(n+l) (n+l)p

Si, conjuntamente con (6), hacemos todavía la posición

x = p^, (11)

la (4) se escribe
y = p3(5 + 62^ + 63?3 + .„) (12)

y la acotación (10) demuestra que la serie en paréntesis tiene 
radio de convergencia >1; luego, por (11) el radio de con­
vergencia de (4) será > p2.

3. — Una más precisa determinación de este radio de con­
vergencia tiene poco interés con respecto a nuestro estudio. La 
(8') permite sin embargo algunas reflexiones sobre una acota­
ción por exceso; esa (8') puede en efecto escribirse

^n+l —
(-1)"1 16« I + 7(¿1) I 16^ I ] ;

(13)
por lo tanto

&n+l 1 n-1
bn = 2 n+1 ’ (14)



Observando que por n—>co el segundo miembro tiende a 
1/2, resulta que el radio de convergencia de la serie en el se­
gundo miembro de (12) será ciertamente ^2.

Refiriéndonos a los valores (9), se tiene en efecto

1
b2 6 2 ’ 3 ’

¿U __ 1 _£ JL JL 
b3 ~ 3 ~ 2 ’ 3 > 2 ' 2 ’

65 — iZ —JL1Z JL J 
~40—2 20^ 5 ‘

La acotación (14) puede todavía ser mejorada teniendo en 
cuenta el término anteriormente despreciado en (13); por medio 
de la misma (14), se deduce en efecto 

¿ (n-k) (n-k-l')\bn_k\|&H2| =fc—1 — 2
S (n—k') (n-k—l)\bn_k\ \bk+1\ 

k—1

= ¥ ¿ ¿ ^n~k^ (n~k~r> I bn-k111 
bk+1

4^ («-*) (n-fe-l)15n_fc||6/c+1|
o k=l

=ífcül¡>,l.
6 1 n|

Sustituyendo en (13), para n^3

- n+1' 2 6 >
2 n—1
3~ ñ+í ’ (15)

El radio de convergencia de la serie (12) está luego com­
prendido entre los valores 1 y 1,5. El extremo superior es cier­
tamente excesivo y podría mejorarse todavía con razonamiento 
análogo al anterior.

Resulta de todos modos para el radio de convergencia de la 
serie (4) la limitación p<l,5p2; luego p—>0 conp—>0. Esto 
demuestra que Ja hipótesis p~/=0 puesta al principio del n. 2. 
es verdaderamente esencial; si existe una solución de la ecuación 
(1) para las condiciones iniciales
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y(0)=0, y'(0)=0

ella tiene que ser irregular y no admitir desarrollo de Taylor en 
el origen.

4. — Tal solución irregular existe en efecto como se obtiene 
con el razonamiento siguiente:

Poniendo en (1)

y = XaZ

resulta

a(a — 1) x2(a-i) ¿2 2a (r2a__1 z' + X2a z" = X 

y esta ecuación se realiza por z = constante si

2(a — 1) = 1, a(a—-1) z2 = l

es decir

Se obtiene así la solución

(16)

que se comprueba por cálculo directo que verifica las condi­
ciones iniciales

y(0) = 0, /(O) = (±f3a!V2)^o = o.

La ecuación (16) se escribe, en forma racional,

3 y2 — 4 xz = 0,

donde se ve que se trata de una parábola cúbica con punto de 
retroceso en <el origen.
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Para z>0 ella tiene dos ramas reales tangentes al eje x 
y simétricas respecto de él. No tiene por opuesto puntos reales 
(que son los que interesan en nuestro problema) para a?<0.

5. — La solución encontrada en el n. 3 es la única que sa­
tisface a la ecuación (1) con las condiciones iniciales

y (o)=o y(o)=p-/-o.

Para demostrarlo razonaremos por absurdo. Notamos pri­
mero que, a raíz de la simetría de la ecuación respecto del eje 
x, se puede suponer p>0. Supongamos que hubieran dos so­
luciones /(#), g(x) tales que

/(0) = s(0) = 0, /'(0) = 9''(0) = p>0;

elegido arbitrariamente un q, tal que

0 < q < p,

existe un intervalo — + u dentro el cual

\f{x')\>q.\x\, |gr(o;)| > q.\x\.

Podemos suponer a<l. Por cuanto las funciones /'(#), 
q'(a?) son continuas y /'(O) — q'(0) =0, existe dentro del inter­
valo — a~a un intervalo de la forma — b~b en el cual ]/'(□?) — 
gr'(a?)|<l; luego

\f(x)-g(x')\ < |x|.

Por fin de

(17)



100 —

y por tanto, integrando dos veces,

Sustituyendo esta nueva limitación en (17) se obtiene 

A consecuencia de las desigualdades precedentes, será lue­
go, en el intervalo — b~b 

y, por una nueva integración, 

sustituyendo nuevamente en (17) resulta todavía

Repitiendo v veces el procedimiento resulta así

(18)

Supongamos ahora que no fuera idénticamente f(x)=g(x) 
y que por lo tanto, para algún x realizando las dos condiciones 
|Zr|<6, |#|<q2 sea \f(x) — g(x')\==A>Q; al crecer v, los
dos números

__1____
v!2(v-|-l)

decrecen tendiendo a 0; por lo tanto, para x = x y v bastante



grande el segundo miembro de (18) resulta <A, en contradi­
ción con la hipótesis. Queda así establecido el absurdo.

La demostración pierde validez para p = 0, de conformidad 
con el hecho que la solución encontrada en el n. 4 es irregular. 
Un examen mucho más delicado, que saldrá únicamente del con­
junto de la discusión siguiente, nos mostrará que efectiva­
mente tampoco en el caso p = 0no existe otra solución que la (16).

6. — La observación siguiente encontrará varias aplicacio­
nes en lo sucesivo.

Si indicamos con X un parámetro y hacemos el cambio de 
variables

x = X*X, y = X*Y (19)

resulta

ÉL=xÉL d2y_x í d2Y
dx 1 dX ’ dr2 dX2‘

Sustituyendo en la ecuación (1), se obtiene pues

d2Y
y"y = x2 —y = rr = x2X

es decir
d2y

con otras palabras vemos que si, después de efectuar la sustitu­
ción (19), consideramos la Y como función de X, esta función 
verifica todavía la ecuación propuesta; o también, si

es solución de la ecuación (1), será todavía solución de (1)

y = X-3/(X2 x) (20)

para cualquier valor fijo del parámetro X.
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Al variar X la sustitución (19) define un grupo continuo 
de transformaciones; se dice que la ecuación (1) admite ese gru­
po o es invariante por él.

Nótese todavía que las relaciones (11), (12) entran como 
caso particular en la actual observación; ellas dicen en efecto 
que, conociendo la solución por el origen, correspondiente a la 
pendiente p = l, se deduce de ella la que corresponde a otra 
pendiente p, cualquiera -/= 0, aplicando la transformación (19) con 
x=p.

Si al contrario se aplica la transformación (19) a una so­
lución para la cual sea

y(o)=f(o)=o,

se obtendrá una transformada que verifica las mismas condicio­
nes iniciales; en particular se ve en seguida que la parábola 
cúbica (16) se transforma en si misma. Ella es también la 
única solución de (1) que la trasformación (19) deja inalte­
rada: propongámonos en efecto determinar todas las funciones 
/(a?) tales que sean equivalentes entre si las ecuaciones

y—/(a;)=0J x3y—/(X2a?)=0; (21)

para simplificar un poco el problema, introduzcamos dos nue­
vas variables q poniendo

y = n3, x=z^2;

la condición (21) se expresa entonces diciendo que si en la función 

se multiplican las dos variables por un mismo factor X, la fun­
ción se reproduce salvo un factor independiente de las variables. 
F(%,x\) es Por lo tanto función homogénea; aplicando el teo­
rema de Euler se obtiene luego:

3(n3 - /(S2)) = n. 3 5.2 /'(^)

f(P) ~~ 2
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o, volviendo a la variable x,

fW 3 1 
/(#) 2 x

3
> log/(aj) = —(logx + c) 

f(x) = C x3¡2. (22)

Todas las funciones que la transformación (19), (20) trans­
forma en sí están expresadas por la fórmula (22) donde C es
constante arbitraria; como se vió en el n. 4, para que esta fun­

ción satisfaga a (1) debe ser C = sin embargo la con-ouiioxugu m. yj.j |__ ^/—

sideración del haz de parábolas cúbicas

(23)
o, en forma racional

y2 — cx3 = 0,

tendrá todavía en lo sucesivo importancia fundamental.

7. — De la última deducción resulta que, si la transforma­
ción (19) ,se aplica a una solución de (1) que no sea la (15), se 
obtiene otra solución de (1) y, variando X, se obtiene así una 
familia de soluciones de (1) dependiente de un parámetro.

Incidentalmente resulta que, si a la pregunta acerca de la 
unicidad de la solución que sea cero conjuntamente con su de­
rivada en el origen tuviera que contestarse negativamente, debe­
rían estas soluciones ser infinitas.

En el orden general, teniendo en cuenta que la solución 
general de una ecuación diferencial del segundo orden depende 
de dos parámetros arbitrarios, es lógico pensar que, por el co­
nocimiento de la transformación (19), la determinación de todas 
las soluciones de (1) deba poderse reducir a la determinación 
de una familia de funciones dependiente de un solo parámetro, 
independiente de X, y por lo tanto soluciones de una ecuación 
diferencial de primer orden. Una teoría general para realizar 
esta reducción es debida a S. Lie(^). En nuestro caso especial

(4) Sophus Lie, Classification und Integration ron gewfflinlwhen Dif- 
ferentialgleichungen zwischen xy, die cine Gruppe ron Transformationen ge- 
statten. Math. Aun. 32 (1888), pág. 213.
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observemos que si, en cambio de la ecuación de segundo orden 
(1) que tiene por soluciones las funciones f(x)9 consideramos 
otra cuyas soluciones sean las funciones

Cp(íc) =a?-3/2 /(#),

la simple sustitución de \2x a x debe cambiar cada solución 
en otra. Más simplemente, por cuanto X es arbitrario, podemos 
cambiar x en y. x; y si a la variable x sustituimos otra v 
poniendo x = ev, la transformación de las soluciones una en 
otras se realizará por alterar simplemente esta v por una cons­
tante aditiva. Pongamos, para más claridad, u = q(x'). La ecua­
ción diferencial transformada define entre las variables u y v 
una correspondencia que, con respecto a v es indeterminada por 
una constante aditiva arbitraria. Esto es lo mismo como decir

dv /  dv du\que —I o igualmente 1: — = —) 
du ' du, dv' es una misma función determi­

nada de v, correspondientemente a cada familia de soluciones 
de (1) dependientes del parámetro X.

Se infiere de este análisis que, efectuando en la ecuación 
propuesta la sustitución

y ~ X3^2 u, x = ev (24)

deberá ella transformarse en otra que, respecto de la función 
du . ii.— tomada como nueva incógnita, se reduzca al primer orden.

De (24) se obtiene en efecto

dx =. ev dv,

d2y _lv / 3 du d2u \
_2V(—«4-2— 4------),
dz2 M dv dv2' (25)
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y, después de sustituir en (1) y dividir ambos miembros por ev,

l = u (^-u + 2u' + u") . (26)

En esta ecuación ha desaparecido la variable v; conviene 
entonces considerar u' como función de u, con tal que esta 
u sea variable. La reserva es necesaria porque si la sustitu­
ción (24) se efectúa sobre la solución (16) (la parábola cúbica), 
resulta simplemente

luego u' = u" = 0;

con esta posición, (26) resulta efectivamente realizada; recípro­
camente es esta la única solución de (26) que corresponde a 
u = constante.

Excluyendo este caso, pondremos pues

, / \ „ dw , dw .u = w(u) U — —— u =.w -— ,
du- da

la (26) se transforma en

w—j— + 2w + -—u----- = 0 (27)
du 4 a

que es la ecuación de primer orden que se quería hallar.
A cada familia de soluciones de (1) dependiente del pará­

metro X corresponde una solución de esta ecuación, salvo la ex­
cepción encontrada respecto de la parábola (16) que no perte­
nece a ninguna familia.

Recíprocamente a cada solución de (27) corresponde una 
familia de soluciones de (1) que se obtiene eliminando las va­
riables u, v entre las ecuaciones (24) y la

u



Por cuanto en nuestro estudio presente queremos mantener­
nos en el dominio de las funciones reales de variable real, es 
necesario tener presente que, para que la transformación (24) 
sea real (lo que además es necesario para que ella tenga signifi­
cado unívocamente determinado) debe suponerse x > 0. Las 
deducciones que en lo sucesivo se fundaran en la consideración 
de la ecuación (27) se referirán luego esencialmente al semipla- 
no #>0, y en particular, por la convención hecha en el n. 1, 
en general al cuadrante a?>0, y>0.

Se podrá sin embargo ocurriendo aplicar el mismo orden de 
consideraciones al semiplano x<0 efectuando previamente una 
sustitución de la forma

x = — x; 

la ecuación (1) se transforma entonces en

siendo

diz?2 dx2

efectuando luego la sustitución análoga a (24)

y~x^2u} x — ey,

se obtendrá, en cambio de (27), la

dw 3 1
w----- \-2w+— + a — —0.du 4 u

(27')

Se notará que, a raíz de que en la ecuación análoga a (26) 
el primer miembro será ahora —1, no existe más, en el domi­
nio real, una solución constante, lo que cornesponde al hecho 
observado en el n. 4 de que la solución (16) no tiene prolonga­
ción del lado de las x negativas.



II. - Primer examen gráfico de la familia de las soluciones 
de la ecuación (1).

8. — Remitiendo a más adelante una mayor utilización de 
las generalidades de los párrafos anteriores, vamos ahora a 
examinar la forma general de las curvas que representan en el 
plano xy las soluciones de la ecuación (1). De este examen 
resultaran algunas primeras conclusiones respecto de la determi­
nación efectiva de dichas soluciones.

Inmediatamente notamos que, suponiendo, como se ha con­
venido, de fijar únicamente la atención sobre el semiplano y<>0, 
resulta de (2) que será siempre y" >0 para x>0, y"<0 para 
x<0; para x = 0 es evidentemente y" = 0, salvo en el origen don­
de y" resulta indeterminado; por lo tanto para cualquier curva 
integral la pendiente es función creciente de x en el primer cua­
drante, decreciente en el segundo; si una curva integral corta el 
eje y en un punto distinto del origen, este punto es punto de 
inflexión.

Con respecto a las curvas integrales que pasan por el ori­
gen con pendiente “/-O, el desarrollo (12) nos dice que las del 
primer cuadrante pasan al tercero, las del segundo pasan al cuar­
to, siendo en todos los casos también la derivada segunda, expre­
sada por p, positiva al pasar del primero al tercer cuadrante, ne­
gativa del segundo al cuarto y por tanto siguiendo monótona la 
variación de ,1a pendiente.

No existen otros puntos de inflexión de las curvas integrales 
además de los x = 0, y-f^Q.

9. — Sigue de estas observaciones que si en un punto (xQ y0) 
de una curva integral en el primer cuadrante la pendiente es 
y'0>0, a la derecha de este punto la ordenada y la pendiente 
irán creciendo ambas indefinidamente. Pero, si y'0<0, en el 
entorno a derecha de ese punto la ordenada y decrece, mientras 
la pendiente, por valores negativos, decrece en valor absoluto, y 
si la curva no encuentra antes el eje x, abandonando luego en 
este punto el primer cuadrante, por un valor finito de x dicha 
pendiente se cambia en positiva. En efecto hasta que y sigue 
decreciendo será
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y'(x)=y'o+ Í fdx>y'0+ ^
J JO
Xq Xo

no podrá luego ser y'(¿c) < 0 para 

«2>^o2 — 2y0y0-

Por lo tanto, antes de alcanzar la abscisa / rr02 + 2y0 |/ol 
debe presentarse uno de estos casos: Io. con un valor positivo 
de y, la derivada y' toma el valor 0; 2o. la curva corta el eje 
x. Vamos a mostrar que este segundo caso es imposible; sea en 
efecto, por absurdo, en el punto x1>x0

consideremos la función

yfo)
x—x± x—xt

Por el teorema del valor medio, a cada valor de x en el 
intervalo xQ~x1 corresponde algún valor de 5, interior al inter­
valo x~x± tal que

z(a:)=f(?)<0, |f(S) | < Ifol;

por otra parte, de y (ti) =zz(x) (x—x-¿) sigue

>Xo4 xt—x



— 109 —

Esta relación contradice a la hipótesis y' (#) < 0 para todos 
los valores de x tales que

/ \ yo,g , \ s/o*2 <
x1>x>x1—— e = %o + \xi~xo) (1~e x* )

Queda así demostrado que solo la primera eventualidad es 
posible es decir que cualquiera curva integral que en un punto 
(^ojo) del primer cuadrante tenga derivada negativa, se apro­
xima, para x creciente, al eje x hasta alcanzar la y un mí­
nimo positivo en el cual la tangente es paralela al eje x. Des­
pués de este punto, por lo dicho anteriormente, la curva se aleja 
monótonamente del eje x, creciendo ilimitadamente la ordena­
da y la pendiente.

Los mismos razonamientos pueden repetirse por x decre­
ciente (positivo) con solo cambiar entre sí las hipótesis de y'Q 
positivo e y'o negativo. Concluimos pues que ninguna curva 
integral en el primer cuadrante puede alcanzar el eje x. Si una 
curva integral entra en el primer cuadrante por un punto (0, y0) 
con pendiente positiva o cero, esta pendiente sigue positiva, cre­
ciendo con x y la ordenada y crece indefinidamente. Si una 
curva integral entra en el primer cuadrante con pendiente ne­
gativa, su ordenada decrece monótonamente hasta alcanzar, por 
un valor finito de x, un mínimo positivo (>0) después del cual 
cae en el caso anterior subiendo monótonamente.

Las conclusiones se aplican al cuadrante x^>0, y<0 con 
solo cambiar el signo de la y; se sigue que ninguna curva in­
tegral puede tener puntos comunes con el eje x, salvo que por 
x = 0.

El semieje de las #>0 resulta por tanto efectivamente sin­
gular para nuestra ecuación, en el sentido que no existen solu­
ciones correspondientes a valores iniciales xQ >0, yo = O.

10. — De lo que antecede se infiere que a lo largo de una 
curva integral, a partir de un cierto valor de x, la y crece mo­
nótonamente; se sigue que o bien la y tiende a <» mientras x 
se acerca a un valor finito l, o bien la x crece ilimitadamente.

La primera eventualidad es imposible; en efecto, indicando 
con (a?oyo) un punto cualquiera al finito de la curva, se tiene, 
para xQ<x<l
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X X

/X í* l l
— d«<y0+ —dx = /0 + —(a;-a:o)
y J yo yo

Xo Xo

y(®) < y0 + y'0(* - ®o)+4~ ” xoY 
¿ 7o

lim y(íc) < + oo.

Haciendo ahora crecer ilimitadamente la x, vemos también 
que debe ser

y
lim — = co ;
X -> oo X

si en efecto, para todos los valores de x fuere y : ¿c<c<aoy 
resultaría

rw=->i
y C

X

y'(x) > y'o + y J dx = y'o + 4+

x0

lim y'(x) — oo.

Por cuanto, para xQ bastante grandes y'o>O, y para x>Xq, 
y'>y'o se tiene también

lím y(x) = lím 
x-> cc x ->oo

(y'o + f y’ da)

Xo

^lím (y0 + y0(a;-a:0))=a>.
oo

Por la regla de l’Hospital se sigue ahora que

ylím — = lím y'(+)=co 
X ->30 X X-> SO

resultando absurda la hipótesis que fuera siempre y : x < c.
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Resumiendo, a lo largo de una curva integral en el primer 
cuadrante crecen ilimitadamente la x, y la y y la pendiente. La 
curva no puede tener asíntota rectilínea.

11. —El mismo punto de partida constituido por la obser­
vación inicial del n. 7 va a llevarnos a conclusiones muy dife­
rentes con respecto al segundo cuadrante. En efecto el hecho 
de que la derivada primera es decreciente equivale a decir que 
una rama de curva integral en el segundo cuadrante queda siem­
pre por debajo de todas sus tangentes-, luego si una tangente a 
la curva en un punto del segundo cuadrante corta al eje x, 
dicha rama queda contenida dentro del ángulo agudo formado 
por la tangente y el eje.

Por consecuencia, si la rama es definida por condiciones 
iniciales de la forma

z0 = —a?0<0, yo>o, /o = P>O, (28)

termina necesariamente, de la parte de las x decrecientes en un 
punto del eje x, cuya abscisa x1 = — x1 verifica

x0 + ^->xí>x0. (29)
P

Análogamente una rama definida por condiciones iniciales 
de la forma

xo = — xo<O, y0>0, y'0—-p, p>^~,
Xq

termina sobre el eje x, en la dirección de las x crecientes en 
un punto x2 = — x2 tal que

x0 >x2>xQ — — • (30)
P

Vamos a mostrar que la primera conclusión, esto es ter­
minación de la rama, en la dirección de las x decrecientes, en 
un punto del eje x se verifica en cada caso. Supongamos en 
efecto que la rama sea definida por las condiciones
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^o = “^o<O, y0>0, y'0 = -p, p^O;

si fuera precisamente p = 0, para cualquier x>xQ sería y'(_z)>0 
y el punto (— x,y^— x')') se encontraría en las condiciones (28). 

Supongamos p>0; para cualquier x~ — x a la izquier­
da de Xq tendremos

-Y,(^)=p-f

x9

en el entorno izquierdo de xQ, — y'(#) sigue positivo y luego 
y crece, siendo

(31}

hasta tanto que estas condiciones se mantienen se tendrá luego

Si pa;0 —y0>0 el último miembro es

y es negativo si x—xQ>~p2; si p xQ — yQ<.0 el mismo último 
miembro es

_ J _ To-P^o \ _ p _ (^-^o)^Q
P r Yo > Yo<P



y es negativo si x — xQ>p yQ: x0. En todos los casos resulta que 
la desigualdad (31) no puede mantenerse para valores de x 
realizando una u otra de las condiciones

x>xQ + p2, x>xQ (l + ^)

por cuanto antes de llegar a tales valores y'(x) cambia necesa­
riamente de signo.

Con más precisión, existe un número ^(^o7o/o) >#o en 
intervalo 

^o + P* si

si p<y0:xQ (32)

en el cual y'(—m)=0 e y(—m) es máximo. Para valores de
— x > m, y disminuye hasta reducirse a 0 en un punto x± co­
rrespondiente a las condiciones (29) donde para x0 y0 p se pon­
gan valores relativos a uno cualquiera de esos x.

VaSupongamos además p^^r de manera de poder asegurar 

la existencia de otro punto x2 con y(x2) = 0, en conformidad 
con la (30); el punto — m está en el intervalo niás pró­
ximo al segundo punto ‘ que al primero, porque en el intervalo
— m~x1 la y toma sucesivamente, en sentido inverso, los mismos 
valores que en el intervalo x2~—m, pero con mayores valores ab­
solutos de x y luego de y".

De (30), (32) se obtiene, en la hipótesis actual,

m — x2<p¡ + ^;
P

el segundo miembro alcanza un valor mínimo para p=(y0:2)1/3; 
deducimos así que, fijado el valor de yQ siempre puede elegir­
se la pendiente p de manera que la distancia entre los dos pun­
tos sobre el eje x, x± y x2 sea <3.2-2/3y02/3, con la sola con­
dición que sea xQ > 21/3 y02/3. Por otra parte es evidente que la 
efectiva mínima distancia entre los puntos xrx2 disminuye al cre­
cer xQ. Del resultado obtenido se infiere que, al tender yo—+O,



tienden a O también esta mínima distancia y el limite inferior 
encontrado para los valores útiles de x0.

12. — Dos curvas integrales por el mismo punto del segun­
do cuadrante no se cortan ulteriormente dentro de este cuadrante. 
Consideremos en efecto dos soluciones yx(ír), Jzíx), definidas 
por las condiciones iniciales

^o=—^o<o, pi>p2;

poniendo

será

ft(xo)=O, h'(x0) = pt - p2 = q > 0. (33)

Por razón de comodidad pondremos, como anteriormente

x — — x, x > 0;

será
x<yy*~y¿ _xh^ _xh^ 

yiy2 yiy2 yiy2
X

ft(^)= J (# - 0 ^"(0 + q(x~x¿) 
«0

(34)
*0

A raíz de (33), h(¡r), en cierta proximidad de xQ es fun­
ción creciente y por tanto positiva a derecha de xQ (x<t< x0) 
y negativa a izquierda (x>t > x¿); lo opuesto ocurre por 
x — t que será negativa en el primer caso y positiva en el se­
gundo; la función integrando en (34) es luego negativa en cada 
caso, y la integral resulta positiva en el primer caso y negativa
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en el segundo. Lo mismo ocurre para el término — q(x — x0) 
y por lo tanto para la suma h(x) la cual resulta así del mismo 
signo que 7z(¿). Si ahora imaginamos de hacer alejarse con 
continuidad x de xQ, estas condiciones se mantienen constante­
mente por pasar gradualmente a actuar como valores de /i(¿) 
bajo el signo de integral los valores de h(a?) generados en un 
estadio anterior. Concluimos que la función h(x) crece monó­
tonamente en valor absoluto de ambos lados de xQ, siendo cons­
tantemente positiva a la derecha y negativa a la izquierda. 
Queda así demostrado que h(x') no puede volver al valor 0.

Supongamos ahora de hacer crecer ilimitadamente el valor 
de q, por tender pt—>go, o p2—> —go, o ambos casos conjun­
tamente; siendo siempre, por lo visto, los dos términos de (34) 
de igual signo, para cualquier valor fijo de xj~xQ h(¿c) crecerá 
en valor absoluto ilimitadamente, con tal únicamente que yt o 
y2 no alcancen el valor 0.

Notemos todavía, mirando al primer miembro de (32), que 
al crecer ilimitadamente p el valor de m —> go , y por conse­
cuencia también ese punto en el cual una y(x) alcanza el va­
lor 0 se aleja hacia — qo.

Por otra parte observemos que el razonamiento del n. 10 
que nos ha conducido a la fórmula (32) queda completamente 
válido al cambiar el signo de p cambiando al mismo tiempo la 
izquierda de x0 por la derecha, salvo algunos evidentes cam­
bios de signos y salvo la observación que cuando el valor que 
el razonamiento proporcionaría para el número análogo de m 
resultara <0 (es decir la abscisa — m resultara positiva), el má­
ximo indicado no sería efectivamente alcanzado por la rama, la 
cual llegaría, antes a un punto del eje y, por el cual entraría en el 
primer cuadrante. Por cuanto rige todavía la observación de que. 
al crecer p, el valor de este análogo de m tiende a go , resulta 
que, para cualquier punto (xoyo) segundo cuadrante pa­
san ramas que, hacia la derecha terminan sobre el eje y; ya sa­
bemos, por otra parte, por la fórmula (30), que pasan también 
ramas que no alcanzan este eje por terminar, hacia la derecha., 
sobre el eje x.

Añadiendo algunas evidentes consideraciones de continui­
dad, del conjunto de estas varias observaciones resulta por fin 
que fijado arbitrariamente un punto (¿r0 y0) (¿r0 <¡ 0, y0 > 0)
al variar la pendiente inicial p de — gq a +<», se determina
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un haz de soluciones de la ecuación (1) que barre completa y 
simplemente todo el cuadrante y>0, x<0.

De las últimas observaciones nos conviene todavía po­
ner en evidencia, para una aplicación futura, que mientras, 
por p creciente positivamente las ramas a la derecha de xQ lle­
gan al eje y con valores crecientes hacia + co, también crece 
monótonamente hacia la pendiente de la rama en el punto 
de encuentro con el eje y.

13. — Los puntos en los cuales la curva integral se apoya 
sobre el eje x son evidentemente, por lo anteriormente visto, 
puntos de máximo y de mínimo para la derivada primera; va­
mos a probar, con más precisión, que en ellos esta derivada vale 
—|—oo o — go según el extremo considerado es izquierdo o dere­
cho respecto de la rama en examen. En efecto el signo ya está 
determinado por el n. 10; para determinar el valor absoluto imi­
taremos esencialmente el razonamiento del n. 8: llamemos x± el 
extremo considerado y consideremos la función

z(x')
y(x)-y(xi) _ y(x) =

/v <v» /y» •/ \ /

5 punto intermedio entre x y x1;

sea (#oyo) un punto fijado arbitrariamente sobre la rama con 
la condición que sea yQ-/-0 e y'o del mismo signo de la de­
rivada en x±; suponiendo x entre x0 y xl9 también £ cae en 
el mismo intervalo y es

1/oKI/(?)!<
• luego

Por otra parte de



— 117

se obtiene

/ xAx

> P / da?
x—x±

l/olzt
l/(®i)l

donde p representa el menor de los valores |#0|, ¡xj. Si ahora 
suponemos |y'(#i)| finito y hacemos tender x—>x1 el primer 
miembro tiende a ese valor finito, mientras el último miembro 
tiende a oo con el factor logaritmo.

La hipótesis es por lo tanto absurda.
Las soluciones que pasan por un determinado punto del semi­

eje a? negativo son infinitas, pues pasa una por cada otro punto 
del segundo cuadrante; hemos mostrado ahora que para todas el 
valor de la derivada en dicho punto puede ser únicamente +°° o 
— oo; los puntos de ese semieje son por* lo tanto excepcionales con 
respecto a la determinación de soluciones por condiciones ini­
ciales.

14. Todo lo dicho en los últimos párrafos lleva fácilmente a 
las siguientes observaciones acerca del efectivo cálculo numérico 
de las soluciones:

Elegido un punto (#oyo) en segundo cuadrante (con 
y0>0), para cualquier valor de y'0 = p se puede calcular una tabla 
de valores de la solución que resulta así definida, sea acudiendo 
al desarrollo en serie de potencias de x, sea por otros métodos de 
aproximación y esj cálculo se prolonga sin dificultad hasta cual­
quier vecindad del eje x (puesto que a este eje llegue la solución 
considerada).

Atribuyendo a p un conveniente sistema discontinuo de va­
lores podrá construirse de este modo una división del 2o cua­
drante en sectores más o menos delgados separados por las dis­
tintas soluciones. Cada solución por el punto (^oTo)* para un va­
lor cualquiera de p} si no es una de las calculadas, corre, de un
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• lado y del otro de dicho punto, enteramente dentro de uno de 
estos sectores y podrá luego calcularse por aproximación me­
diante interpolación partiendo de las soluciones próximas.

Del haz que así se obtiene se deduce fácilmente el haz aná­
logo relativo a otro punto (a^Ji) por medio de la transforma­
ción (19); bastará considerar la cúbica x±3 y2 = y12 x3 y los puntos 
de intersección de ella con las curvas del haz anteriormente cons­
truido; a cada uno de estos puntos corresponde un valor de X 
tal que X3y = y1, X2x = x1; aplicando la correspondiente trans­
formación (19) a la curva del haz (#oyo) que pasa por dicho 
(a? y) se obtiene una solución por (fl^Xi).

En particular, y con mayor simplicidad, la construcción podrá 
servir para formar el haz de las soluciones que pasan por un 
punto (íPa0) (#i<0) del eje x; la cúbica se reduce entonces al 
mismo eje x y a cada solución del haz (xQy^ caracterizada por 
encontrar al eje x en un punto de abscisa determinada x corres­
ponderá una por el punto xt mediante la transformación defi­
nida por X=(x1:®)1/2.

15. Terminaremos este análisis de las soluciones en el segundo 
cuadrante observando que no existen soluciones, por valores nega­
tivos de x, que pasen por el origen con derivada 0. En efecto, 
pues no es solución y = 0, si tal solución existiera debería, en cual­
quier proximidad del origen, pertenecerle un punto (^i^i) con 
^<0 yi>0. Por el teorema del valor medio, existiría entonces 
en el intervalo 0~xr un punto x2 en el cual

f(a:2) = 71<0- 
X1

Para valores de x en el intervalo debería entonces /(#) man­
tenerse <0, con valores absolutos crecientes al acercarse a x~Q, 
lo que contradice a la hipótesis que y'(0)=0.

16. Volvamos ahora al primer cuadrante. El razonamiento del 
n. 12 para estudiar las relaciones entre dos soluciones yi(^) e 
y%(x) cpc pasan por un mismo punto xQ puede evidentemente ex­
tenderse a este caso; sin embargo se presenta entonces con lo 
dicho en el n. 12 la diferencia esencial que en la fórmula (34) 
los dos términos del segundo miembro adquieren signos opuestos.
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Si, en cambio de llegar directamente al cálculo de 7i(&), nos pre­
guntamos también sobre el valor de h'(x), obtenemos

«o
donde este hecho se demuestra en modo aun más evidente, pues, 
por lo menos en proximidad del punto xQ, la función /i'(íc) resulta 
decreciente, y seguirá ciertamente decreciendo hasta tanto no cam­
bie el signo de h(x), es decir las dos curvas integrales no se 
corten nuevamente en un punto distinto de (#o7o); Pero se Pre“ 
senta difícil un juicio directo sobre la cantidad de este decreci­
miento por el hecho que siempre, a partir de cierto valor de x, 
el producto yxy2 crece rápidamente dejando presumir que la 
función integrando tiende a 0 para x—>oo. Obtendremos con­
clusiones más adelante mediante consideraciones de otra natura­
leza (n. 26).

Un resultado interesante podemos sin embargo obtener en un 
caso especial: Si la ecuación (1) tuviese dos soluciones 
en el primer cuadrante que ambas llegaran al origen con derivada 
0, ellas deberían entrecruzarse infinitas veces en toda proximidad 
del punto (0,0). Sean en efecto yi(^) e y2(íC) ta^es soluciones; 
consideremos la correspondiente función

por la hipótesis será

ft(0)=ft'(0) = 0.

Supongamos que en cierto punto x± sea 7i(^i) >72(^1)» h(xi) 
>0; por el teorema del valor medio existirá en el intervalo 0“#! 
un punto tal que

existirá luego en el intervalo 0~^1 un punto x2 tal que

h"(a?2)>0;
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Si, en cambio de llegar directamente al cálculo de 7i(&), nos pre­
guntamos también sobre el valor de h'(x), obtenemos

«o
donde este hecho se demuestra en modo aun más evidente, pues, 
por lo menos en proximidad del punto xQ, la función /i'(íc) resulta 
decreciente, y seguirá ciertamente decreciendo hasta tanto no cam­
bie el signo de h(x), es decir las dos curvas integrales no se 
corten nuevamente en un punto distinto de (#o7o); Pero se Pre“ 
senta difícil un juicio directo sobre la cantidad de este decreci­
miento por el hecho que siempre, a partir de cierto valor de x, 
el producto yxy2 crece rápidamente dejando presumir que la 
función integrando tiende a 0 para x—>oo. Obtendremos con­
clusiones más adelante mediante consideraciones de otra natura­
leza (n. 26).

Un resultado interesante podemos sin embargo obtener en un 
caso especial: Si la ecuación (1) tuviese dos soluciones 
en el primer cuadrante que ambas llegaran al origen con derivada 
0, ellas deberían entrecruzarse infinitas veces en toda proximidad 
del punto (0,0). Sean en efecto yi(^) e y2(íC) ta^es soluciones; 
consideremos la correspondiente función

por la hipótesis será

ft(0)=ft'(0) = 0.

Supongamos que en cierto punto x± sea 7i(^i) >72(^1)» h(xi) 
>0; por el teorema del valor medio existirá en el intervalo 0“#! 
un punto tal que

existirá luego en el intervalo 0~^1 un punto x2 tal que

h"(a?2)>0;
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pero, por cuanto sabemos que

A"(a¡)=-a?A(a;)/y1 y2

tiene siempre en el primer cuadrante signo contrario de h (#), re­
sulta así que h(x2)<Ó. Las conclusiones rigen igualmente cam­
biando todos los signos; puede luego afirmarse que si en un punto 
cualquiera ¡r1>0 la función h(x) tiene un determinado signo, 
existe un punto en el intervalo entre ese punto y el origen en el 
cual h(a?) tiene signo contrario; la función h(x) cambia por tanto 
el signo infinitas veces en el intervalo 0~xv Con lo cual queda 
demostrada la tesis.

111 - Investigaciones sobre la transformada de primer orden.

17. Para obtener mayores informaciones sobre los puntos que 
la investigación anterior ha dejado en suspenso, principalmente en 
cuanto al primer cuadrante se refiere, vamos a considerar la 
ecuación transformada (27) que escribiremos nuevamente:

dw . 3uw-—|- 2uw ---- u2 — 1 = 0.
du 4

(35)

Recordamos las fórmulas de transformación:

y = x3¡2u, x = ev

v = log x, u = x~3¡2 y (36)

La correspondencia que estas fórmulas ponen entre el plano 
xy y el plano uw no es puntual ni unívoca; en efecto, ya notamos 
(n. 6) que a una solución de (35) corresponde en el plano xy 
toda una familia de soluciones de (1) equivalentes respecto de la 
transformación (19). Más generalmente a una curva del plano uw 
definida por la ecuación u = cp(w) corresponden en el plano xy 
todas las curvas qkie representan las soluciones de la ecuación di­
ferencial

x 2 <?(x 2 y—Ty) —y=°;
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y se ve en seguida que, por una cp arbitrariamente fijada, si se 
conoce una solución de esta ecuación, la familia total de las 
soluciones está constituida por las transformadas de ella por la 
transformación (19). Esa familia degenera en una curva única, 
es decir a la curva u = cp(w) corresponderá en el plano xy una 
curva unívocamente determinada, siempre y solamente cuando la 
curva considerada sea transformada en sí por (19), es decir (n. 6) 
sea una de las cúbicas (23)

y = ca?3/2. (37)
Por (36) es entonces

u = c = cp(w). (38)
Las curvas del plano uw que en el plano xy tienen represen­

tación unívoca son las rectas u = constante. Esta observación 
tendrá importante aplicación en el análisis siguiente; débese 
notar que, por contrario, no queda determinada una corresponden­
cia entre los puntos de la recta y de la cúbica, por cuanto a un 
punto cualquiera asignado sobre la recta (38), por un conveniente 
valor de w~y, corresponde cualquier punto {xy) de la cúbica 
(37), con tal que se llegue a él con la pendiente correspondiente

P= (Y + ’|’c) x1/2-

18. La ecuación (35) es regular con respecto a todos los pun­
tos {uw) con

u 0, co y w ~/- 0, oo ;

es decir qué para cada uno de estos puntos pasa una y una sola 
solución que se puede prolongar y calcular con cualquier apro­
ximación requerida hasta cualquier proximidad de las rectas 
u = 0, w-0 o hasta valores de u y w aunque grandes.

Por cuanto a la recta u = 0 corresponde y = 0 (caso particu­
lar de (37) para c = 0) y por cuanto sabemos que por puntos 
{xy) con £>0, y' = 0 no pasan soluciones de (1), inferimos en 
seguida que ninguna solución de (35) pasa por puntos de la 
recta u=0, salvo —eventualmente— las que fueran transformadas 
de las soluciones de (1) por el origen x — 0, y = 0, que fueron 
estudiadas en el n. 2, o las que lleguen a este punto con pen­
diente 0 (n. 3 y 16).

En cuanto a las primeras, de
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sigue

y
lím u = lím ar-1/2 — = lím a?-1/2 p = oo 

x—>0 x—>0 x—>0

_1
2 (39)

lím w = co.

Las curvas correspondientes a las soluciones de (1) que salen 
del origen con pendiente ~/-0 tienden por lo tanto, para x~>0, 
a un punto (uw) en el infinito, no sobre la recta u = 0.

El último cálculo de límites cae en defecto en el caso de p = 0, 
porque lím u se presenta entonces como indeterminado. Pero ocu­
rren algunas observaciones importantes. Hemos notado en el n. 
7 que a la única solución que conocemos de la ecuación (1) res­
pondiendo a esta condición no corresponde ninguna solución para 
(35); en efecto, esa solución está caracterizada por

y =1/33.1/2; ('4O)
0

sustituyendo en (36) se obtiene

u = —, w = 0, (41)
yi •

punto único y no curva.
Respecto de la posibilidad de otras soluciones de (1) corres­

pondientes a la condición x = 0, y = 0, p = 0, que-hasta el mo­
mento hemos dejado sin decidir, hemos demostrado en el n. 16 
que, en el caso de existir, cada una de estas soluciones debería? 
cortar la (40) infinitas veces en cualquier proximidad del punto 
(0,0); por consiguiente existe, para cualquiera de estas soluciones, 
una sucesión de puntos tendiendo al (0,0) en los cuales la deri­
vada tiende a 0; considerando, por otra parte, que la derivada es 
constantemente creciente, se concluye que ella es continua, ten­
diendo a 0 por x—>0, sin limitaciones; puede entonces aplicarse



la regla de L’Hospital (5), obteniendo en todos los casos por (36):

(42)

por lo tanto, comparando , las dos igualdades,

4 2(límu)2 = —, límu= —=• (43)
íb->o 3 3^0 y 3

Resulta así que, en el caso de existir soluciones de (1) tan­
gentes al eje x en el origen, distintas de (40), a ellas deberían 
corresponder en el plano uw soluciones de (35) que, por x—>0, 
y—>0 tenderían al punto (41).

Observemos ahora que, siempre en aplicación de la regla de 
L’Hospital, el cálculo contenido en (42), (43) se repite idéntico 
al cambiar x —* 0 por x —> co, por cuanto ya se ha demostrado que 
en este caso y—>go, y' —>co cualquiera sea la solución de (1) 
que se quiera considerar. Se obtiene por lo tanto la siguiente 
conclusión que será esencial en nuestra deducción sucesiva: Al 
tender xa en a lo largo de una solución cualquiera de (1) el 
punto correspondiente del plano uw tiende al punto (41) reco­
rriendo una solución de (35) (solución que podrá luego ser ella 
misma una cualquiera'). Al mismo punto debería igualmente ten­
der un punto corriente sobre una solución de (35) correspondiente 
de una de (1) tangente en el origen al eje a?—si tal solución 
existiera distinta de (40) — mientras x —> 0. Esta conclusión, 
que implicaría que tales soluciones de (35) volvieran a aproxi-

(5)‘ Cfr. p. ej. La Vallée Poussin, Cours d’analyse infinitési/niale, T. 1, 
(8^ ed., p. 95); Levi, Analisi matemática algebraica ed infinitesimal, p. 181.
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marse al mismo punto al ser recorridas en los dos sentidos opues­
tos se verá pronto como absurda, resultando pues absurda la hipó­
tesis de existir tales soluciones.

19. El punto (41) es excepcional respecto de la ecuación (35) 
por pertenecer a la recta w = 0; debe notarse que, si se exceptúa 
este punto y el simétrico u = — 2/|/^ w = 0 —que dejamos de 
considerar por la convención de restringimos a los valores a?>0_. 
y>0, u>0— la singularidad de los demás puntos de dicha recta 
consiste exclusivamente en que para ellos la (35) impone que 
dw/du — co. Si, en efecto, en la última (36) ponemos w = 0, de­
ducimos 1

3 dy'==—ua?1/2= — (ux3/2); (44)
ClX

resulta entonces que, elegido arbitrariamente sobre la cúbica 
y=ux3/2 un punto (a?y), la solución de (1) que pasa por este punto 
con la misma pendiente de la cúbica tiene por correspondiente ien 
el plano uw una solución de (35) por el punto (uO); y por otra 
parte esta solución es única, pues, al variar el punto (xy)f la 
solución de (1) así definida varía solamente dentro de una 
determinada familia de transformadas por la transformación (19). 
Se obtiene por tanto que los punios w = 0, u = c~/-^2/ /3 re­
presentan en el plano uw los puntos (xy) donde una solución cual­
quiera de (1) es tangente a una parábola cúbica del haz (23)

y2 = ex3.

20. Nos queda todavía por estudiar la ecuación (35) en el 
entorno del punto (41), lo que nos dará otras indicaciones pre­
ciosas para los fines que nos hemos propuesto. Nos conviene apli­
car a las variables un cambio que lleve el punto considerado en 
el origen. Pondremos, pues

(45)
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la ecuación (35) se escribe así

será cómodo acortar un poco la expresión en la forma

dw d¿
------ I =------TT (47) 2íU-Aw+tp2-----w-H>2

*
donde cp2 y ^2 representan formas (polinomios homogéneos) de 
2o grado en t, w.

Se ve así que nuestra ecuación entra en un tipo estudiado ya 
por H. Poincaré en su tesis doctoral, luego en el Journal de Ma- 
thematique 1881-1882, luego tratado detalladamente por E. Pi- 
card en su Traite d’Analyse^'). Vamos a seguir a estos autores, 
aun alejándonos un poco en los detalles; como se observa por 
olios, mediante una sustitución lineal como

£ = Xxw + 2t, q = X2w + 2t, (48)'

donde Xx, X2 son las raíces de la ecuación

(49)

se pasa a nuevas variables £, q, respecto de las cuales (47) toma 
la forma 1

d% dx\
2 ^2rl+^2

(50)

donde F2, G2 son nuevamente formas de segundo grado en q. 
tSe calculan en seguida los valores de Xx, X2:

(•) T. III, cap. II y IX; particularmente este último. Ver también; C. 
I. Lubin-. Transformaron of Differential Equations in the neghbornood of 
singular points. Duke Mathematical Journal. Vol. 3. 1937.
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como se ve, la transformación nos lleva a tratar con números ima­
ginarios, aunque nuestro propósito, con respecto a las variables 
x, y, u, v, w sea el de quedarnos en el dominio real; aceptaremos 
provisionalmente la extensión, reservándonos de tener en cuenta 
esta condición de realidad en lugar apropiado.

Por razón de brevedad pondremos

X1 = a-}~ ib. X2 = a — ib. (52)

Para valores absolutos pequeños de w, t, los valores absolutos 
de 5, R quedan pequeños y recíprocamente; los valores de F2, G2 
quedan despreciables en comparación de X^, X2q, de manera que 
a la ecuación (50) podemos sustituir, en primera aproximación. 
la más simple

d? drj
X2r

(53)

cuya solución general se calcula elementalmente y puede expresar­
se por 

= constante arbitraria (compleja),

es decir, por (52),

(54)

De (48) se obtiene

Xin-x2%
4iZ> (55)



la condición que w y t sean reales equivale luego a decir que 
cada uno de los pares de números complejos i] y X2£, Xp] deben 
tener la misma parte real; un breve cálculo muestra que condi­
ción necesaria y suficiente para esto es que X y sean complejos 
conj ugados; luego

n

podemos luego poner

^=|^l2 = lnl2; (56)

— = eI\ 5n = e°> (57)
n

donde r y <5 son variables reales que todavía están vinculadas a 
realizar la condición (54); por cuanto de (57) resulta

a+tT (5—ÍX
x\ = e 2 ,

se constata que la condición de ser 5, H números conjugados está 
realizada.

Por (57), la (54) se escribe

ei(ar-&<5) —

lo que muestra que la constante c debe elegirse en modo que 
|c¡= 1; podemos poner

c = e^f y = constante arbitraria real,

y obtenemos por fin

(5 =
ax—y

6

^ — e 2b , q = e 2& •

(58)

Para pasar de esta primera aproximación a una solución de-
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finitiva de la ecuación (50), la cual deberá todavía satisfacer a las 
condiciones (56), bastará poner, en lugar de (58),

§ = e 2¿> (l-p^-j-í^g) 2 2 (l+^+í^g)

(59)
O . T

q = e 2 2 (1+^—¿í2)

donde y <2 sean desarrollos en series de potencias de

a 
el" = s

íi = ais + a2s2 + • • •
(60) 

^2 — bis + 52s2 + • • •

Sustituyendo en (50) e igualando los términos reales y los 
términos imaginarios se obtiene un sistema de ecuaciones lineales 
para la determinación recurrente de los coeficientes indetermina­
dos.

Finalmente sustituyendo las expresiones (59) (o en forma 
aproximada las (58)) en las fórmulas (55) se podrán obtener 
expresiones explícitas (dependientes del parámetro y) para las 
soluciones de (46), (47) alrededor del punto singular (41). Para 
obtener una visión intuitiva del resultado será útil pasar a coor­
denadas polares poniendo

t + iw — pe1’?

w
? =arctg —;

a
se ve en seguida que p tiene en factor e2 que tiende a 0 cuando 
t—> — oo, sin que este valor Osea alcanzado para ningún valor de t; 
conjuntamente

10
t

2 g:q-l 2
Xg : X2 §" q X2

X1;X2—1 x
: x2—: n
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oscila indefinidamente entre — co y -¡-co mientras, al variar r, 
^:r|, constantemente de módulo 1, pasa repetidamente por el valor 
Xx:X2; el vector pe1? gira así en una infinidad de vueltas alrededor 
del origen; por lo tanto la solución considerada de (35) se en­
vuelve en espiral infinita en torno del punto singular (41), apro­
ximándose a él indefinidamente, pero sin alcanzarlo.

Para dar a estas conclusiones una determinación numérica ne­
cesitaría un estudio detenido de las series (60); algo en este sen­
tido vamos a agregar por otro camino en los párrafos siguientes; no­
tamos por el momento que, por cuanto sabemos que cualquier 
solución de (1) en el primer cuadrante llega a valores de x, y, y' 
grandes como se quiera, toda curva integral de (35), considerada 
en su completo recorrido, llegará a suficiente proximidad del pun­
to singular para poder aplicar los resultados actuales y aún simple­
mente la aproximación (58). Llegamos por lo tanto al resultado: 
ninguna curva integral de la ecuación (35) pasa por el punto 
(41); pero todas terminan por envolverse en espiral infinita en 
torno de este punto, aproximándose a él sin límite, pero sin 
alcanzarlo. En estas infinitas vueltas cada solución cortará luego 
infinitas veces cada una de las rectas w = 0, t = 0 (u = 2//3).

21. Las conclusiones obtenidas por vía analítica en el párrafo 
anterior van a adquirir confirmación y mayor claridad por las 
siguientes consideraciones gráficas.

En la fig. 1 (!) hemos dibujado algunos elementos del haz de 
las líneas isoclinas de la ecuación (35), el cual está representado 
por la ecuación

3
u[(g+2) w + -u]=l (61)

donde q es la pendiente característica de cada línea. Es un haz de 
hipérbolas con una asíntota común u = 0 y la otra variable, de 
ecuación

(q+2) w + -|-u = 0

(x) La fig. 1 contiene, además de algunas isoclinas, la curva K de la cual 
se habla a continuación, y finalmente, dibujada en puntos y rayas, la po­
ligonal aproximante por exceso la solución excepcional (v. la última parte 
del párrafo).
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y con puntos bases el punto del infinito de la recta u = 0, doble, 
y los dos puntos w. = 0, u = 4z2/y3; se confirma así que estos 
puntos son singulares para la ecuación no correspondiéndole una 
pendiente determinada. Las hipérbolas degeneradas del haz son

3
el par de rectas — u2 — 1 = 0 correspondiente a q = — 2

y el par de rectas u = 0, w —0 correspondiente a q = oo.

Consideremos también el lugar de los puntos de inflexión de 
las curvas integrales, caracterizado por la condición que d2w/du2 
= 0 o por la equivalente que en esos puntos la pendiente de la 
isoclina es su misma pendiente característica. Se obtiene la ecuación 
de este lugar eliminando la variable q entre (61) y la ecuación

(7+2) w + 7(7+2) u + u = 0 (62)

que se obtiene derivando (61) respecto de u y poniendo en esta 
derivada q por dw/du. Se encuentra, efectuando esta eliminación, 
una curva de 4o orden con tres puntos dobles en los puntos bases 
del haz (61); sin embargo se trata de puntos aislados, que no son 
alcanzados por ramas reales de la curva. Observando que las ecua­
ciones (61), (62) se transforman en sí mismas al cambiar el signo 
de u y io contemporáneamente, se ve que la curva es simétrica 
respecto del origen.

Llamaremos por brevedad K a la rama real en el semiplano 
u>0, de la cual nos interesa examinar la forma; para eso será 
más conveniente referirse a una representación paramétrica. Pon-
gamos en (61), (62) w = Xu; resulta

92+2g+|
x=--------------7+2

u2— 1 — 1 (63)
x(?+2)+T 92+2<Z+t

para que sea u real deberá ser

3 1
~¥<í?<-2; (64)

por otra parte se calcula en seguida que los extremos de X 
ocurren por
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g = -2 + j/|- = -0)78

y

g = —2—= —3,22;

a raíz de la limitación (64) sólo el primero puede ser conside­
rado; el valor correspondiente de X es

X = 2-/6 = -0,459;

se sigue que toda la curva K está contenida dentro del ángulo 
de lados

w
— = -0,459, u

w 3
2 (65)

A cada valor de q satisfaciendo a la limitación (64) corres­
ponde una isoclina que corta a esa rama K en un solo punto,, 
determinando un único valor de X, donde

-0,459.

Inversamente, a cada valor de X del intervalo 

corresponde, sobre K, un solo punto; por contrario para

-X^x<2-)/6 = -0,459

se tiene sobre dicha rama dos puntos, que corresponden a dos va­
lores de q respectivamente en los intervalos

— l<q< — 0,78, -0,78<g^-1.
2



La recta X = 2 — )z6 es tangente a Tí en el punto

2j/135+60 V 6
U — 1lo

w = Xu — —1,028
(66).

con

9 = -0,78.

A los valores extremos

1 3
q~ 2’ q~ 2 (67)

corresponde

u = J-oo, w= -f-oo;

ii 1 • •I L 1

corresponde a g = —1, que por laPor fin el mínimo de u2
primera (63) da todavía X =—1/2; por lo tanto la recta

(68)

atraviesa la curva K en el punto

u = 2 w = —1

en el cual la curva es tangente a la ordenada u = 2. Se nota por 
tanto que la rama K queda por completo a la derecha de esta 
ordenada y luego, con más razón, a la derecha de la recta 
u = 2/]/3 que pasa por el polo de las espirales que forman las 
poluciones.

En cada punto de la región del plano interior a la curva A 
(la región que no contiene el origen) la pendiente de la curva in­
tegral que pasa por él es menor que la pendiente de la isoclina; 
en efecto, la diferencia entre las dos pendientes tiene en esta re­
gión el mismo signo que la diferencia de la primera menos la 
inclinación de la asíntota a la isoclina:



— 134 —

3 1 /oo 3x19 + T^2_(9+2g+T)^2 5
por las (63), (64) esta expresión es negativa; teniendo en cuenta 
que estas pendientes son negativas, sigue que, por u creciente las 
curvas integrales atraviesan las isoclinas de adentro hacia afuera, 
es decir, hacia las pendientes decrecientes (crecientes en valor 
absoluto). Por lo tanto, al atravesar una curva integral a la cur­
va K (con pendiente comprendida entre —0,5 y —1,5), esta pen­
diente irá alejándose del primer extremo y acercándose al se­
gundo.

Pero las fórmulas (36) nos dan una información más precisa; 
ya hemos visto en efecto que u —por x—+0, y de (36)

w xy' 3
lim — = lim------ — ;

or->0 U or->0 7

si ahora

resulta

si, al contrario límy = 0, ya vimos en la (39) que

1
2 ’

Vimos además que este caso se verifica para la única curva 
integral de (35) que corresponde a las integrales de (1) que pa­
san por el origen con pendiente p^O. Obtenemos luego el resul­
tado siguiente:

Todas las curvas integrales de (35), salvo la última recordada, 
mientras u—>co, convergen hacia el punto en el infinito de K

w 3u = oo, w = — co, hm — =----- .
u 2



La integral excepcional correspondiente a las integrales de (1) 
por el origen tiende, por opuesto, mientras u—>&, al otro punto 
de K en el infinito

u=&, (70)

Más precisamente todavía esta última curva es asíntota a la 
recta (68), pues se tiene, sobre ella

lím(w + —u)=lím

_ xy” 2 xW
— lim — == — lim-----

X—>0 — X^2 3 X—>0 y
a

2
— lím u_1 = 0.
3 ar->0

Si, en cambio, consideramos las integrales que convergen al 
punto (69), tenemos

lím (w + — u) =líma?“1/2y'= (^)
2T->0 2 X—>Q

si, respectivamente,

lím y' = p, p > 0 
ar->0

pero, si este lím es 0 será todavía

lím = lím 2xW y" = 2 lím u"1 = 0;

por lo tanto tiene por asíntota la recta

w 3 
. = ”íT = "‘_2

(72)

(73)

la única integral de (35) que corresponde a las integrales de (1) 
que llegan al eje y con tangente paralela al eje x (equivalentes



entre sí respecto de la transformación (19)); las demás curvas 
integrales no tienen asíntota; por (71), (72) se ve que penetran 
en la región interior a la curva K las de estas curvas que corres­
ponden a soluciones de (1) que cortan al eje y con pendiente posi­
tiva (soluciones que en el primer cuadrante se alejan constante­
mente del eje a?); no penetran en dicha región las curvas integra­
les que corresponden a soluciones de (1) que cortan al eje y con 
pendiente negativa (las que alcanzan un mínimo al interior del pri­
mer cuadrante (a?>0, y>0)). En el plano uw estas últimas 
curvas cortan siempre la recta (73) en un punto que corresponde, 
en el plano xy a dicho mínimo, como está demostrado por la 
última (36).

Por lo dicho anteriormente, la integral excepcional que llega 
al punto (70) no puede penetrar en la región interior a K; debe 
por tanto, en su recorrido en el semiplano w<0, por valores de­
crecientes de u, cortar sucesivamente líneas isoclinas cuyo pará­
metro característico sea siempre negativo y de valores absolutos 
crecientes; por valores de u>2. ella corre luego en la estrecha 
banda comprendida entre la rama de la curva K y la hipérbola 
isoclina de parámetro —1/2, imitando la curvatura de esta última.

Esta observación permite también calcular con muy buena 
aproximación la abscisa u0 del punto en que esta rama de la 
solución excepcional alcanza el eje w =0. Resulta en efecto de 
lo dicho que ella envuelve al conjunto de las ramas infinitas de 
todas las demás soluciones, quedando por arriba y a la derecha 
de todas ellas; el punto u0 será luego el límite superior de los 
puntos en que cada una de estas ramas llegan al eje w = 0 —que­
dando por otra parte a la izquierda del polo u = 2/1/3. En par­
ticular, lo dicho anteriormente nos asegura que, en la parte de 
ordenadas comprendidas entre w = — 1 y w = 0 una buena apro­
ximación de la solución excepcional puede considerarse represen­
tada por la solución que atraviesa la curva K en el punto (66); 
por cuanto sabemos que ésta, después de este punto, es convexa 
hacia abajo, resulta también que ella, en la región que conside­
ramos, queda contenida en el ángulo formado por la tangente a 
ella en dicho punto (66), cuya ecuación se calcula fácilmente ser

w + 0,78 u = 0,718 ' (*)

y el eje w = 0; el punto de encuentro de las dos rectas es
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u--
0,718
0,78

= 0,92

se tiene por lo tanto la primera acotación

0,92 <u0< 1,1547;

pero otra mucho mejor se obtiene en seguida observando que 
por las mismas razones anteriores la solución considerada queda 
dentro del ángulo agudo formado por la recta w = 0 y la recta 
de pendiente —2 por el punto de intersección de la (*) con la 
recta u = 2/j/3; este punto está determinado por

. 0,718-0,78.1,1547
u — 1,154 =-------------- -------- -

u = 1,0634; 
luego

1,0634 <u0< 1,1547... (74)

Los signos < deben entenderse en sentido estricto; el extre­
mo izquierdo podría perfeccionarse fácilmente, sustituyéndolo con 
otro mayor, repitiendo un razonamiento análogo al anterior, te 
niendo en cuenta otras líneas isoclinas (por ej. considerando la 
intersección de la recta de pendiente —2 considerada arriba con 
una isoclina correspondiente a una pendiente —p (p>2)); para 
nuestros fines estos perfeccionamientos no tendrían interés. Con­
cluimos pues:

La curva representativa de la solución excepcional alcanza por 
primera vez (v. n. 20, y aun más adelante) el eje w = 0 en un 
punto uQ con

1,0634 <u0<-^= = 1,1547. (75)
V3

Esta observación tiene en el plano x y una interpretación sobre 
la cual vamos a volver, pero que vale la pena señalar en se­
guida. Ya notamos que a un punto en el cual una solución de 
(35) corta al eje w — 0 corresponden en el plano xy puntos en
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los cuales una solución correspondiente de (1) es tangente a una 
parábola del haz y = c£3/2, para la cual el coeficiente c tiene 
el valor de la abscisa de aquel punto; tenemos por tanto que 
las soluciones de (1) que pasan por el origen con pendiente - j~Qf 
tienen como envolvente de mínimas ordenadas a una parábola

y = uQx3^ (76)

donde el coeficiente uQ obedece a la limitación (75). Por el he­
cho de que esas soluciones son todas las transformadas de una de 
ellas por las transformaciones (19), cada punto de la parábola (76) 
es punto de contacto de una de ellas.

22. Después de esta preparación estamos en condiciones para 
describir el recorrido de las curvas integrales de la ecuación (35) 
en el plano uw y luego de completar nuestro estudio de las solu­
ciones de la ecuación (1) en el plano xy.

Dividiremos el semiplano u>0 en tres regiones características 
(v. fig. 2 (x)) que llamaremos: (A) la parte del cuadrante u>0.. 
w < 0 a la izquierda de la rama de la solución excepcional última­
mente estudiada; (B) la parte del mismo cuadrante a la derecha 
de dicha curva; (C) el cuadrante u>0, w>0.

Teniendo en cuenta que (C) es completamente exterior a la 
curva K y que por lo tanto las curvas integrales no pueden, en 
esta región, tener puntos de inflexión, sino que su pendiente debe 
decrecer continuamente al crecer u; que además una curva integral 
no puede tener puntos en el infinito de la región (C); se infiere 
que una rama de curva integral definida por un punto de (C) 
se presenta como un arco cóncavo hacia abajo que termina en 
dos puntos del eje u, con tangentes perpendiculares al mismo (pen­
dientes — co y + co); estos dos puntos deben estar de partes 
opuesta de la recta tz = 2/V 3, isoclina de parámetro —2; por

(*) La fig. 2 representa en escala mayor que la fig. 1, la parte del plano

uw más próxima al punto u
2

w = 0; está representada nuevamente la 

poligonal aproximante la solución excepcional, y su prolongación en la región
(C); e igualmente la solución excepcional misma; además ramas de dos otras 
soluciones.

Entre éstas, la de izquierda, con la indicación de los puntos Qi Qa Q’ Q” 
puede servir para aclarar el razonamiento del n. 24, suponiendo que los puntos 
Qi Q2 se alejen suficientemente respectivamente hacia — oo y + oo y la rama 
se amplíe por consecuencia desplazándose Q’ hacia la izquierda.
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lo tanto estarán uno en el intervalo 0“2/]/3, el otro en el ínter- 
valo 2/./3 go . El primer intervalo contiene en particular el 
punto u0 (75).

A través del extremo en el intervalo 2//3“<» la curva inte­
gral considerada entra en la región (B); a través del otro extre­
mo entra en la región (A) si este extremo está en el intervalo! 
O_uo; entra, por contrario, todavía en la región (B) si está en 
el intervalo u0_2// 3.

Una rama de curva integral definida por un punto de la re­
gión (A) [podría ser la prolongación de una rama anteriormente 
definida por un punto de (C) según lo dicho], para u creciente, 
tiende al punto del infinito (69) monótonamente; para u decre­
ciente se encorva hacia la recta w = 0, que finalmente corta en un 
punto del intervalo O~uo, pasando en la región (C).

Una rama de curva integral definida por un punto de la re­
gión (B) se encuentra en condiciones análogas a las de la región 
(C) por cuanto no puede ir al infinito, dentro de esa región, no 
puede tener inflexiones y no puede cortar la solución excepcional; 
por lo tanto se encorva en arco con la concavidad hacia el eje 
w = 0, terminando sobre este en dos puntos de los cuales uno 
estará en el intervalo 2/1 3 “oo y el otro en el intervalo u0“ 2/1^3.

Consideremos nuevamente la curva que representa la solución 
excepcional; a través del punto u0 ella entra en la región (C) y 
se prolonga luego según un arco que alcanza nuevamente el eje 
u en un punto

2

Se obtiene fácilmente una valuación por exceso del número 
ux observando que la rama de la solución de (35) entre los pun­
tos uQ y está aproximada por exceso por una poligonal que, 
empezando en el punto u = 1,063 <u0 tenga sus vértices sobre 
una sucesión de isoclinas de parámetros q^>— 2 y cuyos lados 
tengan cada uno la pendiente definida por el valor de q en su 
primer extremo y cuyo último lado, de pendiente —2, tenga sus 
extremos sobre la isoclina u = 2/1^3 y sobre el eje u. Se sim­
plifica todavía el cálculo observando que, para este cálculo se 
puede sustituir a las propias isoclinas sus tangentes en el punto
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base (2/V~3,0) pues el error resultante por esta sustitución re­
sulta del orden de 10“3 o menor; la ecuación de estas tangentes 
es

_ 3(73~U)_ 3(1>155—u) .

W~ 2(9+2) ~ 2(9+2)

Considerando la poligonal que corresponde a los valores de q

9 = GO> 4., 2, 1, 0, -1, -2, — co

se obtienen como coordenadas de los vértices

u = 1,063 w — 0 ; u = 1,063 w = 0,023 ; u = 0,066 w = 0,034;

u = 1,070 w = 0,042 ; a =1,082 w — 0,055 ; u = 0,118 w = 0,055;
u = 1,155 w — 0,018 ; u = 1,164 w = 0.

Resulta así la acotación «

1,1547 <Ui< 1,164 (77)

Por el punto u± la solución excepcional penetra en la región 
(B) prolongándose según un arco que termina en un punto u2:

2
UQ<U2<~=.

V3

Por este punto entra nuevamente en la región (C) describiendo 
un arco cuyo nuevo pie, sobre el eje u será ün punto u3

2

Así siguiendo, la curva se prolonga en espiral alrededor del 
punto tz = 2/ 13, w = 0, según se ha visto analíticamente en el 
n. 20, y tendiendo al punto (2/ }z3,0) sin alcanzarlo. Para elimi­
nar la duda de que los cálculos del n. 20 no tuvieran validez por 
la razón de haber supuesto en ese lugar que el punto inicial fuera 
suficientemente próximo a dicho punto, basta observar, como ya 
se notó que, eventualmente después de algunas vueltas, se llegará 
necesariamente a tal proximidad, puesto que la curva correspon­
diente en el plano xy tiende al infinito.

Consideremos, en cambio, la prolongación de una integral pro-



veniente de la región (A); ésta entra en la región (C) por un 
punto a la izquierda de u0, y, no pudiendo cortar la prolongación 
de la integral excepcional, llegará nuevamente al eje u en un punto

u' > ul9

por el cual entra en la región (B), prolongándose mediante un 
arco que llegará nuevamente al eje u en un punto comprendido 
entre u0 y 2/V 3; se repite entonces lo dicho anteriormente, ob­
teniéndose una curva que se envuelve en torno del punto (2/73,0) 
dentro de la espiral generada por la solución excepcional.

Por fin, si consideramos la prolongación de una curva inte­
gral proveniente de la región (B), ya sabemos que uno de los 
extremos de este arco está en el intervalo u0~2// 3 y luego se 
prolonga en la espiral de la cual hemos dicho; el otro extremo 
puede estar a la derecha o a la izquierda del punto u±; en el 
primer caso pertenece a un arco integral de la región (C) que 
se apoya nuevamente sobre el eje u en un punto del intervalo 
O~uo; por este punto entra en la región (A) prolongándose monó­
tonamente hacia el punto (69). En el segundo caso pertenece a 
un arco integral de la región (C) que se apoya nuevamente sobre 
el eje u en un punto u del intervalo uQ~2!^ 3, por el cual entra 
en la región (6). El punto u estará comprendido entre dos pun­
tos sucesivos de la sucesión numerable u0, u2, 11 & • ••(<> coincidirá 
con uno de ellos), porque esta sucesión tiende a 2/7 3 como lí­
mite; por consecuencia la integral considerada se prolonga en una 
serie de espiras comprendidas entre las espiras de la solución 
excepcional (o coincidentes con ellas) llegando, después de un 
número finito de vueltas, a un punto del eje u a la izquierda de 
u0 (o al punto iz0 mismo). Por este punto la curva entra en la 
región (A), tendiendo luego al punto (69).

Resumiendo: todas las curvas integrales de la ecuación (35). 
consideradas en su totalidad, se enrollan por un lado en una 
espiral de infinitas vueltas alrededor del punto (2//3',0) y por 
el otro lado terminan en una rama infinita que, en caso de no 
coincidir con aquella de la integral excepcional (en cuyo caso la 
integral considerada es esta excepcional, precisamente) se desen­
vuelve en la región (A), tendiendo al punto (69).



23. - Para traducir estas conclusiones en propiedades corres­
pondientes de las soluciones de (1), en el primer cuadrante de­
bemos recordar todavía las relaciones entre los planos uw y xy 
a las cuales hemos acudido al final del n. 21. A cada rectia' 
u = c del primer plano corresponde en el segundo una parábola 
(23); una curva integral de (1) cortará una de estas pará­
bolas siempre y solamente cuando la curva correspondiente en el 
plano uw corta a la recta correspondiente; le será tangente cuando 
la curva será tangente a esa recta, lo que no puede ocurrir sino 
sobre la recta w = 0. Si dos soluciones de (1) pasan por un 
mismo punto, este punto determina una parábola y luego una 
recta correspondiente en el plano uw, la cual será cortada por 
las curvas correspondientes a las dos soluciones consideradas en 
puntos distintos, los que corresponden a las pendientes de las dos 
soluciones en el punto común por medio de la última relación 
(36). Puesto que siempre #>0, la ordenada w y la pendiente y' 
varían en el mismo sentido.

Observando entonces que en las infinitas vueltas que cual­
quier integral de (35) da alrededor del punto (2//3,0), ella 
corta infinitas veces cada una de las rectas

pero corta un número finito (eventualmente cero) de veces cada 
otra recta u = c, podemos enunciar:

I - Cada solución de la ecuación y y" — x en el primer cua­
drante, que no sea la parábola semicúbica (16) corta a esta pará­
bola en una sucesión infinita de puntos, de abscisas crecientes, que 
tiene como único punto límite el punto en el infinito de la cúbica.

II - Entre las cúbicas del haz (23) existe una, correspondiente 
a c = Uq que tiene la propiedad de envolver por abajo el sistema 
de las soluciones que pasan por el origen, diferentes de la pará­
bola (16); todas las parábolas del haz correspondientes a c >uQ 
están cortadas por cada una de las soluciones de la ecuación, por 
lo menos una vez. Las parábolas correspondientes a c<uQ pue­
den ser cortadas únicamente por soluciones que no pasan por el 
origen. Fijando la atención sobre las soluciones que pasan por 
un mismo punto P, el valor mínimo de los coeficientes c a los



cuales corresponden parábolas corladas por una determinada solu­
ción tiende a O, mientras la pendiente de dicha solución tiende 
a —{—oo (9).

III-A cada solución corresponden dos sucesiones infinitas 
de númeross respectivamente creciente y decreciente, convergen­
tes ambas al valor 2/V 3:

o
O •<; Cq Uq c2 <^... <C —=

Í3
(78)

00 > > c3> ... >
Í3

con la propiedad que los términos de cada una de estas sucesiones 
separan (y están separados por) los términos de la sucesión ho­
mologa correspondiente a cualquier otra solución, salvo el caso 
que dos sucesiones tuvieran un elemento común en el cual las 
sucesiones coincidirían por completo; esto ocurre siempre y sólo 
cuando se consideran dos soluciones relacionadas entre sí por una 
transformación (19). Se realiza cq — Uq3 c1 = u1 para las solucio­
nes que pasan por el origen, distintas de la parábola (16).

Los términos de las sucesiones (78) son los coeficientes de 
cúbicas del haz (23) entre las cuales oscila la solución conside­
rada (y sus transformadas por (19)) viniendo alternativa y suce­
sivamente en contacto con ellas. Dichas cúbicas determinan por 
lo tanto en el haz (23) sectores decrecientes, cada uno contenien­
do todos los siguientes y tendiendo a la cúbica (16), cuyas cú­
bicas están cortadas por la solución considerada un número de 
veces creciente en dos unidades al pasar de un sector al siguiente.

24. - Es interesante estudiar la distribución de los sucesivos 
puntos de intersección de una solución con la cúbica (16); los 
llamaremos Px, P2, ... según el orden de los a? crecientes; en

(°) En efecto a la solución considerada corresponde en el plano u w una cur­
va, solución de la ecuación (35), que corta a la recta que representa la cubica 
por P en un punto cuya ordenada w tiende a oo sea positivamente, sea nega­
tivamente. La paradoja aparente en el hecho de que, al crecer la pendiente en 
el punto P, sea positivamente, sea negativamente, la solución de (1) llegue en 
todos los casos a alcanzar parábolas de coeficiente o tendiente a O, se explica 
per que la misma tiende entonces a replegarse en dos ramas infinitamente 
próximas, descendiente y ascendiente (cfr. n. 24).
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el plano uw ellos tienen por correspondientes los puntos de inter­
sección de la correspondiente solución de (35) con la recta

2
u=-=;

V3

indicaremos estos otros puntos con Qv Q2,... En todos los casos 
tiene la ordenada w negativa y Q2 positiva y, al variar la solu­

ción considerada, estas dos ordenadas tienden conjuntamente en 
valor absoluto, al infinito. Por contrario las ordenadas de los 
puntos siguientes Q3, Q4, ... quedan acotadas por las que corres­
ponden a los puntos de análoga definición para la solución ex­
cepcional que viene del punto al infinito w : u = —1/2.

Las abscisas y ordenadas de los puntos P¿ dependen de las 
coordenadas de los correspondientes puntos Q¿ por medio de las 
relaciones (36); indicando con los mismos índices i los valores 
relativos a estos puntos se tiene luego en particular

Qi

Qi-i

Las observaciones que anteceden nos permiten prever que 
esta integral (79) y por lo tanto la razón tendrá acota­
ciones por defecto y por exceso para los valores de í >2; vamos 
a mostrar que, por contrario, para i = 2, el valor de esta integral 
se puede aproximar como se quiere a 0.

Notemos ante todo que para el cálculo de (79) será cómodo 
considerar por separado los dos tramos del arco Qi en los 
cuales w es respectivamente negativo y positivo; observando que 
a lo largo del primero u va decreciendo (du<0) y a lo largo 
del segundo u va creciendo (du>0), sigue que las dos integrales 
parciales son ambas positivas. Llamando, para fijar las ideas, 
Q' al punto w = 0 sobre el arco Q2, podremos luego escribir

Q’ Q2
f du , f du .v2 — iq = I — + I — (80)

J W J w
Qi Q’
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y calcular por separado las dos integrales del segundo miembro, 
considerando únicamente valores absolutos.

Sea por lo tanto de evaluar un extremo inferior para la pri­
mera integral; consideremos una solución de la ecuación (35) 
determinada por la condición de pasar por el punto Q"

U = w = — k (fc>0)

donde k es un parámetro del cual entendemos disponer todavía; 
tenemos

2
H3 ’

A?2

para calcular el segundo término, observemos primero que sobre 
el arco Q" Q' es siempre 

eligiendo u como variable y teniendo en cuenta que sobre el arco 
Q1Q"*es |w|>fc, resulta

se puede elegir k tan grande que |izw| sea, en todo el intervalo 

de integración, tan pequeño como se quiera. Suponiendo 
k

la ecuación diferencial (35) da

diz
w

<------------- 1 iz dw |< h\\u dw |
l-^-s

4

donde h es un número > 1, que puede suponerse tan próximo a
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1 como se quiere con tomar e suficientemente pequeño; obtene­
mos así

Idéntica limitación se obtiene para la segunda integral en 
el segundo miembro de (80) ; se nota además que el parámetro k 
tiende a oo conjuntamente para las dos integrales; luego final­
mente, como se había afirmado,

lím inf. v2— v± = 0, líminf. x2 : x± = l.

Esta conclusión coincide confirmándola, con la observación 
final de la nota (9) al n. 23. Ella nos dice en efecto que al 
crecer suficientemente en valor absoluto la pendiente de la solu­
ción en el primer punto en que ella corta a la solución singular 
(16), el segundo punto de intersección podrá resultar tan próxi­
mo como se quiera a este primero, aunque la pendiente resul­
tará en el mismo de signo contrario (positiva) y muy grande.

25. - Para estudiar ahora la distribución de los puntos 
con i >2, será conveniente referirnos a la ecuación (26), que 
escribiremos

d2u du 4u2 1 
------\-2— + - ------- = dv2 dt> u

poniendo

(81)
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ella se escribe

d2z Q dz 3 3 z2
+ (82)

V 3 '

correspondiendo los puntos P¡ a z = 0. Si por un momento supo­
nemos conocida una determinada solución

y sustituimos en el segundo miembro, obtenemos una cierta fun­
ción positiva /(v) y la función z(u) realizará la ecuación

(83).

de la cual podemos expresar la solución general en modo conocido 
resolviendo antes la ecuación homogénea

dz
dv

suponiendo que para v = v0 sea

obtendremos para z la expresión

v—u0z~y\2eV(i ^sen (84)

Se nota en seguida que el primer término del segundo miem­
bro se anula para v = v0, luego, para v creciente, una segunda 
vez para v = v0-|-7tK2 manteniéndose el signo de y en todo el 
intervalo

v0 < v < v0 + ti (85)



y cambiando luego de signo. En cuanto al segundo término ello 
es siempre positivo y creciente en este mismo intervalo. Además 
en la primera mitad de dicho intervalo, esto es por

el factor
v—tsen —— 
V2

(86)

es decreciente; se puede luego, en el intervalo (86), aplicar el 
segundo teorema de la media poniendo

donde

v0<?<v.

Si v y luego £ es bastante próximo a v0 la integral en el 
segundo miembro se podrá suponer menor, en valor absoluto, 
queye^. 1 i | ■ ,

Resulta por tanto que la expresión z, nula para v = vQ, se 
mantiene del mismo signo de y para ios valores de v bastante 
próximos a v0, pero llega siempre al segundo extremo del inter­
valo (85) con signo positivo. En caso de ser y>0, ella se man­
tiene siempre positiva; mientras en caso de ser y<0 ella debe 
anularse en un ¡punto interior al intervalo (85).

Aplicando a y el índice i por cuanto se supone que v = v0, 
z = 0 corresponda al punto P¡, recordemos ahora que será

(87)

y por lo tanto, según las anteriores convenciones y¿<0, o y¿>0 
según sea i impar o bien par. Obtenemos luego como primera con­
clusión: la razón xí+1 : re- de las abscisas de dos puntos sucesivos 
de intersección de una solución cualquiera con la cúbica (16) es 

si el índice i es impar, >eK1/2 si el índice i es par.



Más precisamente, en ambos casos.

(88)

en efecto, la función

nula para z = 0, es creciente con |z| mientras z>0 o bien 
2

0 > z > — — ; entre los puntos P¿, P^, ella alcanza luego su 

máximo valor cuando w = 0; llamando el valor correspondiente 
de |z| hemos observado que

Por tanto, para todos los valores de z, mientras el punto co­
rriente pasa de P¿ a P¡+l9

donde, para i suficientemente grande, se puede tomar c tan pró­
ximo como se quiere a 3J/3/8 y en cualquier caso

Indicando con d un número tal que

V

0<d<c/
J V a

la fórmula (84) puede luego escribirse
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±= ±=i/iesen 4- dw¡
y w¿ ' ¡/ 2

y, a causa de límw¿ = 0, el primer valor de v>v0 por el cual 
z: lüi = 0 tiende a vQ + ti V 2 por i—> co.

Es importante poner de relieve el hecho que en el teorema 
demostrado aparece la relación : xL y no las abscisas xi+1 
y x¿ por separado; esta relación es invariante cuando a la solu­
ción considerada se aplica la transformación (19); esto podía ser 
previsto por el hecho que por (19) la cúbica (16) se transforma 
en sí misma; pero la observación demuestra que la propiedad 
encontrada pertenece en verdad al par de variables u, w, ligadas 
por la ecuación diferencial de primer orden (35) aunque haya 
sido conveniente referirse a la ecuación (26) equivalente a (1).

26. - Consideremos ahora el comportamiento relativo de dos 
soluciones cualesquiera que indicaremos con y'(^) e y"(x) > e^as 
determinan sobre la solución singular (16) dos sucesiones de 
puntos análogos a los P¿, que representaremos respectivamente 
con

(89)

tendiendo ambas hacia el infinito. Igualmente distinguiremos con 
uno y dos acentos todas las magnitudes que se refieren respec­
tivamente a las dos soluciones.

Supongamos en primer lugar que dos puntos P'¡, P"¡ de las 
dos sucesiones coincidan; si los índices tienen distinta paridad, 
sea, para fijar las ideas, i par; será

x'i+i

x'i
>* /2>

/r"..x 7+1

//.
J+V

luego
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Si los índices tienen la misma paridad, sea i<j; será

si i = j podrá suponerse la misma desigualdad, pues no es posible 
la igualdad de los y que tendría por consecuencia la coincidencia 
de las dos soluciones; en ambos casos la razón : x"j será 
más próxima a l' S que la x'¿+1 : x'¡. Se sigue que en todos los 
casos la desigualdad Yi>Y'j tiene por consecuencia >a/j+1: 
pares de puntos sucesivos de las dos sucesiones no pueden coinci­
dir; en otros términos: una solución no singular de la ecuación 
(1) está determinada por dos puntos de intersección sucesivos 
cualesquiera de ella con la solución singular. Se encuentran nece­
sariamente en esta condición de puntos de intersección sucesivos 
dos puntos de la solución singular cuyas abscisas tuvieren razón 
< ti V 2 (1). Por dos puntos de la solución singular cuyas abscisas 
tengan entre sí exactamente la razón te 12 no pasa otra solución 
de la ecuación.

En cada una de las sucesiones (89) existen pares de puntos 
sucesivos entre los cuales caen puntos de la otra sucesión (siem­
pre en número finito); se puede afirmar más que, para valores 
suficientemente elevados ,de los índices, tres puntos sucesivos de­
terminan por lo menos uno de esos pares y el número de puntos 
de la otra sucesión comprendidos entre este par no pasa de dos.

Sean P'¿, P¿'+1 dos puntos de la primera sucesión entre los 
cuales esté comprendidos el punto P"j+V Consideremos también 
el punto P”]-!- Los pares P^P'^, P"jj&P"j evidentemente se 
separan; pueden suponerse dos casos principales:

a) Los índices i y j—1 tienen la misma paridad; los arcos 
P'¿P'Í+1, P"j_¿P"j de las dos sucesiones consideradas quedan del 
mismo lado de la solución singular; ellos deben por lo tanto cor­
tarse.

b) Los índices i y j tienen la misma paridad; si entonces el 
punto P"j+i no es interior al intervalo P'íP'íYl se realizan para 
los arcos P^P'^, P^P"^ las condiciones mismas realizadas

O Este límite es ciertamente inferior al valor máximo para el cual la pro­
posición es válida; pero la determinación de uno más elevado implicaría un 
estudio más detallado.



en el caso a) por P'^P"jyP'iP'¿í- Concluimos luego toda­
vía que los dos arcos se cortan.

c) Los índices i y j tienen la misma paridad y el intervalo 
P'^P"^ es interior a Será entonces

r
i

Si ¿ y j son impares (y'í, negativos) será |y'¿ |<|y"/|; los 
arcos P'^P'^, P"jP"j+i de las dos soluciones corren luego res­
pectivamente en los espacios comprendidos entre la cúbica (16) 
y dos cúbicas del haz (23) de las cuales la primera es más pró­
xima a la (16) que la segunda. El segundo arco corta luego al 
primero en dos puntos (x).

Si i y j son pares (y'¿, y"; positivos), bastará considerar los 
arcos P'¿4j1P'í+2,P'7_p1P";+2J si P"j+2 est^ comprendido entre P'^x 
y P'¿+2, ellos estarán entre sí en las mismas relaciones encon­
tradas en los casos a), b); si por contrario P'¿+2 está compren­
dido entre P"j+i, P"j+%, se repiten las mismas condiciones que 
en el aparte anterior.

En todos los casos hemos determinado puntos comunes a las 
dos soluciones consideradas. Concluimos que dos soluciones cua­
lesquiera de la ecuación (1) en el primer cuadrante se intersecan 
infinitas veces en puntos de abscisas ilimitadamente crecientes f2).

27. - Resumimos los resultados de nuestro análisis en el mo­
do siguiente:

Las soluciones de la ecuación (1) pueden distinguirse en dos

(*) Un pequeño croquis que el lector quiera diaeer de la posición relativa de 
las líneas consideradas puede ayudarle en la intuición del texto.

(2) Debe notar el lector que este continuo entrecruzarse de las soluciones 
de nuestra ecuación mientras ellas se alejan hacia el infinito ocurre sin que 
en las mismas se produzca inflexión ninguna; todo al contrario ellas se en­
corvan continuamente todas en la misma dirección, solo alternándose entre ellas 
la mayor y menor rapidez de este encorvamiento.

El hecho que la razón de las abscisas de los puntos sucesivos de intersec­
ción tiende a icyí tender esas abscisas hacia oc, y que por lo tanto la distan­
cia de esos puntos sucesivos tiende ella misma a oo, explica las dificultades de 
intuición y de ofrecer un dibujo que represente en modo fiel este comporta­
miento.
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clases, según tengan puntos en el primer cuadrante o en el 4o; 
las dos clases tienen idénticas propiedades, salvo el cambio de 
signo de la función por los mismos valores de la variable x.

Considerando luego solamente soluciones caracterizadas por 
puntos en el primer cuadrante, una cualquiera de ellas corta in­
finitas veces la cúbica

(16>

en puntos de abscisas crecientes ilimitadamente; la pendiente de 
la solución, al tender x—>co, se aproxima ilimitadamente a la 
pendiente de (16) en los puntos de igual abscisa.

Para valores decrecientes de x la solución llega siempre a 
cortar al e je y en un punto de ordenada positiva o nula. En el 
primer caso la solución entra en el segundo cuadrante, presen­
tando siempre en este punto una inflexión, y alcanzando des­
pués siempre para un valor finito (negativo) de la abscisa, el valor 
0, con derivada go. En el segundo caso la solución pasa por el 
punto (0,0) al tercer cuadrante, en el cual se prolonga, por 
valores negativos de x, sin cambiar la variación monótona de la 
curvatura, hasta alcanzar nuevamente el valor 0 en un punto 
de abscisa finita (negativa) con derivada —oo.

Una vez alcanzado dicho punto (£<0, J' = 0) la solución no 
tiene prolongación determinada, sino que empalma con continuidad, 
con infinitas prolongaciones posibles, pasando del segundo cua­
drante en el tercero o del tercero en el segundo. Estas prolonga­
ciones son siempre representadas por arcos de curvas con la 
concavidad dirigida hacia el eje x, alcanzando nuevamente el eje 
x en un punto que, en razón de la aludida indeterminación de la 
prolongación, puede hacerse caer en un punto cualquiera del 
semieje de las x negativas. En este punto se repiten luego los 
mismos fenómenos.

Dos soluciones cualesquiera se intersecan infinitas veces en el 
primer cuadrante e igualmente en el segundo en cuanto se consi­
dere oportunamente su prolongación por valores de x—>—co, pero 
no pueden tener más que un punto común entre dos puntos sobre 
el eje x.

Por dos puntos asignados de la misma parte del eje x pasan
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en general dos o más soluciones con tangentes divergentes(x); deben 
exceptuarse los pares de puntos de la cúbica (16) cuyas abscisas 
tienen por razón tí ¡ 2 (y probablemente los múltiplos enteros de 
n V 2) por los cuales pasa únicamente esta cúbica.

ROSARIO ---- INSTITUTO DE MATEMÁTICA DE LA FACULTAD DE C. M. DE LA

UNIVERSIDAD DEL LITORAL.
MONTEVIDEO ---- INSTITUTO DE MATEMÁTICA Y ESTADÍSTICA DE LA FACULTAD

DE INGENIERÍA.

(x) Esta afirmación, que contradice aparentemente al hecho, que la teoría 
general parece hacer suponer (cfr. p. ej. Picard, Traite cl’analyse, Vol. 3, 
Ch. VIII), de que dos puntos determinan una solución, con tal que sean su­
ficientemente próximos, se explica por el hecho que de las soluciones conside­
radas una sola se desarrolla, entre los dos puntos, en un entorno de ellos su­
ficientemente pequeño para que se cumplan las hipótesis de la teoría.

RESULTADO DEL CONCURSO ENTRE
SOLUCIONISTAS DE PROBLEMAS PROPUESTOS 

EN EL AÑO SEXTO (i946)
En aplicación de lo dispuesto en el art. 49 de la ordenanza de institución 

del Boletín del Instituto de Matemática Mathematicae Notae, el director del 
Instituto ha tomado en consideración las soluciones enviadas hasta el 19 de 
julio de 1947, haciendo al señor Delegado Interventor las propuestas corres­
pondientes, que fueron aprobadas (esp. 1348-1-47) en la forma siguiente:

19 Adjudicar al estudiante señor Carlos Krüger del 69 año de ingeniería 
el premio correspondiente al año 1946.

29 Declarar desierto el concurso entre solucionista^ no pertenecientes a la 
Facultad.

39 Encargar al Director del Instituto la elección de uno o más libros de 
matemática o de física para entregarlos como premio al señor Carlos Krüger.



NOTAS SOBRE LA TEORIA MATEMATICA 
DE LOS CIRCUITOS LINEALES

I. UN METODO PARA LA SINTESIS DE IMPEDANCIAS (*)

POR

Alberto González Domínguez

I. —Bruñe ha dado, en su clásica tesis (2), un método ge­
neral para realizar la síntesis de todo dipolo cuya impedancia 
I(p) (j) = t + ¿co) sea una función racional prefijada (con nú­
mero finito de polos) de la frecuencia compleja p.

Es objeto de esta nota formular un teorema (Teorema 5) 
cuya aplicación permite efectuar la síntesis, por el método de 
Bruñe, de todo dipolo físico de cuya impedancia se conozca la 
resistencia /?(ico) z (parte real de la impedancia en el eje
imaginario), o de la reactancia S(zco) (parte imaginaria de la 
impedancia en el eje imaginario). Así se plantea en la práctica 
el problema de la síntesis; con el agregado de que ñ(z’co) o 
S(¿co) no vendrán dadas por una fórmula explícita, sino mera­
mente en forma gráfica o numérica.

Nuestro método consiste esencialmente en obtener, a partir 
del dato (jR(ico) o S(¿co)), una impedancia racional cuya parte 
real o imaginaria difiera en el eje imaginario tan poco como se 
quiere de la función de partida.

La impedancia así creada se sintetiza luego por el méto­
do de Bruñe.

(’) Comunicación presentada en la 6^ Reunión de la Asociación Física Ar­
gentina, realizada en el Observatorio Astronómico de Córdoba, el 22 de sep­
tiembre de 1946.

(2) Otto Bruñe, Syntliesis of a finite two-terminal network whose driving 
point impedance is a prescribed function of frequeney; Journal of Mathematics 
and Physics, vol. X (1931), pp. 190-236.



II. — La posibilidad de la aproximación uniforme de im- 
pedancias por medio de impedancias racionales, se basa en cier­
tos teoremas que para mayor claridad demostramos a continua­
ción sin hacer referencia a su interpretación física, que deja­
mos para los párrafos siguientes.

Teorema I. — Toda función f(z), holomorfa y de parte 
real positiva en el interior del círculo unidad, y continua en 

| z | < 1 puede aproximarse uniformemente en el recinto com­
pleto por medio de polinomios de parte real positiva en |z|< 1.

Demostración. — Observemos que los coeficientes de la se­
rie de Taylor de /(z)

/(2) = -y + (\z + c2z2 +. . [1]

convergente en |z|< 1, vienen dados, para todo n, por la expresión

cn = ~ / e_ÍMÜ' 9(9-) d9-, 
71 J [21

donde g(&) es la parte real de f(z) en el contorno. Esto es conse­
cuencia inmediata de un conocido teorema de Herglotz (3), y de 
la supuesta continuidad de /(z) en la circunferencia.

Formemos las sumas Cesáro de orden n de la serie (1):

” n+l-v 
=i n+1

[3]

enUn clásico teorema de Fejér (4) nos permite afirmar, 
virtud de la admitida continuidad de /(¿) en el recinto completo.

(3) G. Herglotz, deber Potenzreihen mit positivem, reellem Teil im Eiríheits 
tiréis; Berichte der Saechsischen GescUschaft der Wissenschaftem zu Leipzig, Ma- 
thematiscii-Physilcalische Klasse, 63 (1911), pp. 501-511. Cfr. especialmente las 
fórmulas 54, 56 y 58.

(4) L. Fejér, Fourier Beihe und Pot&nzreihe; Monatshefte fuer Mathematik 
und Physik, XXVIII (1917), pág. 67.
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que los polinomios (3) convergen uniformemente, para z¿l, 
hacia /(z).

Pero hay más: los polinomios (3) tienen parte real positiva 
en |z|< 1. Esta propiedad de los polinomios (3), que es la clave 
de nuestro método de síntesis, es consecuencia de un teorema de 
Schur(5). El teorema 1 queda pues demostrado.

Nota. En el caso de que /(z) tome valores reales para z real, 
la función </(z) será par; los coeficientes serán pues todos 
reales, y vendrán dados por la expresión

2 r
cn—— / cosnfrdíh [4]7T J

0

Del teorema I se deduce con fáciles consideraciones, por 
medio del cambio de variable

w = [5"J,

que transforma el círculo unidad en el semiplano de la derecha, 
el siguiente

Teorema II.—Toda función holomorfa y de parte
real positiva en el interior del semiplano de la derecha,

Rf(jp)>0 para R{p)>G [p = t + iw], [6]

y cuya función límite F(¿w) =.R(co) + iS(co)' sea continua (in­
cluso para co = go) puede aproximarse uniformemente en el semi-

(5) J. Schur, Ueber Potenzreíhem, die im Innern des Eiríheitskreises be- 
schraerilct sind; Journal fuer die reine und angewandte Mathematik, 148 (1918), 
p. 128. Véase también F. Hausdorff, Momentprobleme für ein endliches Inter­
val, Math. Zeitschrift (1923), pp. 247-248.
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plano completo por medio de funciones racionales de parte real 
positiva en el interior. Las funciones de aproximación tienen la 
forma siguiente:

[7]

—Tt

Para el caso de que F(j>) sea real para p real, la función 
R(ico) es par y los coeficientes, que son reales, tienen por ex­
presión la siguiente (análoga a la (4)):

III. — El teorema anterior admite interpretación inmediata 
en términos de impedancias. Es sabido, en efecto (6), que toda 
impedancia dipólica Z(p) es una función holomorfa y de parte 
real positiva en el semiplano de la derecha, real para p real. 
En virtud de estas propiedades de las impedancias dipólicas, del 
teorema II se deduce el corolario siguiente, que enunciaremos 
como

Teorema III.—Toda impedancia continua y acotada en el 
eje imaginario (incluso por oo=oo) puede aproximarse unifor­
memente en el semiplano completo por medio de impedancias 
racionales. Estas impedancias tienen la forma (T), y los coefi­
cientes ay vienen dados por la fórmula (8).

IV. — En los problemas de la práctica, lo usual es que de 
la impedancia a sintetizar se conozca una sola de las componentes 
en el eje imaginario.

(fi) Cfr. Bruñe, loe. cit., pp. 194-197.
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Supondremos en lo que sigue que el dato es la parte real 
fí(ico) (resistencia del dipolo). Consideraciones completamente 
similares se aplican al caso de que el dato sea la reactancia.

Para efectuar la síntesis, aplicaremos el teorema III, creando 
una impedancia racional cuya parte real en el eje imaginario difie­
ra en valor absoluto de fí(co) tan poco como se quiera.

Ello plantea la cuestión de saber qué condiciones es menester 
imponer a nuestro dato fí(co) para que se cumplan las hipótesis 
del teorema III; es decir, para que fi(co) sea la parte real de 
una impedancia continua y acotada en todo el eje imaginario 
incluso en el infinito. Para ello no es suficiente postular la con­
tinuidad y acotación de 7?(co); sí lo es en cambio, el admitir 
que /?(co) satisface, además, a una condición de Lipschitz, 
uniformemente para todo co, según se deduce, por ejemplo, de 
un teorema de Titschmarsh (7). Llegamos así al teorema siguien­
te, que es el principal resultado de esta nota.

Teorema IV.—Sea R(a>) una función par, no negativa, de­
finida y continua en el intervalo [—00, 00], que satisfaga unifor­
memente a una condición de Lipschitz de orden a < 1 en todo el 
intervalo; dado un e arbitrario, existe un entero n tal que la 
impedancia racional

tiene en el eje imaginario una parte real que difiere en valor ab­
soluto menos de £ de la función dada jR(co).

V. — Nuestro problema ha quedado, pues, reducido a sinteti­
zar la impedancia (9); lo cual puede hacerse en todos los casos

(7) E. C. Titschmarsh, Introduction to the Theory of Fourier Integráis, 
Oxford, 1937, p. 145.



por el método de Bruñe, ya que se trata de una impedancia ra­
cional.

Cabe observar que las impedancias (9) tienen todos sus po­
los en el punto p = — 1, lo cual facilita la aplicación del mé­
todo de Bruñe.

Cabe también observar que la única labor requerida para 
poder escribir la fórmula a partir de fí(co) es el cálculo de un 
número suficiente de coeficientes cn; lo cual se logra sin mayor 
esfuerzo si se dispone de un analizador harmónico.

Puede decirse, en resumen, que la fórmula (9) suministra 
un procedimiento sistemático y poco laborioso, para sintetizar por 
el método de Bruñe un dipolo cualquiera de resistencia o reac­
tancia prefijadas.

En el segundo caso, es decir, si el dato es la rectancia S(co), 
la impedancia de aproximación tiene la misma forma que la 
indicada en (9), con la única diferencia de que los coeficientes cv 
vendrán dados en el presente caso, para todo v, por la fórmula

TZ

BUENOS AIRES, FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS
PROPUESTOS

137. — Determinar la solución en números enteros y positivos 
de la «ecuación indeterminada

5x + 7y — 3z = 0,
en la cual z tiene el valor mínimo.

138. — Demostrar que cualquiera sea el número entero posi­
tivo impar N} la sucesión representada por la fórmula 

A'2"+l

2
(n = 0,1,2,...)

está constituida por números enteros impares y dos a dos pri­
mos entre sí.

Lo mismo para la sucesión
A'2" + l (71 = 0,1,2,...)

si N es par.

139. — Un par de rectas formando ángulo constante se des­
plaza de manera que una de las rectas se mantiene tangente a 
una parábola dada y el punto común corre sobre una tangente 
fija de ésta. Determinar la envolvente de las posiciones sucesivas 
de la otra recta.

140. — Determinar el lugar geométrico de los puntos de con­
tacto de los círculos de un haz, con las rectas de otro haz, dados.

El mismo problema para los puntos de contacto de lo® 
círculos de dos haces dados.

Casos especiales.

141. —Es sabido que se llama cuadrángulo completo al sis­
tema de 4 puntos del plano (de los cuales nunca tres son alineados) 
y de las 6 rectas que los unen (lados del cuadrángulo).

Se ve en seguida que, conociendo los valores de cuatro ángu­
los independientes formados por cinco de estas rectas, quedan 
determinados todos los 10 ángulos que ellas forman entre sí. Que­
dan también determinados los ángulos del lado restante con las 
precedentes; se pide una fórmula para calcularlos.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

RESUELTOS

N.° 112 — Demostrar la siguiente fórmula para la diferencia de un 
producto

a+P+7=w

Solución. _La diferencia primera del producto uv

\uv = u . Av + Au. v + Au . Av

puede representarse simbólicamente introduciendo un símbolo Aq 
para significar «multiplicación por 1» y entendiendo que cuando un 
par de símbolos como A0A, AA0, A A se antepone a un producto 
binario, ellos se aplican a los factores ordenadamente; así la fór­
mula se escribe:

Aun = (Ao A + A Ao + AA) uv.

Puede entonces aplicarse simbólicamente la fórmula de Leib- 
nitz para la potencia de un polinomio:

Aníw=(A0A + A Ao + AA)nuv

=[ £

= U. -,n!, ¡ . A«+y . uv
a!p!y!

ni
a! P(u—a—p) !

An_a u . An_P v.

El procedimiento y la fórmula correspondiente se puede apli-
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car para calcular las diferencias sucesivas de un producto de un 
número cualquiera de factores, con el inconveniente de crecer 
rápidamente el número de términos del polinomio simbólico al 
cual se aplica la fórmula de Leibnitz. Si el número de factores 
es m, el número de estos términos será en efecto 2tn— 1; para 
m = 3 habrá que desarrollar

(A o A@ A 4“ AqA A o 4" A AqAq 4- A o A A-|~ A A o A 4~ A A A@ 4~ A AA)n uvw

^a3+a5+a6+a7u . ^a2+a4+a6+a7ü . ^ai+a4+a5+a7 w

N.° 113 — Representar la función

2x X
tg 2x)

y demostrar:
a) Que los máximos y mínimos están alineados sobre una recta r
b) Que esta recta corta además a la curva en puntos de abcisas xn do­

ble de los valores que anulan a la función.
e) Que el trapezoide limitado por la ordenada correspondiente a xn y por 

la ordenada máxima más próxima, está dividido por r en dos figuras 
cuyas áreas tienen diferencia constante e igual a 1.

Solución—Desarrollando cálculos la función propuesta se 
escribe

(1>

Será luego y = 0, siempre que sea

sen 2x — 2x eos 2x = 0 (2)

sin anularse el denominador; se ve en seguida que sen# = 0 im­
plica sen 2x = 0, cos2a? = l; por lo tanto esta condición es con­
tradictoria con (2) salvo el caso de x* = 0. En este caso se calcula 
el valor de (1) por la regla de I/Hospital y se encuentra

,, 4x sen 2x
limy = lim -----------= lim2£ = 0.

*->o 2 sen 2x x~>o
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Se concluye que será y = 0 siempre y solamente cuando se 
realiza (2), es decir

2# = tg2#. (3)

De lo dicho se ve también que será y = -|-oo para los valores 
de x de la forma

x — kn (A: entero “/-O) (4)

y que el signo ¿ será entonces siempre el opuesto de x.
Si sé hace variar x entre dos valores sucesivos satisfaciendo 

a (4), 2x recorre todo un intervalo de anchura 2 tí; luego tg2# 
recorre dos veces toda la recta — oo, + co; se sigue que también 
la igualdad (3) será realizada dos veces y precisamente, si #>0.

una primera vez en el intervalo fcn- y una segunda en

3tí
el intervalo kn -I——“ kn -I----- . Si al contrario x < 0, los valores

2 4
71 7T 3^

de x estarán en los intervalos /íti 4-—” Zctt 4-— , kit + —-_(Ar+l)’7r.
4 2 4

Observemos además que

2x—sen 2x
y' =--------------eos x

sen3 x

y se sabe que es 2x — sen 2x = 0 únicamente para # = 0. 
En este caso

2x—sen 2x 2—2 eos 2x
lim y' = lím--------------= lim -4-------------
x_>o x_>o sen3# 3 sen2#

resulta que será y' = 0 únicamente para cos# = 0, es decir

# = kn
Tí

2 ’
(5)

Se infiere de todas estas observaciones que la curva represen-
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tativa de la función y se compone de una sucesión infinita de 
ramas infinitas; y precisamente:

Io Una rama que une a los puntos (—+GD), (*, — °°) pa­

sando por el origen con pendiente---- .

2° A la derecha de ésta una infinidad de ramas que unen 
los pares de puntos sucesivos de la forma

(Zcn,—oo), —<») (fc>0)

volviendo la convexidad hacia las y positivas; cada una de estas 
ramas corta dos veces el eje x en puntos definidos por la 
igualdad (4), alcanzando entre estos dos puntos un máximo para

x — kn +
TI

2 ’

3o A la izquierda de la primera rama otra infinidad de ramas 
que unen los puntos de la forma

(Z^,+oo), ((/£—l^+oo) (fc<0)

con la convexidad hacia las y negativas y alcanzando mínimos ne­

gativos para los valores de x de la forma x = kn — ~ .

Debe notarse también que la función y es impar; por lo 
tanto la curva que la representa es simétrica respecto del origen 
de coordenadas. Los dos grupos de ramas 2o y 3o son luego si­
métricos y simétrica en sí la rama Io; el origen de coordenadas 
es por tanto para ella punto de inflexión.

Poniendo en (1) X=k*+^ resulta

comprobándose así la afirmación a) del problema.
Poniendo, por otra parte, en (1) y~x se obtiene

sen 2x = 2a? (eos 2a?+sen2 x) = 2x eos2 x

es decir, por costf^O,
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(6)

resultando así demostrada la afirmación b).
Por fin calculemos la integral

integrando por partes la segunda integral del segundo miembro, 
donde se ponga

1 tg2
sen2 x 1+tg2 x

se obtiene
x d.r 1 f d¿r

sen2 a; tgx J tgx’

luego
f x x2 x
I yda? = x2H------- = 2 — 4------- .J J tgx 2 tgx

El área de la curva entre dos ordenadas xt y x2 se compone 
luego de dos partes, la primera de las cuales es el doble del área 
del trapecio contenido entre las mismas ordenadas y la recta y = x, 
la otra es el incremento entre las mismas ordenadas de la razón 
x : tgx. Podemos enunciar esta observación con las palabras de 
la tercera afirmación del problema: si del área de la curva entre 
dos ordenadas se resta el arco del trapecio contenido entre las 
mismas ordenadas y la recta y = x, queda un número que toda­
vía sobrepasa (positivamente o negativamente') a este mismo tra­
pecio en una cantidad igual al incremento de la razón 
x : tgx.

Supongamos ahora que las dos ordenadas elegidas corres- 

ponden a x± = , tga?1=oo (cfr. (5)) y a ¿r2 = tgx2 (cfr-

(6)); la cantidad aludida resulta 1. La afirmación c) está demos­
trada.

Esta resolución ha sido redactada sobre algunos apuntes enviados por el autor 
del problema, Prof. Ing. José Babini. Otra solución equivalente fué enviada 
por el señor Roberto Watkins, Buenos Aires.



N.° 114 — Demostrar que todos los rombos inscriptos a una elipse tienen 
sus lados tangentes a un mismo círculo.

Solución. — Sea la ecuación de la elipse, referida a un 
sistema de coordenadas cartesianas,

b2x2 + a2y2=¿a2b2. (1)'

Tracemos por un punto genérico (xy) de la curva una recta 
por el origen que tomamos como una diagonal del rombo, luego 
trazando por el origen la recta perpendicular a la anterior que 
corta a la elipse en el punto (xl9 yx) ésta será la otra diagonal 
del rombo inscripto. Por la condición de ortogonalidad debe ser

J'i * 
y por pertenecer el punto (#1, yx) a la elipse

b2x±2 + n2yx2 = ;

los valores de xr e yt en función de x e yobtenemos así

—yaí>

que pasa por los puntos (&y) y tiene por

ab(x2-\-y2')

o

X(abx—y]z b2y2-\-a2x2') + Y (x b2y2+a2x2-\-aby') — ab(x2-\-y2') = 0.

Por una fórmula conocida la distancia del origen a esta recta 
está dada por

,----------- - —>
y (a2b2-\-b2y2-\-a2x2') (#2+y2)

La recta 
ecuación

yx —----
|/ b2y2-\-a2x2

X1--------7=- ■■ -= 5
|/ b2y2-\-a2x2

Y — y=. y]S b2y2+a2x2—abx (X—x') 

x\! b2y2-\-a2x2-\-áby
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Sustituyendo en el denominador a a2b2 el valor dado por (1) 
resulta

d = ab(x2+y2) =__ <lb (2)
|/ (n2+62)(¿c2+y2)2 |/a2-|-62

Esta distancia es por tanto independiente del punto de par­
tida xy e igual para todos los rombos inscriptos en la elipse. Que­
da así demostrado que los lados de estos rombos son todos tan­
gentes al mismo círculo. La expresión (2) del radio de este círculo 
es evidentemente la altura del triángulo rectángulo cuyos catetos 
son los semiejes de la elipse.

Una solución sustancialmente equivalente fue enviada por el Sr. Roberto 
Watkins — Buenos Aires.

N.° 117.— Hallar un polinomio de tercer grado que para los valores 1 y 2 
de la variable tome el valor 1, mientras su derivada toma los valores 0 y 1 
respectivamente.

Solución . — Sea el polinomio

y ~ ax3 + bx2 + c# + d.

Las condiciones del enunciado son

+ 6 + c + d=:l
8a + 46 + 2c + d=l

3a + 25 + c = 0
12a + 46 + c = l.

Resolviendo este sistema por ejemplo por la regla de Gra- 
mer, se obtiene

a = l, b = — 4, c = 5, d = —1.

El polinomio buscado es, por tanto,

y — x3 — 4x2 + 5x— 1.

Una solución de este problema ha sido enviada por el Sr. Desiderio López, 
alumno de la Facultad de C. Matemáticas de Rosario.
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N.° 120 — Un segmento de longitud constante a se desplaza sobre una 
recta fija tangente a una circunferencia de radio r; en los extremos del seg­
mento hay dos rectas que se mantienen constantemente tangentes a la misma 
circunferencia; se desea el lugar geométrico del punto de intersección de estas 
tangentes y la velocidad de este punto cuando el segmento a se mueve con ve­
locidad constante. Discutir el resultado indicando para los distintos valores de 
la razón a/r los detalles de forma y posición de la curva.

Sea x2 y2 = r2 la ecuación de la circunf erencia y sea y —— r 
la tangente fija sobre la cual se desplaza el segmento a. Lla­
mando (XY) al punto corriente sobre la curva de la cual pregunta 
el problema, la ecuación conjunta de las dos tangentes de (XY) 
al círculo es:

(Xx-\-Yy—r2)2 — (X2+Y2—r2) (¿r2-|-y2—r2) =0 

es decir:

x2(Y2-r2) + y2(X2-r2) - 2xy XY + 2r2(Xx+Yy}_ r2(X2+Y2) = 0.

Este par de tangentes corta a la recta y — — r en puntos 
cuyas abscisas serán las raíces de la ecuación

a:2(Y2—r2) +2ra?X(Y+r) — r2(r+Y)2 = 0 

o

x2(Y—r) + 2rxX — r2(r+Y) = 0,

cuyas soluciones, para cumplir con el enunciado, deberán tener 
diferencia constante e igual a o con lo cual será

4r2 [X2+Y2—r2] = a2 (Y—r)2

Y2 (a2—¿ir2) — 2a2rY — Yr2X2 + r2(u2+4r2) =0.

Concluimos luego que el lugar buscado es una cónica.
Eligiendo el radio, r como unidad de longitud esta ecuación 

se escribe más simplemente

4X2 - (a2—4) Y2 + 2a2Y - (a2+4) = 0 (2)



Es fácil ver ahora que si en ésta suponemos a >2; a = 2 o 
a <2 la recta del infinito será secante, tangente o externa a la 
curva, con lo cual ésta será respectivamente hipérbola, parábola 
o elipse.

Para hallar la velocidad con la cual el punto recorre la curva 
tomemos la ecuación (1) en la cual se ha hecho r = l

(a?2-l) Y + 2xX — (*2+l) = 0; (1')

además, por el enunciado, podremos suponer en menos de una 
constante multiplicativa que el tiempo t sea representado por la 
misma x y nuestro problema se reducirá a tomar en (2) y (1') 
la derivada respecto a x

4X — - [(«2—4) y + u2] — = 0 da? da?

2x +(^2-1)4^ = 2(x-Y-X).
da? x 7 dy,

Por cuanto el cálculo de la velocidad es bastante largo nos 
limitaremos a indicar que para obtener el valor deseado bastará 
sustituir en la expresión general de la velocidad

los valores de— y —- que se obtienen del sistema de ecuaciones da? v da?
(anteriores y de las (1') y (2).

Esta solución es debida al Sr. Adolfo Daghetto alumno de la Facultad.

Nota de la R. — El problema propuesto tiene una generali­
zación proyectiva que permite ver la solución bajo un aspecto 
más sintético e intuitivo.

Notamos en efecto que mientras el segmento a se desplaza 
sobre la tangente fija a la circunferencia, sus extremos recorren
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puntuales iguales, luego proyectivas. Se presenta por tanto natural 
la generalización siguiente:

Determinar el lugar geométrico de los puntos comunes a los 
pares de tangentes a una cónica dada F que cortan una tangente 
fija T de la misma en pares de puntos correspondientes por una 
proyectividad dada. Si, sin efectuar cálculos, pensamos solamente 
el problema en la forma de la geometría analítica, comprendemos 
que la ecuación de la curva buscada se obtendrá como resultado 
de una conveniente sucesión de eliminaciones entre ecuaciones 
lineales y cuadráticas; se obtendrá así una ecuación algebraica, 
de la cual hay que determinar el orden. Este no es más que el 
número de los puntos de intersección de la curva con una recta 
genérica del plano. La palabra genérica significa aquí que la recta 
no debe pasar por puntos especiales (singulares) de la curva y 
no debe ser tangente a ella; se sigue que puede luego ser elegida 
para este fin una genérica de las tangentes a la cónica dada, por 
cuanto entre tales tangentes no pueden en ningún caso encontrarse 
en dichas ^condiciones excepcionales más que un número finito.

Sea a la tangente a F ,así elegida y sea A su punto de in­
tersección con la recta T; según se considere A como pertene­
ciente a la primera o a la segunda de las dos puntuales proyec­
tivas sobrepuestas asignadas sobre T, le corresponderán dos pun­
tos A' y At, por cada uno de los cuales pasa una tangente a F 
distinta de T; estas dos rectas encuentran a a en dos puntos, 
comunes a a y al lugar buscado. Se infiere que este lugar es de 
orden 2, es decir es una cónica. Podrían sin embargo los puntoss 
A' y A± coincidir; ocurre este caso cualquiera que sea la tangente 
a, es decir, cualquiera que sea el punto A sobre T, solamente sí 
la proyectividad dada es una involución; en este caso el lugar 
buscado será cortado por cualquier tangente a F en un único 
punto; es por lo tanto una recta (doble').

Además de este caso los puntos A' y A± pueden coincidir 
excepcionalmente cuando ellos coincidan con el punto A, unido 
en la proyectividad. En este caso la tangente a T por,A' = A1 —A 
coincide con la a y no queda por tanto definido un punto de 
intersección de ella con dicha recta. Se infiere por lo tanto que 
además de la cónica, para constituir el lugar completo deberá 
agregársele un par de rectas, tangentes a la cónica F por los 
dos puntos unidos de la proyectividad. Estas rectas se reducen a
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una si la proyectividad es parabólica, que es el caso del problema 
propuesto.

Notemos todavía que el punto común a dos tangentes dis­
tintas a la cónica F no puede estar sobre esta cónica; se. deduce 
que los puntos de intersección de la cónica F con el lugar bus­
cado deben coincidir con los puntos de contacto de F con las dos 
tangentes ahora consideradas. Por cuanto las dos cónicas deben 
tener 4 puntos comunes (reales o imaginarios, distintos o coinci­
dentes), concluimos que el lugar buscado es en general una cónica 
bltangente a la F en los puntos de contacto de ésta con las tan­
gentes conducidas por los puntos unidos de la proyectividad; será 
cuadritangente (hiperosculadora) si la proyectividad es parabólica; 
se reduce a la recta (contada dos veces) que une a los susodichos 
puntos de contacto si la proyectividad es involutoria.

Se puede discutir el problema también desde otro punto de 
vista. Si en lugar de considerar una tangente a F, para determi­
nar sus puntos de intersección con el lugar buscado, se toma una 
recta genérica del plano, podemos razonar en el modo siguiente: 
sea m esta recta, P un punto de ella; desde P conducimos las» 
tangentes a F, las que encuentran la recta T en dos puntos pvp2^ 
que consideraremos como pertenecientes a la primera puntual de 
la proyectividad. Sobre la segunda puntual a estos puntos corres­
ponderán dos puntos p'x, p'2; y conduciendo por ellos las tan­
gentes a F, éstas encontrarán la recta m en dos puntos P'x, P'2. 
El punto P será común a la recta m y al lugar buscado siempre 
y solamente cuando uno de los puntos P'x, P'2 coincide con P. 
es decir cuando P es punto unido de la correspondencia que la 
construcción indicada define sobre m. Se ha visto que al punto 
P, elegido arbitrariamente sobre m, corresponden dos puntos P'x, 
P'2. Considerando la construcción en sentido inverso, se ve por 
simetría que a un punto P' corresponden dos PA,P2, es decir que 
se trata de una correspondencia (2,2); el principio de correspon­
dencia (x) afirma entonces que estos puntos unidos son en nú­
mero de 4; dos de ellos son los puntos de interección de m con 
las tangentes a T por los puntos unidos de la proyectividad; 
quedan luego 2 que constituyen la intersección de m con la 
parte propia del lugar buscado.

(x) Cfr., por ej., Math. Notae, año IV, pp. 130-131.



Por fin vamos a considerar nuestro problema desde un pun­
to de vista más propio de la geometría proyectiva clásica que 
resultará acaso más claro tomándolo en la forma dual: en el 
haz de rectas que tiene por centro un punto O de una cónica 
dada y está dada una proyectividad; se unen los puntos de 
intersección (distintos de O) de y con los pares de rayos corres­
pondientes en esta proyectividad; se desea conocer la envolvente 
de las rectas asi determinadas. En seguida se ve que la proyec­
tividad entre las rectas del haz (O) determina una proyectividad 
entre puntos de la cónica y; la envolvente de las rectas que unen 
puntos correspondientes en esta proyectividad es una cónica. Por 
cuanto el teorema no se encuentra ordinariamente en los textos 
daremos de él una demostración:

Sean ABC..., A'B'C'... puntos correspondientes para la 
proyectividad que ahora se supone dada sobre y, y sea s el eje 
de la proyectividad, S el polo de s respecto y. Las rectas ABf, 
A'B se cortan en un punto M de s y AA',BB' en un punto 
M' que pertenece a la polar de M; esta polar es por lo tanto la recta 
SM'. Análogamente, considerando los pares de rectas AC', A'C y 
AA',CC' que se cortan respectivamente en N,N'; y así siguiendo 
para otros pares de puntos correspondientes. A raíz de la polari­
dad respecto y la puntual (MN ...) y el haz S(M' N'. .■) son 
entre sí proyectivos; por lo tanto las rectas que unen puntos co­
rrespondientes BB', CC',... en la proyectividad dada sobre y 
cortan a una fija de ellas A A' en una puntual proyectiva a la 
puntual que sobre la recta s cortan las rectas proyectantes desde 
el punto fijo A a los puntos B',C',.... La conclusión se man­
tiene evidentemente de cualquier modo se elija la recta A A' por 
dos puntos correspondientes en la proyectividad sobre y; por otra 
parte los haces de rectas que de distintos puntos de y proyectan 
los puntos B' C'. . . son proyectivos entre sí; inferimos pues que 
las rectas que unen puntos correspondientes en la proyectividad 
dada sobre y cortan dos cualesquiera de ellas en dos puntuales 
en correspondencia proyectiva; ellas envuelven una cónica.
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J. F. Ritt. Theory of Functions. Revised edition. King’s Crown Press, New 
York, 1947, p. 181 + X (3 dóls).

Este libro, que reproduce el curso sobre la teoría de las funciones que el 
profesor Ritt ha dictado periódicamente durante los últimos veinte años de su 
actuación en la Columbia University, tiene características conceptuales que pue­
den destacarse repitiendo, para el conjunto, las palabras que el mismo autor 
ha puesto en el prefacio para explicar el procedimiento adoptado particular­
mente en los primeros capítulos: “Los decimales tienen la ventaja de no ir 
en profundidad y no impulsar al alumno hacia una revolución matemática. 
Los números quedan lo que han sido siempre en vez de hacerse objetos nuevos 
y bizarros”. Creemos poder interpretar, parafraseando: ir directamente hacia 
el fin, evitando divagaciones (x).

El fin declarado es, pues, de llevar al alumno, por medio de un estudio d,e 
dos semestres, es decir en total 56 clases de 75 minutos cada una, a poder 
tratar con cualquier libro de matemática; el medio será un conocimiento bas­
tante completo de las teorías generales de las funciones de variables reales y 
más todavía de las funciones de variables complejas. No es ciertamente el caso 
de discutir el medio en comparación con los fines; es bien cierto que más propio 
que “cualquier libro de matemáticas” sería talvez decir “cualquier libro de 
análisis”, y es bien cierto también que, para tratar con cualquier libro de 
matemática, lo más necesario es voluntad y capacidad de razonamiento, con 
cuya ayuda la preparación preliminar necesaria puede ser muy pequeña. Y 
por fin es cierto también que, para ir lo más rápido hacia el fin perseguido 
podría declararse inútil cualquier definición del número real; al contrario el 
A. estima conteniente, como el lector puede haber entendido por algunas frases 
citadas, definir el número real formalmente como una sucesión infinita de ci­
fras tal que, por supresión de cualquier grupo finito de ellas, no se reduzcan 
a ser todas 9. Es bien conocida la objeción de Brouwer icontra tal definición; 
pero quienquiera podrá conceder que se la olvide como pura divagación abstracta; 
y es cierto que algunas ventajas iniciales tiene esta definición para introducir 
las operaciones elementales; no todas ventajas, sin embargo, porque algunas 
complicaciones ya se notan en la definicón de la sustracción y la brevedad apa­
rente está obtenida a menudo aquí remitiendo al cuidado del lector el desarrollo 
de algunas demostraciones que el concepto intuitivo del número permite pasar 
por alto.

(J) Posiblemente la presentación del libro, editorialmente un poco nueva, 
responda al mismo principio: se trata de una reproducción litográfica de un 
me.canoscripto, como nos muestran, para contrarrestar los precios siempre cre­
cientes de la imprenta, muchos libros y opúsculos norteamericanos e ingleses, 
pero con un esfuerzo no común con respecto a la claridad.



De todos modos, sobre esta base formal se establecen, en las primeras cin­
cuenta páginas del libro, todas las nociones y teoremas fundamentales de los 
conjuntos lineales, de la continuidad, series numéricas y funcionales, derivadas 
e integrales riemannianos. Sigue el estudio de la topología bidimensional en 
forma estrictamente aritmética y limitada a lo necesario para fundar la teoría 
de las funciones de una variable compleja. Un notable cuidado está dado a 
la introducción de la noción de curva (probablemente para llevar el acento so­
bre el programa de aritmetización), acaso también más de lo estrictamente 
necesario en razón del programa, como lo hemos resumido arriba. En efecto el 
teorema de Jordán está luego establecido únicamente para recintos triangula­
res, como es suficiente para la demostración del teorema Cauchy-Goursat, re­
mitiendo a la bibliografía para los casos en que la rigurosa aplicación pediría 
mayores detalles. Se introducen las funciones ez, sen z, eos z per sus desarrollos 
de Taylor; se define el logaritmo de una función analítica como la integral de 
la derivada logarítmica; se establecen los teoremas de yVeierstrass y de Mittag- 
Leffler sobre funciones enteras y meromorfas; se proporciona la noción de 
diramación y de superficie de Eiemann sobre los ejemplos de y z y log s*; por 
fin se concluye con la continuación analítica.

Muchos detalles del libro no pueden faltar de atraer la atención del lector 
como ocurre siempre delante de un esfuerzo orgánico hacia la realización de 
un programa; y aquí el programa es, además del de la aritmetización que hemos 
señalado desde el principio, el otro de hacer caber muchas nociones dentro de 
un tiempo lectivo relativamente reducido. No podríamos, tal vez, por contrario, 
declararnos del todo concordes con el autor sobre otras ventajas didácticas a 
las cuales él parece atribuir cierta énfasis, como la primacía del método en 
comparación con muchas simples consideraciones topológicas o la introducción 
más bien ocasional de algunas nociones cuya razón de ser es más amplia que 
la momentánea oportunidad (así números complejos generales, álgebras, lon­
gitud de un arco, el número x, etc.).

B. Levi

Fe de errata. — Por material error de composición, en la pág. 217 del 
volumen anterior de Alatli. Notae (Año VI, fase. 4*?) el clásico desarrollo de 
J0(íc) en serie de potencias aparece equivocado, sin influenciar sin embargo 
los cálculos y razonamientos del texto y de la nota a pie de pág. 217-18; co­
rríjase
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