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TRIANGULO
1. DESIGUALDAD TRIANGULAR
1.1 Propiedad de los lados de un triangulo
Actividad N° 1:
Consideramos tres segmentos cualesquiera, cuyas longitudes se muestran
en cada uno de los siguientes apartados ¢ siempre podemos construir un

triangulo cuyos lados sean respectivamente congruentes a dichos segmentos?
Veamos algunos ejemplos:

a) Datos Construccion

6cm

3cm .

Es posible

5cm
b) Datos Construccion

8cm -~

3cm / \):/ \ No es posib|e

j

5cm

c) Datos Construccién
10cm ™., No es posible

7cm |
1 ’
1 ’ \

lcm

En algunas de las situaciones anteriores hemos podido construir un triangulo
¢ Qué caracteristicas observas, en ese caso, con respecto a las longitudes de los
lados que permitieron construir el triangulo?.

Lo que has observado se puede enunciar en la siguiente propiedad:

En todo triangulo, la suma de las longitudes de dos lados es
mayor que la longitud del tercer lado.

(1)
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Actividad N° 2:

Dadas las medidas 2;6;10;5; 8 elegir dos ternas que puedan ser
medidas de lados de un triangulo. Gréfica esos triangulos. Realiza la
diferencia entre las medidas de dos lados del triAngulo en cada caso, y
comparala con la medida del tercer lado. ¢ Qué puedes conjeturar?

Lo que has observado se puede enunciar en la siguiente propiedad:

En todo triangulo la medida de cada lado es mayor que la diferencia entre )
las medidas de los otros dos lados.

De (1) y(2) podemos enunciar la siguiente propiedad:

En todo triangulo la medida de cada lado es mayor que la diferencia entre
las medidas de los otros dos lados y menor que la suma de los mismos.

Simbdlicamente

A
En el mrp, siendo mr, r py m p las medidas de los lados de dicho triangulo
podemos expresar:

r mp—-rp< mr< mp+rp

mp-mr < rp < mp+mr

Mmr—rp < mp<mr+rp

1.2 Propiedad entre lados y angulos de un tridngulo

Admitiremos sin demostrar que :

En todo triangulo, la medida de los lados estan en la misma
relacion de orden que la medida de sus angulos opuestos y
reciprocamente.
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Simbdlicamente
A - N _ A JR—
Simp>mr>rp < r (opuestoamp) > p (opuestoamr) >m (opuestoarp )

Experimenta construyendo varios triangulos y verifica esta afirmacion.

PROBLEMAS:

1) Completa el siguiente cuadro

mr D mp g,_S,e forma (‘,Qyé clase de
triangulo? triangulo es?
3 8 7
4 1 5
5 3 Si
a 2a 2a
a a 2a

2) Cada uno de los lados congruentes de un triangulo isésceles es de 10 cm.
¢ Entre que valores varia el tercer lado?.

A
3) En un tridngulo mnp sus lados estan en la siguiente relacibn mn > np > pm.
Ordena las medidas de los angulos en forma decreciente.

A A A A

4) En el triangulo rectangulo cab es a >b >c. ¢Qué par de angulos resultan
complementarios?

5) Sila suma de dos angulos de un triAngulo es menor que 130° ¢ entre qué valores

puede variar el tercer angulo?
POLITECNICO
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6) ¢ Cual es el lado de mayor medida en un triangulo rectangulo? ¢Por qué?
7) En los siguientes triAngulos nombra los lados ordenandolos de menor a mayor
de acuerdo a su medida
a) b A b) ' A
c =57° m =63°
a c m p p =37°
A . ye
8) Dado el mnp ordena la medida de sus angulos de mayor a menor de acuerdo a
lo indicado en cada apartado (la medida de los lados se dan respecto a una
misma unidad):
a) mn=17, np=21, mp=18
b) mn=15, np=16, mp=17
9) ¢Cual es el menor lado en el cuadrilatero abcd? Justifica
a
5
0 700
. 0 15 b
2. PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

m

En todo triangulo pueden trazarse tres medianas, tres bisectrices, tres
mediatrices y tres alturas, que estan contenidas respectivamente en rectas que
se intersecan en un mismo punto, conocido en cada caso, como punto notable
del triangulo. En el siguiente cuadro damos las definiciones de mediana,
bisectriz, mediatriz y altura de un triangulo y los nombres de cada uno de los
puntos notables.
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NOMBRE GRAFICA DEFINICION PUNTO NOTABLE

Es el segmento determinado |Las tres medianas se
MEDIANA por el vértice y el punto intersecan en un punto
medio del lado opuesto llamado BARICENTRO
Es el segmento que esta Las tres bisectrices se
ﬁt : incluido en la bisectriz del intersecan en un punto
BISECTRIZ angulo interior de un llamado INCENTRO
triangulo
Es la recta mediatriz de cada |Las tres mediatrices se
MEDIATRIZ lado intersecan en un punto
llamado CIRCUNCENTRO
Es el segmento Las tres rectas que
m perpendicular desde el contienen a las alturas se
ALTURA - .
vértice a la recta que intersecan en un punto
contiene al lado opuesto llamado ORTOCENTRO

PROBLEMAS

10) Dibuja tres triAngulos escalenos, uno acutangulo, otro rectangulo y el tercero
obtuséangulo.
a) Encuentra en ellos el baricentro.
b) Investiga qué propiedad tiene el baricentro desde el punto de vista de la
Fisica.
c) Comprueba en los triangulos dibujados que el baricentro tiene la
propiedad de estar ubicado a 2/3 de cada mediana, a partir del vértice

11) Dibuja para cada apartado, tres triangulos escalenos de iguales caracteristicas
que en el problema anterior y halla en cada uno de ellos
a) el incentro.
b) el circuncentro
c) el ortocentro

12) Dibuja
a) un triangulo isGsceles no equilatero, halla en él los puntos
notables.¢; Cédmo resultan esos puntos?
b) un triangulo equilatero, halla en él los puntos notables.¢,Como resultan
€s0s puntos?

13) Considera un triangulo isdsceles cuyos lados iguales miden 5cm y cuya base
mide 6¢cm. Calcula la distancia del baricentro del triangulo a la base.
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3. CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO

3.1 Definiciéon de circunferencia:

Se llama circunferencia al lugar geométrico de los Lugar geométrico:
puntos del plano que estan a igual distancia de un conjunto de puntos que
punto fijo de ese plano, llamado centro. verifican ciertas propiedades
La distancia de un punto de la circunferencia P
al centro de la misma, se llama radio .
En el gréfico: OP es unradio cuya medidaes r
A la circunferencia de centro o y radio de medida r »
la notaremos: Observacion : llamaremos

' C radio indistintamente, al

(oir) segmento y a su medida

Luego, la definicion en simbolos es:

VpeCon < d(p;0) =T

3.2 Definicién de circulo:

Llamaremos circulo de centro o y radio r al lugar geométrico de los puntos
del plano cuya distancia al centro sea menor o igual que r.

Notacion: Cr(o:n) \ \

La definicién en simbolos sera:

VpeC,(o;r)< d(p;0) <r

Un punto cuya distancia al centro es menor que el radio, recibe el nombre de
punto interior del circulo.
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3.3 Arcos y angulos centrales

Dos puntos de la circunferencia determinan en ella dos subconjuntos llamados
arcos de circunferencia

Asi los puntos a y b determinan los arcos :
M M , b a
aby axb (como veras, agregamos un punto

en uno de ellos para poder distinguirlos, puesto

gue ambos tienen los mismos extremos)

Cada arco tiene un angulo central correspondiente, que es aquél cuyo vértice es el
centro de la circunferencia y sus lados pasan por los extremos del arco.
En el gréafico

AN AN
a = aob es el angulo central correspondiente

M A\ A\
alarco ab y g = aob (céncavo) el angulo central

M
correspondiente a axb.

Nota: Convenimos que cuando hombramos un angulo éste es convexo, en caso de
ser concavo se especificara.

3.4 Cuerda — Didmetro

Al segmento que tiene por extremos dos puntos cualesquiera de la circunferencia,
lo llamaremos cuerda dela C,

En simbolos:

abcuerda < aeCpyry ¥ b e Cqp

Toda cuerda que pase por el centro de la —
circunferencia recibe el nombre de didmetro. Observacion: llamaremos

pe T ., diametro indistintamente, al
En el grafico pq es un diametro.

. ) ) segmento y a su medida
Sillamamos d a la medida del diametro, es
inmediato que:

d=2r
Los extremos de un didmetro determinan en la circunferencia dos arcos llamados
semicircunferencias.

M M
En el grafico pq y paqg son semicircunferencias.
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3.5 Posiciones relativas de rectas y circunferencias

Dadas en el plano, una recta y una circunferencia, pueden darse solo tres casos:

a)

b)

a dicha circunferencia

En simbolos:
R esexterioralaCy,y < R NCqy

Que la recta y la circunferencia no tengan 0
ningun punto en comun. R
En este caso diremos que la recta es exterior

=

Que la recta contenga a una cuerda de la
circunferencia, es decir, tenga dos puntos

en comun con ella.

En este caso diremos que la recta es secante
a la circunferencia.

En simbolos:
R es secante ala C(o;r) & RN C(o;r) = {a : b}

Que larecta y la circunferencia tengan un
solo punto en comun.

En tal caso la recta recibe el nombre de
tangente a la circunferencia

En simbolos:

t
R
R estangente a la C(o;r) < RN C(O;r) = {t}

El punto t recibe el nombre de punto de tangencia.
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Propiedad de la recta tangente

Si una recta es perpendicular a un radio en un punto de la circunferencia entonces
la recta es tangente a la misma.

H  te C(o;r) "
ot LR
T) Rtangente a C(o;r)
No efectuaremos la demostracion de este teorema en el presente afio.
Admitiremos también sin demostrar la Propiedad Reciproca: “la recta

tangente a una circunferencia es perpendicular al radio correspondiente en el
punto de tangencia”.

3.6 Poligonos inscriptos y circunscriptos

Definiciones b
Un poligono convexo se llama inscripto en una
circunferencia si todos sus vértices son puntos a
de la circunferencia. La circunferencia se dice A
circunscripta al poligono. =

El poligono abcde esté inscripto en la circunferencia

q / r
Un poligono convexo esta circunscripto en una \
circunferencia si todos sus lados estan incluidos
en rectas tangentes a la circunferencia. La 0
circunferencia se dice inscripta en el poligono.

El poligono pgrst esta circunscripto en la circunferencia.
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PROBLEMAS

14) Construye la circunferencia inscripta a un triangulo. Justifica la construccion.
15) Construye la circunferencia circunscripta a un triangulo. Justifica la construccion.

16) Se desea construir una Estacion de Servicios que equidiste de tres pueblos
Almafuerte, Blanco y Centeno ubicados como indica el gréafico. ¢ Cémo puede
localizarse el punto donde se puede construir esa estacion?

oA

B

oC

3.7 Angulos inscriptos en arcos de circunferencia
Definicion:

Un angulo se llama inscripto en un arco de circunferencia, cuando su vértice es un
punto de dicho arco y sus lados pasan por sus puntos extremos.

(o —

e ach

—_—

c
A
o inscripto en ach
AN
a

— —~ A
abarca el arco ab yaque ab — a

> A
El aob que tiene su vértice en o es el angulo central

N 7a\
correspondiente a a, ya que abarca el mismo arco que a
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TEOREMA

Todo &ngulo inscripto en un arco de circunferencia, es congruente con la mitad del
central correspondiente.

AN —_—
Hipotesis: a inscripto en acb
AN

VAN
B angulo central correspondiente a a

0 centro de la circunferencia

AN

. 1~
Tesis: o=—
ZB

c
Demostracion: o
1° caso : el centro de la circunferencia pertenece a uno de
sus lados Y B b
- A A A
co = ob (1) = och isésceles = a = obc
a

(1)Radios de la circunferencia AAA A AA A
>B=0+a=>PB=2a=>a=—f

A A AA A 2

B exterior del ocb = B = a+ obc (2)

(2)Prop. del &ng.ext. de un triangulo

2° caso : el centro de la circunferencia es un punto interior

A
de a

. . N
3°caso : el centro de la circunferencia no pertenece a a.

Nota: admitiremos la validez de la propiedad en el
2° y 3° caso sin efectuar su demostracion. p'
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PROBLEMAS
17) p centro de la circunferencia
b = 35927'40""
a) Halla : dac y dpc

o)
b) Dibuja otro angulo cualquiera, inscripto en cad
¢cuanto mide ese angulo?¢ Por qué?

Conclusion: Los angulos inscriptos en un mismo arco de circunferencia son
congruentes

18) Calcula € en cada apartado. Justifica

a) 2 b T ©) AL
: ‘ A507 =1 | p
7 0 (;{ k1200 | | 02 | o e
. | 4 N
T y 35

-

@)
19) En una circunferencia de centro 0, el angulo inscripto en un arco ab es de 45°,
Demuestra que los radios oa y ob son perpendiculares

20) a) ¢ Cuanto mide un angulo inscripto en una semicircunferencia?
b) ¢ Qué tipo de triAngulos son los inscriptos en una semicircunferencia tal que
un lado es la mayor de las cuerdas?¢Ddnde se halla el centro de la misma?

21) Demuestra que los angulos opuestos de un cuadrilatero inscripto en una
circunferencia son suplementarios.
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22)
Sabiendo que la medida de los angulos centrales

M M M .
de ac, ab y cd son respectivamente 160°, 75°y

A
45° halla la medida de todos los angulos del abf y

A
d cdf en radianes.
a
23) \
e N
d Si ac es la bisectriz del &ngulo bad y las medidas
g N N
de los angulos centrales de los arcos cd y ad
b son respectivamente 80°17’ y 160°24’, halla la
A
c medida de los angulos del abd .

24)
0 centro de la circunferencia

A

aoc =62°25 37,7
VAN

doe =21°47' 53", 8

Calcula la medida de b

Sugerencia: traza la cuerda dc

25) e o centro de la circunferencia
AN
l‘ aoc =32°27 12", 8
C d .
doe =67°12”
a

VAN
calcula la medida de abc

Sugerencia: traza ce
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4. TRIANGULOS CONGRUENTES

¢ Cuéndo dos tridngulos son congruentes?
Dos tridngulos son congruentes si uno es la imagen del otro, por la aplicacién de
una transformacion rigida.

t: transformacion p
rigida b

Ademas sabemos que: si dos triangulos son congruentes sus elementos homaologos
(lados y angulos) son congruentes.

Asi: (3B - 59— 35 — 52 HA) = B A= B Llamamos elementos
(@b) =pg = ab =pq @=p=a=p homélogos a aquellos que
— = = = AP A se corresponden en una
t(bc) =ar = bc =ar (b)=q=b=q transformacion. Es decir: un
t(g) _ a —ac - a (&) =F =& =F elemento y su imagen

¢ Sera verdad que dos tridngulos que tienen sus lados y angulos respectivamente
congruentes, son congruentes?

Es evidente que lo son, pero la intuicion nos dice que no es necesario conocer la
congruencia de los seis pares de elementos respectivos.

Analicemos la cantidad de elementos que se necesitan conocer.

e Probemos primero con un elemento:

a n
a m
c A A
A R abc y pnm tienen un par de
Los abc y abd tienen un lado . A o
en comin y no son congruentes angulos congruentes (b =n =90° )
y N0 son congruentes
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e Probemos primero con dos elementos:
5]
ac =ce por radios

bc = cd por radios

A A
. Y los triangulos abc y dec no son congruentes
d
N N N A\
o= Yy=290

y sinembargo abd # ced

e Probemos con tres elementos :

b
N N
a=
q p
AA A A
b=q;sinembargoabc = pqr
A\ N
c=r
P r
2 C
& d
db = ab
be = bc
ebd=abc
A A ? ¢
cTepareceque abc y ebd son
congruentes?
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Tu respuesta, surgida de un analisis puramente intuitivo sera seguramente, que estos
triangulos son congruentes.

Se ha observado, entonces que es suficiente saber que los triangulos teniendo
algunos de sus elementos correspondientes congruentes, se puede demostrar que

estos triangulos son congruentes. Estas condiciones se conocen como Criterios de
Congruencia de Triangulos, los mismos son:

a)
Dos triangulos que posean dos lados y el &hgulo comprendido
entre ellos, respectivamente congruentes, son congruentes.

ab =mn
b Il ac =mo - o
n T a ac =mp,=>abc=mnp

A A
a=m

b) Dos triangulos que tienen dos angulos y el lado comun a ellos
respectivamente congruentes, son congruentes.

Ml POLITECNICO



NOTA:

Observa los dos triangulos en los que se han marcado elementos congruentes con el
mismo tipo de marca

¢ Estan estos triangulos en las condiciones que establece el criterio demostrado?........

Sin embargo, como

0> 9>
Il
53>3>

resulta b = 180°—(a+ cj:1800—(m+ nj =p (¥

luego comparando dichos triangulos resulta:

N A\
ﬁ a=m
anci. A 1] A A
y <b=p®) = abc=mnp
A a_=m_p
mpn

(1) por criterio anterior

Hemos demostrado que aunque los angulos congruentes no sean adyacentes al lado
congruente, los triangulos resultan congruentes si este par de &ngulos estan
igualmente dispuestos.

Por lo expuesto puede generalizarse este criterio de congruencia enunciandolo:

Dos triangulos que poseen dos angulos y el lado igualmente
dispuestos, respectivamente congruentes son congruentes.
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C) Dos triangulos que poseen sus tres lados respectivamente
congruentes son congruentes

b L] C
Ll ~
ac =mp
n - A A
ab=mn;=abc=mnp
a S
bc =np
m H Y
d) Dos tridngulos son congruentes si tienen dos lados y el
angulo opuesto al mayor de esos lados, respectivamente
congruentes
m
b
a P -
ab=np
P - A A
cb=mn;=abc=mnp
c a=p
n

La aplicacion de los criterios de congruencia es una poderosa herramienta para
demostrar propiedades. Para que lo compruebes te proponemos los siguientes
problemas:
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PROBLEMA N° 1 b

Datos

o a
ab—cd “

Demuestra que:

A A
abc=acd d

Demostracion

A A
Comparemos los triangulos abc y acd

A — =
abc ab=cd [o10] SN
A A ® A A
A bac=acd POr...cccoiiiieiiiiiee e e —abc=acd
acd o
ac =ac POF i
® portener dos .......cccceeeeen... Yelo s respectivamente................ccueeee.

PROBLEMA N° 2

Demostrar que las medianas correspondientes a los lados congruentes de un triangulo
isésceles, son congruentes y forman con la base angulos congruentes.

» Completa:
H) ac =bc

d punto medio de ac
f punto ...................
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Demostracion:

adb |ab=ab por(5)

- - 1_
(1) por dato bc=ac = Ebc =

A

%5:%:@

(2) en el triangulo acb alados congruentes se Oponen ..........cccceeeeeveennene

(3) por poseer dos lados y .........

(4) por ser elementos homologos de triangulos congruentes.

(5) por propiedad reflexiva de la

PROBLEMAS

26) I

27)
H) ad = ac
ab = ae

N AN
T)b=e

Realiza la demostracion

20 POLITECNICO

congruencia

Sabiendo que

AN AN - —

a=p y ml=Isdemuestra que
existen otros segmentos y angulos
congruentes en esa figura



28) Dado el pentagono regular abcde de la figura, demuestra que dab = dba

d

a b

o A
29) Sobre la recta que incluye a la base bc de un tridngulo is6sceles abc se
consideran dos segmentos bp y cq congruentes y no incluidos en la base.

A
Demuestra que el triangulo apq es isésceles.

- N A
30) Si en la siguiente figura be incluye a la bisectriz de abc y de ad ¢, demuestra

A A a
que bad=bdc

A

31) Sid =c = 1rectoy db=Dbc, demuestra que ad = ec

e

Q<
O
(@]

32)

Siab=ad ybc=dc

demuestra que ac es bisectriz

de bad

P
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33) X o
H) zx = zu
y y punto medio de zX
2 Vv t punto medio de zu
A A
t T) zxt=yzu
A A
u yXV=vtu

Realiza la demostracién

34)

Demuestra que

— A AN A AN
ab=ef siad=cf,a=fya=8

- N N A _ - - .
35)En la figura es ac =bd, acf =dbe y fc =be. Demuestra que af = de

a b C d

A A I
36) Demuestra que abc y def son congruentes, si se sabe que los lados ab, ac y

la mediana bx son respectivamente congruentes a los lados de, df y la mediana
ey
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37) Demuestra la propiedad de la mediatriz de un segmento

Un punto pertenece a la mediatriz de un segmento si

y so6lo si equidista de sus extremos. .
&“siy solo si

o “condicion

En simbolos .
necesaria y

suficiente”
vp, peMg < d(p;a)=d(p;b)
=)Vp, p e M = d(p;a)=d(p;b) Y
Hipotesis esis
Demostracion:
......................................................... a . b
<) Vp,d(p;a)=d(p;b) = p e M_
Hipdtesis Tesis p
(Sugerencia: Traza el segmento po / ao = ob)
Demostracion:
....................................................................... a b

38) Demuestra la propiedad de la bisectriz de un angulo :

Un punto interior de un angulo pertenece a la bisectriz del mismo, si y

sélo si, equidista de las rectas que incluyen a los lados del angulo
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En simbolos

A\ — —
Vpeaob ; peB , < d(p;oa)=d(p;ob)
aob

39) Demuestra la siguiente teorema utilizando congruencia de triangulos:

La bisectriz del angulo opuesta a la base de un triangulo b
isésceles coincide con la medianay la alturay las tres
estan incluidas en la mediatriz de ese lado.

A
H) abc; ab =bc

_ A
bm bisectrizdelab c

- A
T) bm mediana delabc

- A
bm altura delabc a m C

bm CM&

» Completa para obtener la demostracién de este teorema

A — -
abm |7 i iriarsaresrasraraeeaes (1) A A (2) am =mc (3)
A Qe S s = abm=........... =3 . A
bme ..., e, amb =bmc (4)
(1 PP
22 P
- - - A
por (3) am =mc = | bm mediana del abc
“ A

= |bm mediatriz delab c

A A 5) I - A
por (4)amb=bmc = bm 1 ac = |bm altura del abc

(5) los angulos son adyacentes y congruentes
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40) Demuestra que si una altura de un tridngulo coincide con una bisectriz del
mismo el triangulo es isésceles.

41) Demuestra que si una altura de un tridngulo coincide con una mediana del
mismo, el triangulo es isésceles

a
42) Sabiendo que abcde es un pentagono regular, .
N A > < e
que ag bisectrizdel eab y que ag 1 dc ,
A A
demostrar que bcf = edf !
d g c
a b

N\
43) Sabiendo que abcdefg es un octégono regular y \\
J— [ J— A A h \
que af L ab;bg L gf ;abg = afg. / e
A A !
Demostrar que ahi =ghi
d
g ; 7
/
f e

44) Sabiendo que tpv = Vrs; pg =rq:pv = tr
Demostrar que a = q_v
t v
P r

Bibliografia:
= Geometria Métrica — Congruencia de triangulos- Paralelogramos
de Hinrichsen — B. de Gonzalez Beltran y Liliana L. de Cattaneo
= Geometria de Clemens-O’Daffer- Cooney .Editorial Addison weslwy
Longman
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