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SOBRE LAS RELACIONES ENTRE LAS MUTUAS
DISTANCIAS DE CUATRO PUNTOS
DE UNA PUNTUAL

por *

ALEJANDRO TERRACINI

1.-La llamada formula de Euler
BC.AD4+CA.BD -+ AB.CD=0. (1)

que vincula las mutuas distancias de cuatro puntos arbitrarios de
una recta se presenta bajo la forma de una relacion del tipo

= f(BC, AD)=0 (2)

siendo f una funcién de dos variables z,y, y precisamente f(x,y)
=2xy; la sumatoria se extiende, aqui y a continuacion, a los tér-
minos que se deducen permutando circularmente A,B,C y de-
jando fijo D. También la férmula de Chasles relativa a A4, B,C

NPy (3)

tiene la estructura (2), siendo ahora f(x;y)=x.
Mas generalmente, si s es un entero positivo, rige una ecua-
cién de tipo (2) con f(=x,y)= fS)(x,y), si se pone

f) @, y) = (z+y)s + (—1)57t (—y)s (4)
debido a que  BC—AD—— (AB+CD), CA—BD =— (BC+AD),
‘AB— CD =— (CA+BD). Eun oltras palabras,

Z [(BC+AD)s+ (—1)st (BC—AD)]=0 (¥,

3

Las (v4), (Y;) se reducen respectivamente -a las (3), (1).



2. - Cabe preguntarse cuil es el mas general polinomio f(z,y)
de grado s en el par de variables z,y, tal que para cuatro pun-
tos arbitrarios de una recta rija la (2). Pues bien, necesaria-
mente

HaeB ol iy 509 waasd®

siendo las c¢; constantes arbitrarias.
Sean en efecto 0,z;,xy, 23 las abscisas de A,B,C,D, de
modo pues que la (2) se traduce en la

f(zg—ay, x3) 4 f(—5, 23—2,) + f(21, T3—x,) =0, (6)

la cual debe subsistir idénticamente respecto de las variables
%y, Ts, 5. Derivando con respecto a x;, se deduce que si f satis-
face a las condiciones requeridas, lo mismo sucede de Jf/0dy.
Luego en primer término, para s=1 la f no depende de y, y
rige la (5). Supongamos ahora que lo enunciado esté compro-
bado para el grado s—1, y pongamos

f(z.y) =_§0 ai oz, y)

siendo (@ un polinomio homogéneo de grado i en z,y (ay,ay,
..., constantes). La derivada de cada ¢@ respecto de y debe
ser igual, a menos de un factor constante, al polinomio fi-1), y
por ser O0f/dy=if(i-1) se sigue que

F# ) =2 e, fo(, 7)) Dbpes
h=1
(bg, by, . . -, bs constantes). Puesto que debe ser
2 b, [(.732—.%‘1\)’»' L (_1)k chk il xlk] =0
k=0

’

) ;
idénticamente respecto de z,,x,, dichas constantes son todas nulas
para k-/-1; por otra parte puede suponerse b, =0 por ser r=

fW/2. El teorema queda asi demostrado.
"



3.-Lo dicho en el n. 1 puede expresarse en la forma si-
guiente: si [,m,n,p,q,r son seis variables, la ecuacion

9L p) +f9(m, q) + O (n,r) =0 ()

con s entero positivo arbitrario se cumple si
l-’=BC, m=CA, n=AB, p:AD, q:BD, r=0GCD. (7)Z

Viceversa ¢el conjunto de las relaciones (,) es suficiente para
que existan cuatro puntos A, B, C, D de una recta, tales que I, m,
n, p, q, r puedan interpretarse de acuerdo con las (7)? La con-
testacion es negativa, porque, si ponemos

l=—BC, m=—CA, n=—AB, p=AD, q=BD, r=CD, (8)

siguen subsistiendo las (3;), ya que cada f&)(x,y) es funcién
impar de .

Sin embargo, si [, m,n,p,q,r satisfacen a todas las (d;), y
para ello es suficiente que satisfagan las (9,), (3;), (83), como se
desprende de lo que decimos a continuacién, y [, m,n son todas
distintas de cero, siempre existen cuatro puntos A, B,C,D de una
puntual tales que rigen o las (7) o las (8). En efecto, si se toman
A, B, C, D de manera que AD=p, BD=gq, CD=r, las (%,),

(d;) muestran que existe un namero p tal que (1)
l=pBC, m=pCA, n=pAB. (9)

Reemplazando en la (d;) se obtiene, si p=z0, es decir, si
l,m,n no son todas nulas: ;

p2 Z BC3+3=BC.AD2=0,

y comparando con la (y3) se concluye que p=--1, es ecir, que
rigen o las (7) o las (8), a menos que sea I34+m3-+n?=0, y
por consiguiente Imn=0. \

Si l=m=n=0, las () dejan indeterminados los valores

(*) Habria excepeién tan sélo para p—qg—r=0; pero en tal caso de
las (3,), (), se deduciria Imn=0, contrariamente a la hipétesis. .



R

de p,q,r, y por consiguiente no rige necesariamente la disyuntiva
anterior. Lo mismo si uno solo de los numeros [, m, n es nulo:
si p. e. n=0, las (d,), (d;) expresan que l=—m y que p=gq.
con lo cual ya se cumplen las demas (3;).

Volviendo al caso Imn-/=0, lo mismo da decir que existen
sobre una puntual g cuatro puntos A, B, C, D tales que rigen las
(7) o las

I=B'C, m=C4, n=4'B; p=AD, q=BD, r=0Cl (8)

siendo A’, B’, (" los simétricos de A, B, C respecto de un mismo
punto de la g.

Todo esto subsiste igualmente si en lugar de las (y;) se con-
sideran las (3), (1) y la llamada férmula de Stewart

ZBC.AD2+BC.CA.AD=0.

4.-Lo dicho puede ilustrarse mediante las siguientes con-
sideraciones hiperespaciales. En un espacio de seis dimensiones
S¢, en el cual I, m, n, p, q, r actGan como coordenadas no homo-
géneas de punto, consideremos los seis Sg:

Fy) l+m+n=0,l4r—q=0,m+p—r=0, n+q—p=0
(una ecuacién es consecuencia de las demas),

) l+m+n=0,l—r+q=0m—p+r=0, n—q+p=0

H3> =m=n—0

L) l=m4n=q—r=0

M;) m=n+4Il=r—p=0

N;) n=l4+m=p—q=0.

Los espacios I'y, I'V; son los lugares de los puntos de S; que
proceden de las cuaternas de puntos de una puntual, de acuerdo
con las (7) o respectivamente las (8).

Pues bien, todas las hipersuperficies algebraicas de S que
pasan por Il; y son representables por una ecuacién del tipo

f(Lp) +f(m,q) +f(n,r) =0






ENSAYO HISTORICO Y CRITICO SOBRE LA
ARITMETICA DE LOS CONJUNTOS Y EL
PROBLEMA DEL CONTINUO

por

Breppo LEVI

Llamamos «aritmética de los conjuntos» a una teoria cuyo
nacimiento puede datarse no mas alla de tres cuartos de siglo,
por la obra de Georg Cantor y que durante este tiempo
ha sido objeto de investigaciones y aun de discusiones y deriva-
ciones de orden logico y filoséfico por gran nimero de mate-
méticos de los més prominentes, sin que pueda decirse que los
problemas verdaderos que esas discusiones han originado sean
encaminados a una solucién satisfactoria 0 a un acuerdo univer-
salmente aceptado. Para precisar, decimos en seguida que el angu-
lo bajo el cual entendemos considerar el argumento prescinde de
la derivacién logico-formal, que entiende resolver las dificultades
del tema mediante varias formas de definicion axiomatica de
la nocién misma de «conjunto» (ensemble, aggregato, set.
Menge) (1); las razones de esta exclusion, que apareceran méas clara-
mente en la parte final de nuestra exposicién, se fundan sobre el
hecho que la direccion aludida tiende preferentemente a consi-
derar la axiomatica como un andlisis de las afirmaciones ele-
mentales que conviene admitir para que la deduccion légica lleve
a determinados resultados auspiciados, aun en el caso de que esta
condicion obligue a poner en segunda fila las aplicaciones intui-
tivas que las palabras han tenido en su origen. Nos invita, por
contrario, a dar primera importancia a este sentido intuitivo, que
en particular nos presenta como ejemplos primitivos de con-

() Al contrario aceptamos la axiomética para conjuntos definidos como
niimeros naturales, nimeros ordinales, ete.
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juntos la nocién de la sucesién de los ntimeros naturales, la idea
geométrica de espacio y su representante analitico, el continuo de
los ntimeros reales, ademas de nuestro sentimiento personal, tam-
bién el hecho que las contribuciones en esta otra direccion siguen
siendo numerosas; y aun recientemente varias. muy autorizadas
han salido a la luz (2).

La exposicion que sigue es, como dice el titulo, en parte
histérica, en parte critica, pero también lleva, sin explicita dis-
tincion, resultados originales que, para esta parte critica tienen
importancia fundamental. Para los fines de esta misma critica, y
para el uso de los lectores que no tuvieran familiaridad con el
argumento, hemos creido conveniente a veces detallar las demos-
traciones de algunos resultados conocidos, mas de lo que el lector
experto puede considerar necesario; y de ésto le pedimos disculpas.
En el enunciado de algunos teoremas hemos expresado a veces
explicitamente condiciones que la costumbre considera ordinaria-
mente como implicitamente realizadas, para mantener al razona-
miento el maximo del rigor de la deduccién matematica. Sola-
mente en el parrafo final pasaremos a consideraciones de caracter
mas filoséfico, que son necesarias para que el problema matema-
tico sea entendido en su justo valor y para justificar nuestra
‘personal posiciéon al respecto.

1.-La potencia de los conjuntos. — Segtn hemos dicho, es-
tablecemos como punto de partida de la aritmética de los con-
juntos una memoria publicada por G. Cantor el afio 1874 en
el Journal fiir die reine und angewandten Mathematik und Phy-
sik (Crelle) con el titulo: Sobre una propiedad de la totalidad de
los niumeros reales (3). En ella el autor, con el fin de sentar sobre
una base nueva y de extrema simplicidad el teorema demostrado

(*) Véase por ej. un articulo de puesta al dia por KUurT GOEDEL, aparecido
con el titulo What is Cantor’s Continuum-problem? en el fasciculo de noviem-
bre de 1947 de The American Mathematical Monthly, algunas comunicaciones,
que serin sefialadas méis precisamente en lo sucesivo, presentadas a la Académie
de France por A. DENJOY y E. BOREL en abril y julio 1947, asi como otros
articulos que citaremos cportunamente méis adelante.

(®*) Ueber . eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen Zahlen. Ver tam-
bién GEORG. CANTOR, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philoso-
phischen Inhalt, mit erlauternden Anmerkungen ... herausgegeben von ERNST
ZERMELO — Berlin, Springer, 1932, p. 115-118.



por Liouville 30 afios antes, segtn el cual en cada intervalo nu-
mérico existen numeros no algebraicos, demuestra que, mientras
es posible establecer una correspondencia biunivoca entre la totali-
dad de los nimeros algebraicos reales y la sucesién de los nume-
ros naturales (lo que enunciamos ahora brevemente diciendo que
el conjunto de los numeros algebraicos es numerable), no es
posible tal correspondencia en el caso de la totalidad de los nu-
meros reales.

Quedaba asi establecida, entre los dos conjuntos, el de los
numeros reales y el de los numeros algebraicos, una diferencia
caracteristica, que escapaba al sistema de pensamientos que hasta
entonces habia dominado en el analisis, y por la cual la proposi-
cion que afirma: ewisten numeros trascendenles, ya no dependia
mas de un estudio detallado de las propiedades intrinsecas de los
distintos niimeros a consecuencia de su definicién particular, sino
que simplemente hacia absurda la hipétesis de la identidad de
ambos conjuntos, por una simple razén de cantidad: los numeros
reales, considerados como cosas en si, eran mds numerosos que
los numeros algebraicos.

Cantor fué llevado asi a introducir en la matematica una
idea nueva, esto es que es posible tratar matematicamente con
un infinito actual, extendiendo en cierta medida a los conjuntos
infinitos la posibilidad de una comparacién segun el numero de
los elementos que los componen; un numero que, por cierto,
no se puede expresar por cifras ni por aproximaciones en cifras,
pero que se presenta como generalizacién inmediata de la llamada
teoria cardinal de los ntmeros enteros, la cual define como igual-
mente numerosos dos grupos finitos de objetos cuando entre sus
elementos puede establecerse una correspondencia biunivoca.

En los afios sucesivos el pensamiento de Cantor fué casi
exclusivamente dirigido a descubrir en sus detalles el nuevo do-
minio y en valorizarlo ante la oposicién y el excepticismo de
la matematica oficial; excepticismo por otro lado justificado en
buena parte por elementos de tipo trascendente, metafisico y a
veces también medio religiosos que se mezclaban en su exposicion.

El primer trabajo en el cual el concepto de conjunto esta
presentado por Cantor en su forma abstracta, esto es como un
sistema de elementos que no tienen por si mismos ninguna
propiedad especifica, salvo la de una individualidad que per-
mite distinguirlos uno del otro, y a tales conjuntos se apli-
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ca el concepto de comparabilidad numérica independiente-
mente de finalidades analiticas contingentes, fué enviado por
Cantor al Journal de Crelle en junio de 1877 y publicado
en el vol. 84 (1878) con el titulo(%): Una contribucién a la
teoria de los conjuntos; en ésta introduce Cantor el término que
seguimos usando de igual potencia como anadlogo para los con-
juntos infinitos de igual nimero para los finitos: se dicen de
igual potencia dos conjuntos cuando enire sus elementos puede
establecerse una correspondencia biunivoca; segin la memoria
de 1874 existen por lo menos dos potencias diferentes, la del
conjunto de los numeros naturales y la potencia del conjunto de
los numeros reales, que, conforme a la costumbre, llamamos
el continuo.

2.-Veremos en seguida que hay infinitas potencias diferen-
tes. Sin embargo, una diferencia esencial se presenta entre el nd-
mero cardinal de los grupos finitos y su actual generalizacion; es
que, mientras de un grupo finito de objetos no es posible separar
una parte propia que tenga todavia el mismo numero, (es decir
que pueda ponerse en correspondencia biunivoca con el grupo
completo), no es lo mismo respecto de la potencia de conjun-
tos infinitos. Considerando en efecto el conjunto de los ntmeros
naturales, una correspondencia biunivoca entre la totalidad y una
parte propia queda definida cuando a cada entero positivo z se
hace corresponder el numero y=x+n, siendo n un entero po-
sitivo fijado arbitrariamente; e igualmente cuando a x se hace
corresponder y=nx, con n>1; los ejemplos anilogos se pue-
den multiplicar. Analogamente, en el campo de los nimeros
reales, férmulas como y=e=, y=arctgx hacen corresponder a
la totalidad de los nuimeros respectivamente la semirecta posi-

tiva o el intervalo (—%, + %) .

Pero ¢es posible afirmar lo mismo para cualquier conjunto
que no sea un grupo finito de objetos? Con este interrogante
caemos desde ya en uno de los puntos débiles de la teoria que
estamos considerando. Cantor, a principios de la memoria de

() Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. Ver: Gesammelte Abhandlun-
gen, p. 119-133 y también, en traduecién francesa: Acta Mathematica, T. II,
p. 311.
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1878, considera como intuitivo, sin mayor explicacién, que un
conjunto infinito tiene siempre alguna parte propia de su misma
potencia; mas tarde W. Dedekind adopta esta propiedad como
definicion del infinito (°); esto es ciertamente posible, pero nada
nos asegura que ese infinito coincida exactamente con el no finito;
queda sin contestacién la pregunta de si entre grupos finitos y
conjuntos infinitos no haya una tercera posibilidad; la cuestion
no interesa de verdad al tema de la investigacién de Dedekind,
para cuya teoria la distincion del finito del infinito represenia
nada mas que una redundancia, siendo ella mas bien teoria ordinal
que cardinal; pero, precisamente por esta razon, debemos creer
que la pretendida definicion no signifique otra cosa que la afir-
macion intuitiva de Cantor, es decir que, como lo dice el signi-
ficado intuitivo de las palabras, infinito deba identificarse con no-
finito. Para eso seria necesario demostrar que si un conjunto no
es finito, siempre es posible exiraer de él una parte que esid en
correspondencia biunivoca, elemento por elemento, con el con-
junto total. El modo méas simple e inmediato de intentar tal
demostracion consiste evidenlemente en quitar un elemento (o
un grupo finito de elementos); parece claro entonces que, por
una operacion analoga a la de contar, podra establecerse la reque-
rida correspondencia entre el conjunto total y la parte restante
después de esta supresion. Admitir que tal operacion pueda hacerse
para cualquier conjunto equivale en substancia al llamado postu-
lado de Zermelo, sobre el cual deberemos hablar mas adelante.
Pero es sumamente importante notar que la anterior observacion
nos ha mostrado que el conjunto de los numeros naturales y el
conjunto de los numeros reales son infinitos sequn Cantor-De-
dekind sin apelar a este procedimiento de elegir y de contar, luego
independientemente de cualquier nuevo postulado, fueradelosque -
definen esos dos conjuntos, y sobre los cuales igualmente vol-
veremos.

. Igualmente podemos demostrar en seguida los teoremas si-
guientes

(°) Was and und was sollen die Zahlen? — Braunschweig, 1888, p. 17. Pue-
de verse también la traduceién italiana de O. ZARISKI, Essenza e significato
dei mumeri intert. Coleccién: Per la Storia e la Filosofia delle matematiche,
dirigida por F. Enriques - Roma, 1926.
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Teorema I-Si un conjunto tiene la misma potencia que
otro conjunto infinito segun Cantor-Dedekind, es también infi-
nito en el mismo sentido.

En efecto, llamando A y B los dos conjuntos dados, y supo-
niendo conocida una parte propia A’ de A, la cual por medio de
una relaciéon conocida T, esta puesta en correspondencia biunivoca
con A; si B tiene la misma potencia de A, es decir, existe una
relacion S que pone una correspondencia biunivoca entre A y B,
esta misma S hace corresponder a A’ un B’, parte propia de B,
Yy el producto STS-1 pone una correspondencia biunivoca en-
tre B" y B.

Teorema 2-S8i un conjunto C tiene un subconjunio C’
infinito sequn Cantor-Dedekind, es infinito en el mismo sentido.
Si en efecto llamamos C” una parte propia de C’, en corres-
pondencia biunivoca con él, y D la parte complementaria de C’.
respecto de G, sera C=C"+D y C”+ D sera parte propia de C.
Queda entoncés definida una correspondencia biunivoca entre los
elementos de C”+D y de G por la convenciéon que a los ele-
mentos de G” corresponden los de €7, segtn la correspondencia su-
puesta y los elementos de D son unidos (cada uno corresponde
a si mismo).

En particular, todo conjunio que contiene una parte numera-
ble es infinito en el sentido de Cantor-Dedekind. Asi el hecho
que el continuo es un conjunto infinito segin Cantor-Dedekind
resulta inmediato sin necesitar demostracién adrede, como hemos
indicado al principio del parrafo.

3.-Antes de adelantarnos mayormente en el estudio abstrac-
to de los conjuntos no sera inutil, a los fines de comparacion, -
volver un momento sobre los antecedentes historicos a los que
hemos aludido en el n. 1.

He aqui primero brevemente la demostracién de Liouville
de la existencia de ntimeros no algebraicos (6). Como se sabe,
se dice algebraico todo ntmero que sea raiz de una ecuacion

(®) Sur des classes trés—étendues de quantités domt la wvaleur m’est ni al-
_gébrique, ni méme réductible a les irrationnelles algébriques (Journal de Ma-
thematiques, T. 10 (1851), p. 133). La memoria es reproduccién de dos comu-
nicaciones a la Academia de Francia publicadas en los Comptes Rendus, T.
XVIII (1844).
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algebraica a coeficientes enteros (o racionales); sea pues & tal nd-
mero irracional, raiz de la ecuacién

f(z)=ao@m+ag@m 4. .. +ay =0, (3.1)

donde las @; son numeros enteros positivos, negativos o ceros;
se puede suponer que esta ecuacién no tenga raices racionales,
porque a cada una de ellas corresponderia un factor lineal de f(x),
que se podria eliminar por division, sin alterar la integridad de los.

Hif P ; - oo
coeficientes. Sea entonces — un numero racional cualquiera;
sera

f(%)_) o '57; s P entero :‘/:O

#(5)-1® =q£m=ao (=8 (f—2) - (GrEm)@2)

donde &;,%,, .., E,_, son las demas raices de (3.1), que pueden
ser reales o complejas, sin excluir que alguna pudiera ser la

misma §. Si % puede considerarse de alguna manera valor apro-

ximado de &, la distancia, sobre el plano de Gauss, del punto i

=

a cada uno de los puntos &; serd menor que un cierto na-
mero p, serd luego

e %—51 . g—gzl ”-|%"—Em—1 <agpmi=M
y por tanto de (3.2) se deduce
p sk St o
T AR RO L T G
|q '|> Mqr— Mg

Si finalmente se supone q=M, resulta todavia

£—~‘é|2 by
q G gre

o
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Resulta asi demostrada la siguiente propiedad relativa a la
aproximacién racional de los numeros algebraicos: para cual-
quier numero algebraico &, raiz de una ecuacién a coeficientes
racionales de grado m, existe un valor finito M tal que toda

fraccién . aproxzimante de &, con denominador q>M difiere

de & en mds de 1: gmtl.

Sobre la base de esta observacion, para demostrar la exis-
tencia de numeros trascendentes bastara, siguiendo a Liouville,
construir un ndimero que se pueda aproximar por numeros ra-
cionales de denominadores tan grandes como se quiera, con error
menor de una potencia negativa tan elevada como se quiera de
dichos denominadores. Para este fin consideremos un ntmero N
representado por una serie de la forma

Noliy ey O
gy "9 93
donde
g;=[m.c.m. (g1, 9y, . -, §i—1) [ i=q_, . i (}; entero)

y donde los numeradores a; quedan acotados (1=a;=<a). La su-
ma parcial de los primeros i—1 términos tendra la forma

ey donde A es un entero y el resto correspondiente sera:
el

Ri:N— A — 1 [ i il Aitq \ —l_---]
Gieq . Gl T L oL N0 g £t

< 1_ a[ : -+ - +]
iy il Gagigiatt

Los denominadores ¢; crecen méas rapidamente que la su-
cesion
B8 Wibn .0

y luego las razones g, : q;_;;—; mas rapidamente que la sucesion

2y 8%, &8P, prus
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Y, por i bastante elevado sera pues

a[ Loy oh sk ,+...]<1.
G- 1lp o gt gy

Se sigue que el numero N no puede ser raiz de una ecua-
cion algebraica de coeficientes enteros y de grado m como se quiera
porque, en caso de existir tal ecuacién, podria calcularse un valor
de M segin el teorema anterior; eligiendo entonces i=m 2,
bastante elevado para que aun g¢;_,>M, la limitacién obtenida
para R; estaria en contradiccién con el teorema.

En el modo més simple, un sistema infinito de numeros
trascendentes de la forma N de Liouville se obtiene fijando un
nimero ¢ que se toma como base de un sistema de numera-
cién (por ej. en la ordinaria numeracién decimal, ¢=10) y
suponiendo que las g; sean cifras (es decir 0 <a;<<q) y poniendo
finalmente '

: a o a a:
e s e R AT RS i B G
L e 1—q. -+ +q”+

Estos ntimeros N se llaman habitualmente nuimeros de Liou-
ville.

Se nota en seguida que haciendo corresponder a cada N el
numero

e a a a. a;
j\r=?1+q—§+q—§+...+ q‘i+...,

el sistema de estos N se identifica con el conjunto de todos los
ntmeros reales del intervalo 0~1; por lo tanto, segtin la termino-
. logia de Cantor, el conjunto de los numeros trascendentes de
Liouwville tiene la misma potencia del sistema de los ndmeros
reales del intervalo 0-1.

Notamos todavia que nada cambiaria en la deduccién que
precede si, para escribir el nimero N, se admitieran términos
con denominador potencias de q con exponentes intermedios entre
los escritos arriba, pero no superiores a un cierto k, que se puede
fijar arbitrariamente, porque en la demostracién interesan sola-
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mente los términos de la serie correspondientes a valores del indice
i suficientemente elevados; la demostracion de Liouville per-
mite luego afirmar que existen numeros trascendentes, tan prowxi-
mos como se quiera de cualquier numero racional. Y por cuanto
sabemos que los numeros racionales son densos en el continuo
lineal, resulta también que el sistema de los numeros trascen-
dentes es denso en el continuo lineal.

4.-Como hemos dicho en el n. 1, para demostrar el mismo
teorema, Cantor, en la citada memoria de 1874, se orienta hacia un
orden de consideraciones totalmente distinto: en vez de considerar
una propiedad caracteristica, pero individual de cada ntimero alge-
braico, considera una propiedad global del conjunto de todos los
numeros algebraicos (el sistema de los numeros algebraicos es
numerable) que le permite afirmar que estos son demasiado poco
numerosos para comprender todos los ntimeros reales.

La numeracién de la totalidad de los ntmeros algebraicos
(reales) se obtiene por la siguiente simple consideraciéon: cada
ndimero algebraico es raiz de una determinada ecuacién irreducible
a coeficientes enteros; sea m el grado de esta ecuacion; la misma
estd determinada por sus coeficientes ag,ay,...,a,; pongamos

N=mH]al+|ay |+ ..+ g

por cada numero algebraico queda asi determinado un valor
determinado (entero) de N. Reciprocamente a cada valor asig-
nado de N corresponde un ntimero finito de nimeros algebraicos
(irracionales) — que puede también ser cero. Este grupo finito
de ntimeros algebraicos, una vez conocido, se puede ordenar en un
modo determinado, por ej. en orden creciente de magnitud.

Para numerar la totalidad de los ntmeros algebraicos bas-
tard luego atribuir a N sucesivamente todos los valores de los
numeros naturales y para cada uno de ellos, tomados en su
orden natural, escoger de entre las ecuaciones en numero finito
de las cuales el valor N determina los posibles coeficientes, las
que no presentan entre los coeficientes un factor comun (y que,
por lo tanto, no se habran presentado ya para un menor valor
de N) y que tampoco son expresables como productos de ccua-
ciones precedentes; por fin ordenar segin orden creciente de
magnitud a las raices reales de las ecuaciones asi obtenidas. Debe
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notarse que la determinacién, aunque posiblemente larga, se efec-
tGa en todos los casos por medio de un nimero finito de opera-
ciones sobre numeros racionales (o, lo que es lo mismo, sobre
numeros enteros) pues la ordenacién de las raices segin magnitud
se efecttia sin el propio conocimiento numérico de las mismas.
siendo suficiente su complela separaciéon que se realiza por pro-
cedimientos racionales. Disponiendo finalmente los distintos gru-
pos de raices asi-ordenados segun los valores crecientes del ni-
mero N que los caracteriza queda definido un nimero de orden
para cada numero algebraico, en cuanto definido por una deter-
minada ecuacién.

6. — Para demostrar que, por opuesto, no habra podido de
esta manera alcanzarse a todos los ntimeros reales, y que, por lo
tanto, deberd existir entre éstos, algunos no-algebraicos, pasa
luego Cantor a demostrar que dada una sucesion infinita nume-
rada de numeros reales

'al 02 03 DR (6, 1)

y fijado arbitrariamente sobre la recta real un intervalo o=f
(a<<B), es siempre posible elegir, deniro de este intervalo, un nu-
mero que no pertenece a la sucesion (6.1)..

En efecto, es evidente en seguida que no necesitaria demos-
traciéon si se supiera que ningéin numero del intervalo o= per-
tenece a la sucesion. Lo mismo si dentro del intervalo exis-
tiera so6lo un numero finito de elementos de la sucesién, pues
éstos lo dividirian en partes, dentro de cada una de las cuales no
existirian puntos de la sucesién. Supongamos luego que dentro
del intervalo o= existan infinitos elementos (6,1) (para el ra-
zonamiento es suficiente que existan por lo menos dos); habra,
entre estos, dos de indice minimo; llamémoslos o« y B’ (a/'<<B’).
El intervalo «'—B’ es interno a o—f; sobre ¢él puede repetirse la
misma consideracién hecha sobre o8, concluyendo que, o sin
mas esta constituido por puntos no de la sucesién (salvo un nu-
mero finito), o bien existen en él dos nuevos elementos o”, B”
(a”<p”) de (6.1), de indice minimo. Sobre a”~B” se repetira en-
tonces la misma consideracion, y asi adelante. Podran evidente-
mente presentarse dos casos: 1°. que se llegue por fin a un inter-
valo a()=B() dentro del cual existe sélo un ntmero finito de ele-
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mentos de la sucesién (6.1); queda enlonces determinado un inter-
valo dentro del cual no existen elementos yun niiméro cualquiera
interno aeste intervalo realizala afirmacion; 2°. que la operacion se
continte indefinidamente: quedan entonces definidas dos sucesio-
nes de elementos extraidos de (6,1)

CL'<(L”<CL'”_<..., B'>f3”>i—'”>.--

tales que los nameros de la primera son siempre menorss de
cualquier ntmero de la segunda; cada una de estas sucesiones
tiene pues un limite determinado y, poniendo

limo® =0, 1limp® =p>,
sera
o = B

Notemos ahora que los indices de los a@, B9 en 1a sucesién
(6,1) son crecientes y, por ser estos elementos infinitos, toman
valores mayores de cualquier entero asignado; se infiere en seguida
que o®, B* y cualquier namero del intervalo entre ellos (en el
caso que los dos numeros sean desiguales) no puede pertenecer
a la sucesién (6,1), porque, en la hipotesis que l2 perteneciera
tenflria un indice finito y no podria estar dentro de un intervalo
ad—p@ para el cual los ntmeros a@, B@ tuvieran indices mayo-
res de aquél. Queda asi demostrada la proposicién.

7. —La demostraciéon actualmente en uso, fundada sobre el
llamado procedimiento diagonal, fué publicada por Cantor solo
mucho mas tarde (7) cuando sus ideas sobre la teoria de los con-
juntos habian tomado la forma final mas abstracta, independiente
de las caracteristicas analiticas de los ntmeros. Vamos a recor-
darla, en una forma ligeramente distinta de la propia de Cantor
para tener todavia en cuenta la naturaleza analitica de la propor
siciéon enunciada.

Podemos suponer, por simplicidad, que el intervalo o= del
enunciado sea el 0 <z <<1; y que los ntimeros de la sucesion
(6,1) pertenezcan sin mis a este intervalo (lo que se obtiene en

(") Ueber cine elementare Frage der Mannigfaltigkeitsiehre (Jahresbericht
d. d. Mathematiker-Vereinigung Bd 1, p. 75 (1890-91) — Ges. Abhaud. p. 278.
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todo caso suprimiendo los otros); cada uno dc estos nimeros pue-
de entonces representarse por un decimal de infinitas cifras (ad-
mitiendo también el caso que éstas puedan ser, desde un cierto
momento, todas 0 y excluyendo, al contrario, el caso de periodos
formados con la sola cifra 9, para que la representacién sea uni-
voca). Indiquemos con v;j la cifra que ocupa el puesto decimal j
en el namero q; y formemos la sucesion de las cifras

0, Y11 Y22 Va5 -« (7: 1)

Supongamos entonces fijada una sustitucién entre cifras
que no deje invariada ninguna y tal que entre las cifras susti-
tuidas no aparezca ni 0, ni 9; tal, por ej.:

(1234567878). (7,2)
0.1 2-3:4 66 S

Aplicando a las cifras de (7,1) esta sustitucion resulta defi-
nido un ndmero

0 Bl Spgoa . (7,3)

que no puede coincidir con ninguno de los a; porque su cifra d;
es diferente de la v; y, por medio de la exclusién de las cifras
9 y 0, se ha eliminado la posibilidad de que pudiera ser sola-
mente una distinta representacion de un eventual @; racional, o
que pudiera el nimero (7,3) reducirse a 0 o 1.

Esta demostraciéon difiere de la propia de Cantor por el
liecho de despreciar él este Gltimo cuidado. En vez de referirse,
como nosotros lo hicimos aparentemente para estar con la cos-
tumbre, a la base 10 de la numeracién decimal, Cantor utiliza
la base 2; en este caso la sola sustitucién posible que no deje
invariada ninguna cifra es la permutacién

iy

¥ no seria tampoco posible respetar la exclusién de las cifras ex-
tremas de entre las cifras sustituidas.
La demostracién cantoriana, entendida rigidamente, no esta-
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blece por tanto la proposicion del n. 6, sino la siguiente: asignada
una cualquier sucesion numerada de sucesiones infinitas formadas
con las cifras 0,1 es siempre posible construir una sucesion infi-
nita de dichas cifras que no estd comprendida enire las pro-
puestas. Como corolario inmediato resulta que el conjunto
de las sucesiones infinitas formadas con las cifras 0,1 no es
numerable, porque la hipétesis de que se las pudiera numerar
llevaria a la conclusiéon que, después de haber establecido la
numeracién, se encontraria una sucesion de esa clase a la cual
no podria habérsele asignado ningtin ntmero. En otra forma la
proposicion puede enunciarse: El conjunto de las funciones de-
finidas sobre el conjunto de los numeros naturales y cuyos va-
lores son solamente 0 y 1 no es numerable. Encontraremos
pronto una proposicion mucho mas general.

8. — El complemento necesario para pasar de la proposicién
demostrada a la del n. 6 (o més precisamente a una equivalente)
lo sugiere Cantor en forma de una observacion incidental en otra
memoria publicada pocos afios después (8), demostrando que
el conjunto de las sucesiones infinitas que se pueden for-
mar con dos signos, 0 y 1, tiene la misma potencia del con-
tinuo de los numeros reales (del intervalo 0-1). Basta observar
que dicho conjunto, que llamaremos S, se descompone en tres
partes —las llamaremos C,, C,;, D— constituidas respectivamente
por aquellas sucesiones, cada una de las cuales comprende sola-
mente un nimero finito de signos 1 (luego infinitos 0), por las
cada una de las cuales comprende solamente un ntimero finito
de 0 (e infinitos 1) y por las sucesiones restantes con infinitos
0 e infinitos 1. Por otra parte el conjunto de los ntimeros reales
en el intervalo 0-1, que llamaremos R, se descompone en dos
partes: una formada peor las fracciones cuyo denominador es
potencia de 2, que llamaremos A, y la complementaria de ésta,
que llamaremos B. El conjunte B, por medio de la representa-
cién binaria, se pone en correspondencia biunivoca con D; el
conjunto A es anilogamente en correspondencia biunivoca con
cada uno de los conjuntos C; y C,. Usando el signo = por ex-

(®) En Beitrage zur Begrimdung der transfiniten Mengenlehre § 4 (Con-
tribuciones a la fundacién de la teoria de los conjuntos transfinitos) (Math.
Annalen Bd 46 - 1895) — Ges. Abhandl., p. 289.
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presar «de igual potencia», se simbolizan estas conclusiones por
Cy=Ay~ Cy=A; D=8
S=C;+Cy+D=A+A+B, R=A-+B.

Se sabe que A, como parte del conjunto de los ntimeros ra-
cionales —el cual es numerable —, es también numerable y que
la suma de dos conjuntos numerables es todavia numerable:
luego, siempre entendiendo el signo = por «de igual potencia»,

AR AT S ARLR R

Transportando luego al conjunto R la conclusiéon antes obte-
nida para el conjunto S, podremos afirmar que el conjunto de los
ntimeros reales no es numerable; no puede por tanto coincidir
con el conjunto de los nameros algebraicos.

9. — Comparando las distintas demostraciones dadas en los
parrafos anteriores para un mismo hecho, se presentan algunas
observaciones importantes.

Liouville nos ofrece (n.5) una construccion efectiva de infinitos
nameros trascendentes, cada uno de los cuales puede considerarse
como analiticamente conocido en la misma manera que considera-
mos como analiticamente conocido cualquier otro nimero real; no
es solamente que nosotros podamos afirmar que escribiendo ca-
sualmente cifras, convenientemente espaciadas con la interposicion
de ceros segin una ley determinada el nimero decimal que asi
se presenta a nuestra imaginacion serd necesariamente trascen-
dente, aunque no exactamente conocido hasta que las infinitas
cifras significativas no sean univocamente determinadas. Por cuan-
to hemos observado que a cada numero real podemos hacer co-
rresponder un numero de Liouville formado con las mismas
cifras, tomadas en el mismo orden, salvo la susodicha interposi-
cién de cifras 0, quedan efectivamente determinados ntmeros
de Liouville en la misma medida y con los mismos medios anali-
ticos que se determinan nimeros irracionales, o generalmente frac-
cionees no decimales. Resulta al mismo tiempo definida una co-
rrespondencia biunivoca entre una determinada clase de nimeros
de Liouville y la totalidad de los ntmeros reales. Pronto demostra-
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remos, por el teorema Ilamado de Cantor-Bernstein, que, aiia-
diendo a esta conclusion el hecho que, efectivamente, los ni-
meros trascendentes son una parte de los niéimeros reales, queda
definida una correspondencia entre unos y otros, completindose
asi una demostracion constructiva de que el conjunio de los nu-
meros trascendenles tiene la misma potencia que el conjunto
de los reales. Implicitamente queda también demostrado que
el conjunto de los nimeros trascendentes es denso en cualquier
intervalo de la recta real.

La primera demostracion de Cantor (n. 6) es todavia constructi-
va; pero, por penetrar menos hondamente enlas caracteristicas ana-
liticas de los numeros algebraicos, la construccién es més bien
ideal que efectuable con una ley inteligible; se demuestra en
efecto la proposicién ultima enunciada con dar un procedimiento
por el cual, dentro de un cualquier intervalo asignado queda com-
pletamente definido por limite(?) un numero trascendente, en
cuanto se haya anteriormente asignado un ntmero de orden a
cada numero algebraico — numeracién que no se puede efectuar
de otra manera que con un examen detallado de esos numeros,
uno por uno. La demostracién en si nada dice sobre la potencia
del conjunto de los ntimeros trascendentes, resultando la no-nume-
rabilidad, sélo por absurdo, de la aplicacion del procedimiento
demostrativo a cualquiera sucesion numerable de numeros.

La demostracion del n. 7, que podriamos llamar segunda de-
mostraciéon de Cantor modificada, utiliza de la nocién de ntimero
real solamente la propiedad de limite que permite definir cada
numero real por su representacion decimal; asi reducido el con-
tenido analitico de la argumentacién, permite todavia determinar
efectivamente un numero trascendente dentro de cada intervalo
de la forma n=n+1(1%) por el hecho de conocer una numera-
cién de los numeros algebraicos, segin el procedimiento de la
primera demostracién. De este nimero trascendente se determi-

(°) Los casos considerados en la demostracién del n.6 en los enales el pro-
cedimiento terminaria, después de un ntmero finito de pasos por encontrarse
un intervalo vacio de elementos de la sucesién (6,1) o bien se llegara a a» < §»
no pueden presentarse efectivamente por ser el conjunto de los mGmeros alge-
braicos denso en cualquier intervalo de la recta real.

(*) Nosotros hemos considerado solamente el intervalo 0-1, pero la extensién
es inmediata teniendo en cuenta la densidad de los ntGimeros algebraicos.
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nan las cifras decimales una después de la otra, pero no se puede
dirigir a priori su ubicacion en el intervalo considerado. Puede
sin embargo obtenerse un conjunto denso de numeros trascen-
dentes, una vez determinado uno, con sumar a éste todos los
numeros algebraicos.

Finalmente la segunda demostracién de Cantor, sin modifi-
car, (como lo hemos expuesto en los n. 7—8), razona sélo for-
malmente sobre los ntimeros considerados como conjuntos de cifras
decimales; la existencia de ntimeros trascendentes resulta tnica-
mente por absurdo, sin ninguna indicacion para una construccién
efectiva de ellos.

10. — Sin embargo algunos resultados notables vamos a ob-
tener en seguida extendiendo este razonamiento de Cantor a con-
juntos mas generales.

Suponiendo dados dos conjuntos A, B, podemos considerar
el conjunto de las funciones y=/f(x), definidas sobre B, cuyos
valores y pertenecen a A (es decir el conjunto cuyos elementos
son los grupos de elementos de A — no necesariamente distintos —
que se obtienen aplicando a cada elemento de B uno de A; o,
en forma posiblemente més representativa, el conjunto de los
arreglos con repeticién de clase B de clementos de A). Se re-
presenta tal conjunto con el simbolo A® (11),yse llamara la ope-
racion entre conjuntos asi definida exponenciacidn.

Imitando el procedimiento diagonal se obtiene en seguida que
vale el

.Teorema 1.-Si existe entre los elementos de A una
suslilucion S sin elemenios unidos, la potencia de A® es necesaria-

() Si 4 y B son grupos finitos, respectivamente de m y de n elementos,
el conjunto 4B es todavia finito ecomponiéndose de mn elementos, como se de-
muestra ficilmente por induccién. En efecto, por # — 1 se tendrd Gnicamente
el mismo conjunto 4, con m* elementos; supongamos por otra parte que sean
N las funciones ¥y — f(«) distintas que tienen por valores elementos de 4, mien-
tras & rvecorre los elementos de B, salvo uno que arbitrariamente se habri ex-
cluido; eada una de estas funciones determina m distintas definidas en todo B,
al asignar, como valor de la funcién para el elemento exgluido, uno cualquiera
de los elementos de 4 ; resulta que el nfimero de las funciones f(2) definidas
sobre todo B serd Nm; si se admite que N — mn—1, este nfimero serd luego
mn, Habiendo verificado la afirmacién para n» — 1, queda luego demostrada
para cualquier 7.

Esta observacién da razén de la eleccién del simbolo.
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mente diferente de la de B. Supongamos, en efecto, por absurdo,
que pudieran A® y B tener la misma potencia; esto significaria
que existe una funcion de dos variables ¢(z, z) tal que para cada
valor de z en B se identifica con una funcion y=f(z) elamento
del conjunto A” ; viceversa todas las f(z) se obtendran de esta
manera. Consideremos entonces la funcién S¢(z,x); por lo di-
cho deberia existir un z, en B tal que ®(x,z,) =So(x, x); luego,
en particular ¢(z, 2y) = S®(z,,2,); pero esta igualdad contradi-
ce la hipétesis de que la sustituciéon S no tenga elementos unidos.

La hipotesis de existir la sustitucién S no se cumple evi-
dentemente si A se compone dz un solo elemento o es vacia;
en estos casos en efecto el teorema pierde sentido, pues él con-
junto A® contiene un solo elemento o bien no existe. Si el con-
junto A contiene més que un elemento, la experiencia corriente de
los conjuntos con los cuales trata habitualmente el matematico
nos dice que la hipoétesis estd siempre realizada. En efecto, para
los conjuntos finitos basta tomar por S una sustitucion circular:
para los conjuntos numerables o de la potencia del continuo, podra
considerarse como generalizacion natural de ésta la incrementa-
cién de cada elemento (ntmero natural o numero real) por una
constante; aGn, mas generalmente, si el conjunto A sabe descom-
ponerse en dos partes de igual potencia, bastard permutar estas
dos partes, llevando los elementos de una sobre los que les co-
rresponden en cualquier correspondencia apta a asegurar la su-
puesta igualdad de las potencias; sobre esta situacién volveremos
pronto. Pero vale la pena notar que la idea de conjunto es en rea-
lidad tan amplia e indeterminada que la hipétesis debe enunciarse
explicitamente por faltar una demostracion general de existencia
de la sustituciéon S. Por igual motivo conviene enunciar explicita-
mente la hipétesis en el siguiente

Teorema 2-Si en el conjunto A se sabe distinguir un par
de elementos a,, a,, queda determinada en el conjunto A® una
parte propia que tiene la potencia de B. Ella es la constituida
por las funciones que toman el valor a; para todos los z en B
salvo uno, para el cual la funcién toma el valor a,; cada una
de estas funciones corresponde de esta manera a un determinado
elemento de B.

La consideraciéon de los conjuntos de la forma A® sera fun-
damental en lo sucesivo.
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11. — Notamos por ahora que, a consecuencia de los dos teo-
remas demostrados, tenemos en esta exponenciacién de conjuntos
una operacion por la cual, dado un conjunto cualquiera B, esta-
mos en condicién por generar otro, u otros, que no tienen la po-
tencia de B, pero de los cuales se puede separar una parte con la
potencia de B: en el modo mis simple, bastara para eso asumir
como conjunto A el de dos elementos 0 y 1; si se lo indica como
de costumbre por 2 (considerado aqui como numero cardinal) el
nuevo conjunto serd luego 27 (12) y se presenta espontineo si-
guiendo el principio de que la parte es menor que el todo, escribir

B <2” (més generalmente B<A®)

G. Cantor consider6 desde el principio que la ilacién no pu-
diera ser dudosa; dice, en efecto, en“las primeras lineas de la ci-
tada memoria de 1878 (4): «S1 dos conjuntos M y N no son
de igual potencia, enlonces tendra M igual potencia con una parte
de N o bien tendrd N igual potencia con una parte de M; en el
primer caso llamaremos la potencia de M menor que la de N,
en el segundo caso la llamaremos mayor que la potencia de N».
Claro es, sin embargo, que esta extension automatica a conjuntos
infinitos de una relacion conocida para los conjuntos finitos no es
admisible, pues un reparo ya se encuentra en el hecho que, por la
definicion misma, puede una parte de un conjunto infinito tener la
misma potencia del conjunto total. Para justificar la ilacion es
pues necesario establecer, por lo menos (13), que si dos conjuntos
no tienen la misma potencia y uno de ellos tiene la misma potencia

(**) El conjunto 2B admite una interpretaciéon por la cual ha adquirido una
particular consideracién en la axiomditica de los conjuntos. Si en efecto se con-
sidera cualquier eonjunto parcial extraido de B y se hace corresponder la cifra
1 a cada uno de sus elementos, luego la cifra 0 a cada uno de los elemetnos
de B que no pertenece a ese conjunto, se gemera evidentemente un elemento
de 2B ; la correspondencia es sin mis reciproca. Desde el punto de vista de
dicha axiomitica, cabe sin embargo observar que las ideas primitivas que se
aplican en las dos formaciones son distintas por cuanto la nocién de exponen-
ciacién reeurre tnicamente a la idea de poner en correspondencia de la cual
ninguna teorfa de conjuntos puede separarse, mientras la mocién de conjunio
de los conjuntos parciales se funda sobre la idea de ‘‘parte’’, cuya interpre-
tacién puede todavia ser sujeta a examen.

(**) Es deecir, salvo deducir como sigue que se conservan las demis pro-
piedades de la desigualdad numériea.
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que una parte del otro, no es posible extraer del primero una parte
que lenga la misma potencia del sequndo; llamaremos esta pro-
posicion hipdtesis de Cantor.

Si esto es cierto, podra aceptarse esta condicién como defi-
nicién de la relacién de < entre las potencias: diremos pues que

potencia A < potencia B

si se verifican las dos condiciones:

10, potencia A-/=potencia B

20. Existe una parte A’ de B que tiene la misma polencia
de A.

Y la hipotesis de Cantor asegura que:

a) Las dos relaciones

pot A <potB, potB<potA

se excluyen mutuamente, pues s2 ha admitido que por 1°. y 2°.
queda excluido que B tenga la misma potencia que una parte
de A.

b) Vale la propiedad transitiva: si

potA<potB y potB<potC,

serd necesariamente

pot A <pot C;
en efecto, se ve en seguida que

pot A /=pot C
porqﬁe, por a), son incompatibles las dos relaciones

pot A <potB, pot B <potC=potA;

por ofra parte, existiendo una parte B’ de C con la misma potencia
de B y en B una parte A’ con la potencia de A, por la correspon-
dencia biunivoca supuesta entre B y B’, queda definida en B’

una parte A” de la potencia de A’, luego de A; y A” es parte
de C. -
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Resulta asi que, siempre suponiendo cierta la hipédtesis de
Cantor, queda definida entre polencias una relaciéon de desigualdad
que tiene las propiedades formales de la desigualdad entre nua-
meros. .

En el parrafo siguiente vamos a demostrar una notable pro-
posicion de Félix Bernstein (1896) que transforma en teorema
la hipétesis de Cantor; notamos en mientras que las palabras
que hemos reproducido de Cantor dicen efectivamente algo mis,
pues afirman sin mas que si dos conjuntos no tienen la misma
potencia, uno de ellos tendrd polencia mayor que el otro, que-
dando asi excluida la posibilidad de que dos conjuntos no fueran
comparables bajo el aspecto de la potencia. Para superar esta di-
ficultad, E. Zermelo enuncié6 mas tarde el postulado que
lleva su nombre y sobre el cual nos reservamos discutir més
adelante. Nosotros preferimos dejar por el momento sin decisién
este problema més amplio y llamaremos comparables dos con-
juntos cuando entre sus potencias pueden establecerse las relaciones
de igualdad y desigualdad, segin las definiciones que anteceden.

12.-El teorema de Bernstein(4) enuncia precisa-
mente que:

(*) Es muy de costumbre recordar esta proposicién como TEOREMA DE CAN-
TOR-BERNSTEIN, asociando aun frecuentemente el nombre de Schroeder. No
resulta sin embargo que nunca Cantor se haya preocupado por una demostra-
cién del teorema que, ecomo observamos antes, él consideraba més bien como
evidente. El simple hecho de que la demostracién que sigue expresa verdade-
ramente algo al dar una construccién efectiva de una correspondencia entre los
conjuntos 4 y B sobre la base de correspondencias que se suponen totalmente
definidas por hipétesis, constituye una demostracién indirecta de que tal evi-
dencia es ilusoria. Debe de todos modos tenerse en cuenta que Bernstein ex-
puso la primera vez su demostracién en un seminario dirigido en Halle por
Cantor, en 1896, y la demostracién fué luego publicada por Borel en 1898 en
un apéndice de sus Legons sur la théorie des fonctions (primer wolumen de la
conocida coleccién de monografias que lleva su nombre). En el mismo afio 1896,
Ernst Schroeder publicé en los Jahresberichte d.d. Mathematiker-V ereinigung
un eshozo de demostracién, aparecido luego nuevamente en 1898 en las Nowva
Acta de la Academia Leopoldina, cuyo punto de salida no difiere esencialmente
del de Bernstein, pero que no alcanza el resultado, sea por cuanto no llega a
la definicién de la correspondencia, sea por un error en la deduecién que sefiala
A. Korselt en una breve nota de Math. Annalen, 70 (1910). En 1901 E. Zer-
melo publicé en las Gottinger Nachrichten una demostracién que tendremos oeca-
sién de recordar més adelante (n. 19) y que no difiere de la anterior sino
por el formalismo.
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Si dos conjuntos A y B son tales que el primero tiene la
misma potencia de una parte del sequndo y reciprocamente el
sequndo tiene la misma potencia de una parte del primero, enion-
ces los dos conjuntos A y B tienen la misma potencia; mas preci-
samente: si A y B son conjuntos dados y si estdn dadas dos co-
rrespondencias Ty y T, tales que la primera a cada elemento de
A haga corresponder en modo univoco un elemento de wn. cone
junto parcial de B y la sequnda a cada elemento de B haga co-
rresponder en modo univoco un elemento de un conjunto parcial
de A, queda definida una correspondencia biunivoca entre los ele-
mentos de A y de B.

Supongamos en efecto conocida la correspondencia biuni-
voca T'; que representa el conjunto A sobre una parte propia de B,
que llamaremos A’ y la correspondencia T's que representa B sobre
una parte propia de A, que llamaremos B’. En simbolos (1¢')

P A= AMeBs T, B=BIAl (12.1)

Vamos a construir una tercera correspondencia que representa
A sobre B. Aplicando a los dos miembros de la primera relacién
(1) la transformacion T’y y a los dos miembros de la segunda re-
laci6on la transformacion 7'y se obtiene

Pl T e R=A
(12.2)
T, ToB=T, BT, A=A'CH,

Evidentemente se puede seguir aplicando, en modo anélogo,
alternativamente, las dos transformaciones T, y T, cada vez a
las formulas ultimas obtenidas, anilogas a (1), (2), y teniendo
en cuenta (1) para cerrar la cadena, obteniendo asi las dos suce-
siones ilimitadas de inclusiones

HSPLTIDS Pirpas ' T TyB 5037 7P, TPy, |
(12.3)
=T A L B B T LA T BB ..

(*’) Usamos, como de costumbre actualmente, el signo ¢ para significar
‘‘es parte de’’; luego o por ‘‘contiene como parte’’; recordamos sin embar-
go que, segln el significado original de Dedekind (Was sind und was sollen
dic Zahlen) y de Peano, en el cual el signo resultaba de una deformacién de.
la letra C, deberian los dos signos invertirse.
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En cada una de estas sucesiones, por ser cada término una
parte propia del anterior, dos casos pueden presentarse: o bien
que por tal proceso de reduccién sucesiva vienen a excluirse pro-
gresivamente todos los elementos respectivamente dé los conjun-
tos dados A, B; o bien que existe en cada uno de ellos un conjunto
de elementos que nunca vienen eliminados y que por lo tanto es
comun a todos los conjuntos de la sucesion. Llamaremos respecti-
vamente A° y B estos restos, entendiendo que en la primera even-
tualidad estos A° y B representaran conjuntos nulos. Tendre-
mos luego, por las (3)

s A BBt T By T )b (T TFoA T o8 EoBYtrionee AO
(12.4)
B=(B—T,A) + (T,A~T,T;B) +-(T,T;B—T,T;T,A) +. ..+ Bo

Hay que notar también que a partir del segundo término la
segunda sucesion (3) se obtiene de la primera aplicandole la
transformacion T'; y anidlogamente la primera sucesién se obtiene
aplicando a la segunda la transformacion T',; se sigue que los
conjuntos A° y Bo se transforman uno en el otro por las rela-
ciones

T, Ao =Bo, T,Bo—Ao (12.5)

y, en particular son conjuntamente nulos o no nulos.

Por fin observamos que en la primera suma (4) los térmi-
nos de puesto impar se deducen del primero de ellos aplicin-
dole sucesivamente las operaciones '

Tl,, Tl 15k &

y los términos de orden par se obtienen del primer término de
la segunda suma apliciandole sucesivamente las operaciones

TZ’ T2 Tl T2’

Analogamente los términos de la segunda suma se obtienen
respectivamente del primero de la misma y del primero de la
primera suma aplicindoles respectivamente las sucesivas opera-
ciones
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Oy Dy T, Bgl¥, gt va yelliyitnily Fa Ty, o}
resulta que, si se pone por brevedad
ST =, Y Tydg=l,
las férmulas (4) se pueden escribir simbolicamente (15)

A=(1+U+U2+...) (A—T;B) +
T, (1+V4V2+. . ) (B—T;A) + Ao

B=(1+V+V2+...) (B—T.A) +
T, (14U+Uz2+ . ..) (A—T,B) +Bo

(12. 6)

Se ve en seguida que el segundo término de la primera
formula es transformado del primero de la segunda por la
transformacion T'5, y el primer término es transformado del
segundo término de la segunda por la transformacion 7,1 inversa
de Ty; por fin, por (5) el término A° es transformado de B°
por T5. Queda asi definida una representacion de B sobre A y
reciprocamente, que es lo que se queria.

Esta demostracién difiere solo por detalles de forma de la
de Bernstein; de todos modos estos detalles tienen por fin de
poner mas de manifiesto el preciso sentido de la demostracion,
es decir que en cuanto sean efectivamente conocidas las reglas o
férmulas que definen las supuestas correspondencias biunivocas
entre Ay A’ y entre By B’ que permiten afirmar la igual po-
tencia, igualmente queda efectivamente determinada una corres-
pondencia biunivoca entre A y B, de donde la igualdad de po-
tencias de estos conjuntos.

(*) Siguiendo las convenciones del céleculo funcional se puede dar a esta
representacién simbélica la forma atn méis concisa

i
1-v

1
1-U

di— 1_1T7 (4—TI:B)| T, (B—T.4)A4°

B— % (B=T,4)4-T, (4—Z,B)--B°

Jdo cual sin embargo no tendria aqui mayor utilidad si no fuera, eventualmente,
-de poner en evidencia que en (6) entendemos deberi considerarse cada suma
140404 ..., 14V 4V?4 ... como una operacién fnica.
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13.- Como caso particular se tiene que, si un conjunto A
tienc la misma polencia de una parte propia de él A’, cualquier sub-
conjunto B de A que contenga A’ tiene todavia lo misma potencia.
Para establecer la correspondencia entre A y B basta poner, en
las precedentes consideraciones, T,=1 (transformacién idéntica).
Resulta entonces, indicando por T la transformaciéon de A en A’,

Vesle=1
A= (14T+T2+...) (A—B) ++ (1+T+T?+...) (B—TA) + A°

B=(14T+T2+...) (B—TA) +T (1+T+T2+. ..) (A—B) + Ao
=T (14+T+T2+. ..) (A—B) -+ [A—(1+T+T2+. . .) (A—B)]

de donde resulta, para determinar la transformacion de A en B
la regla siguiente: Se forma la suma del conjunto A—B y de to-
dos sus transformados por las potencias sucesivas de la transfor-
macién T'; a cada elemento de A que no pertenece a esta suma
se da como correspondiente si mismo; a cada elemento pertene-
ciente a dicha suma se hace corresponder el transformado por 7.

Sea, en via de ejemplo, A el conjunto de los numeros reales.
del intervalo 0-1, B el conjunto de los ntimeros transcendentes.
del mismo. intervalo, A’ el conjunto de los ntimeros de Liouville
correspondientes a un determinado sistema de numeraciéon (por
ej. el decimal) contenidos en dicho intervalo; T es la correspon-
dencia por la cual a un decimal infinito 0,a,a,a;... se hace co-
rresponder el numero de Liouville

Gply ety
10 "102 T 10

A—B es el conjunto de los numeros algebraicos del intervalo:
0-1; y la regla expresa que, para establecer una correspondencia
biunivoca entre la totalidad de los ntmeros reales del intervalo-
0-1 y el conjunto de los transcendentes bastard a cada ndamero
algebraico hacer corresponder el transcendente de Liouville que
se obtiene de él por la operacion T, a cada uno de los numeros
obtenido de esta manera él que le corresponde aplicando nueva-
mente la operacion T y asi continuando. Los otros numeros se-
pondréan como correspondientes de si mismos.
El resultado es en todo evidente.
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14.-Con el teorema de Bernstein quedan completamente
justificadas las consideraciones del n. 11. Aplicando a la opera-
cion de exponenciacion del n. 10 podemos luego enunciar que, en
las hipotesis de los teoremas 1 y 2 de ese parrafo la potencia del -
conjunto A® es siempre mayor que la potencia de B; més gene-
ralmente, pongamos

B B B”
A= Blyos Aci==1B4%, osAS =Bt
sera

pot B <pot B’ < potB” <poyB” <.... (14.1)

Resulta asi construida una sucesién infinita de conjuntos de
polencias crecientes, lo que nos permite también afirmar que
existen infinitas potencias distintas.

Notamos todavia que del conjunto A” se puede siempre se-
parar un conjunto que tiene la misma potencia de A; tal es el
conjunto de las funciones f(x), por = variable en B, que para to-
dos los valores de z toman un valor constante, elemento de A;
resulta que la potencia del conjunto B'=A” es siempre mayor
o igual a la potencia de A; por consiguiente también las poten-
cias crecientes de los conjuntos B”, B”, ... son todas mayores
de la potencia de A; en cuanto a la potencia de B’ no es posible
igual precision; sabemos por ej. que si A es numerable y B
es finito, A® es todavia numerable.

Si A’ es una parte de A, del conjunto A” se separa una, parte
de la misma potencia de A’”, siendo tal el conjunto de las fun-
ciones f(x) que, por  en B, toman valores en A’; resulta luego
todavia que st A y A’ son conjunios tales que

pot A= pot A’,
serd también
pot A% =pot A’%.
Es importante notar que, mientras evidentemente al signo =
en la primera relacién corresponde el mismo signo en la segunda,
no es lo mismo respecto del signo >, como veremos en ejem-

plos.
Notamos por fin que si el conjunto A o bien el conjunto B
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son infinitos sequn Cantor-Dedekind, también serdn infinilos
en el mismo sentido todos los infinilos conjuntos que se deducen
de ellos por sucesivas potenciaciones, como resulta por aplicacion
del teor. 2, n. 2, a consecuencia de las anteriores observaciones
sobre la posibilidad de separar en A” conjuntos parciales de las
potencias respectivas de A y de B.

15. - Para continuar nuestro estudio, conviene por razon de
comodidad, que introduzcamos algunas convenciones y termino-
logias de uso corriente. Siguiendo a Cantor, se acostumbra con-
siderar la nocion de potencia de un conjunto como la generaliza-
ciéon de la de numero cardinal, adquiriendo por consecuencia am-
bas expresiones, aplicadas a conjuntos infinitos, significado equi-
valente. Para estos ntimeros cardinales se usan simbolos, para los
cuales Cantor habia dado preferencia a las letras del alfabeto
hebreo; en particular ha quedado de uso general la letra &, afec-
tada por subindices, con un significado caracteristico sobre el cual
tendremos que volver (n. 26 y sig.). Muchos autores, y el mismo
Cantor, usan en oportunidades, letras alemanas mintsculas; por
comodidad tipografica nosotros usaremos preferentemente letras
latinas con una raya sobrepuesta. También representaremos al
numero cardinal (potencia) de un determinado conjunto cerrando
el simbolo de éste entre barras verticales.

‘A los ntmeros cardinales se transfieren las operaciones que
» 7 : : 7 .
se efectuan sobre los conjuntos correspondientes; asi, si

Al=a, |B|=b,
jescribimos
|A+B|=a+b, |A®|=a®. (15.1)

Es importante notar que igualdades como estas no expresan
teoremas, sino nada mas que convenciones verbales; esto es que,
contrariamente a lo que ocurre con respecto a los ntimeros natu-
rales o a los reales, que se definen axiomAticamente como entes
matematicos en si mismos, la nocién de cada numero cardinal
transfinito esti estrictamente ligada a la de algin conjunto o
clase de conjuntos de los cuales dicho cardinal expresa la potencia,
de manera que no es posible una definicién intrinseca de opera-
ciones sobre numeros cardinales, considerados como conceptos
abstractos, sino que siempre tenemos que pensar conjuntos y ope-
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raciones efectuadas por medio de los elementos de ellos, générando
por consecuencia nuevos conjuntos, cuyas potencias quedan re-
presentadas al aplicar a los nimeros cardinales de los conjuntos
de partida los mismos signos que representan las operaciones efec-
tuadas sobre los conjuntos. Pero, por cuanto en estas operaciones
siempre se consideran los elementos de estos conjuntos por la unica
propiedad de ser individuos distinguidos uno de otro, sin que
tengan ninglGn efecto las caracteristicas individuales que even-
tualmente hacen posible esta distincién, como no varian los nu-
meros cardinales de partida al sustituir cualquiera de estos con-
juntos con otro de igual potencia, lo mismo ocurre para los que
representan los resultados de las operaciones indicadas.

Se representa generalmente por X, la potencia del conjunto
de los nameros naturales (en general, de los conjuntos numera-

bles); por ¢ la potencia del continuo de los nimeros reales; se
representan por los ordinarios simbolos numéricos (o por las
letras que algebraicamente los representen) las potencias (ndimé-
ros cardinales) de los conjuntos finitos, considerando como tales,
por definicion, los segmentos de la sucesién de los nimeros natu-
rales y los conjuntos que pueden ponerse en correspondencia biu-
nivoca con ellos. Gomo aplicacion de las cosas dichas tenemos
luego

0 0 =
28 =am® g

Ro™ =N, < 2%,

16.-Sea A(z) un conjunto variable, funcién de la variable «
que recorre los elementos de un conjunto B; de conformidad con
lo dicho antes, se consideran los elementos de todos los A(z) como
distintos entre si; se llama entonces suma de los A(x) y se repre-
sentard por
Z A(x)
xeB

al conjunto que tiene por elementos los elementos de todos los
A(z); cuando B es finito o numerable, en vez del signo X ante-
puesto, se prefiere a menudo usar el signo + interpuesto entre los
términos de la suma, como se hace con los ntimeros. La suma asi
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definida difiere de la suma logica representada por u y U ftnica-
mente por la hipotesis de la distinguibilidad de los elementos de
los distintos A(x). Es claro que para formalizar esta distinguibi-
lidad es suficiente, antes de efectuar la suma, aplicar a cada
conjunto A(x) una transformacion consistente en asociar a cada
elemento de A(x) el elemento de B, valor de x:

= A(z) = U [A(=), z]. (16.1)
xeB xreB

Conforme a lo dicho en el n. anterior, queda definida la su-
ma de potencias; si

|A(z)|=a(=)

serd pues

| = A(2)|= = a(z).
T B

xXe

Si los A(x) son idénticos a un mismo conjunto A (por lo
tanto difieren soélo por el valor de x que se le aplica a cada uno
de ellos), la suma se llama producto de los dos conjuntos A.B: ~

A.B=X(A,z), |A|.|B|=|A.B|. (16.2)
xeB

Evidentemente se expresa diferentemente la definiciénde A . B
diciendo que es el conjunto de todos los pares formados por un
elemento de A y un elemento de B; resulta luego que también

A.B=X (B,y)=B.A,
yed

Y pues
|A|.|B|=Z a(z) = Z b(y).
xeB yed
" Esta observacion nos lleva en seguida a generalizar la defi-

nicién de producto a un conjunto de conjuntos; diremos que
estd definido un «conjunto de conjuntos» cuando estd definido un
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conjunto variable A(z) cuyos valores (cada uno de ellos siendo
un conjunto) dependen de los valores que toma la variable z
recorriendo los elementos de otro conjunto dado; llamaremos
producto de los A(z), en simbolos

TA(z), (Ma(z)=|TA(z)|) (16. 3)
B xeB xeB

al conjunto que tiene por elementos los grupos formados aso-
ciando a cada valor de z en B un elemento del correspondiente
A(z).

La propiedad conmutativa que hemos observado realizarse
en el producto de dos conjuntos, se extiende inmediatamente al
producto de un conjunto de conjuntos, por el simple hecho de
que el orden de los factores del producto no aparece en la defi-
nicién; podria, por opuesto, ser objeto de demostracién si entre
los elementos de B fuera definido un orden y la definicion del
producto se diera por inducci6n (16) o de otra forma que tuviera en
cuenta este orden. Por el momento no queremos detenérnos
sobre este detalle.

La exponenciacién A® que hemos considerado anteriormente es
caso particular del producto, correspondiente al caso en que todos
~ los conjuntos A(z) fueran iguales (o, lo que en este caso dicé
fo mismo, equivalentes, de igual potencia) a un determinado con-
junto A.

Se reconoce ficilmente que el producto de conjuntos goza
de todas las propiedades formales del producto de ntmeros:

Propiedad asociativa

TT A(z) TT A(y) =11 A(z)
xeB yeC xeB+ C

=l

(*®*) Efectivamente esta forma inductiva es la adoptada por Cantor y por
la mayoria de los autores, quienes se contentan generalmente de definir las
operaciones como efectuadas entre dos conjuntos (o con el nfimero minimo:
de conjuntos que las hacen posibles) sobreentendiendo la extensién a mayor
ntimero de términos por cumulacién de operaciones sucesivas, eomo se hace
ordinariamente en la aritmética. Es evidente que esta forma inductiva no co-
rresponde al rigor necesario cuando se quiera tratar verdaderamente una tes-
ria general de los conjuntos.
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y, mas en general,

I ( I Az, y)\_ I A(z,y) (16.4)
yeC \@By) ') @y B,y
yzC

en efecto, ambos miembros representan el conjunto que tienc por
elementos los grupos que se obtienen reuniendo elementos arbi-
trarios elegidos uno para cada uno de los A(w,y), mientras x
recorre todos los elementos de todos los conjuntos B(y), variandé
y dentro del conjunto C.

Fropiedad distributiva

(ZA(2)) (ZB(y)) == A=) B(y);
xeC yelD ?al,':l(;

mas generalmente

yeC \xeB(y) XeIIB(y)\yeC

es decir el producto, por y que recorre los elementos de un con-
junto G, de las sumas de los conjuntos A(xz,y) que por y fijo
dependen de un pardmetro x que recorre un conjunto B(y) defini-
do por el valor considerado de Yy, es idéntico a la suma de los pro-
ductos de conjuntos A(xy, y) definidos por y corriente en el con-
junto C, mientras, para cada valor de y, la variable z, toma el valor
que corresponde a dicho valor de y en uno cualquiera, pero siem-
pre el mismo, de los conjuntos X, elementos del producto TI B(y).

Cada una de estas propiedades se transporta, por definicion,
en una igualdad correspondiente entre los resultados de las opera-
ciones de suma y producto de potencias (nimeros cardinales). Re-
sultan ademés evidentes los teoremas:

Teor. I-Toda suma de nimeros cardinales es mayor o
igual respecto de cada uno de sus términos. Por consiguiente,
si los términos de una suma son comparables, y si entre ellos
existe uno maximo, también la suma es comparable con cada uno
de los términos, y mayor o igual al término méiximo. Pero, si
los términos son infinitos y no hay entre ellos uno maximo, la
suma serd mayor de cada uno de los términos.
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Teor. I1I-Si en cada uno de los términos de una suma
de conjuntos es posible sefialar un elemento, el nimero cardinal
de la suma es mayor o igual al nimero cardinal del conjunto
cuyos elementos son los términos mismos de la suma; en efecto,
una parte propia de la suma, en correspondencia biunivoca con el
conjunto de los términos estd constituida por los elementos se-
fialados de los distintos términos.

Si en cada uno de los factores de un producto se pucde seiia-
lar un elemento, el grupo constituido por estos elementos es, por
si mismo, elemento sefialado del producto; reciprocamente si en
el producto se puede sefialar un elemento, quedara sefialado un
elemento en cada uno de los factores, siendo estos elementos los
cuyo grupo es el elemento sefialado del producto .Valen por lo
tanto todavia los siguientes

Teorema III. — Si en un grupo de factores de un pro-
ducto de conjuntos se puede sefialar un elemento en cada factor,
el numero cardinal del producto es mayor o igual al del pro-
ducto de los factores restantes. En particular, si en cada uno
de los factores de un producto se puede sefialar un elemento, el
ntmero cardinal del producto es mayor o zgual al numero car-
dinal de cada uno de los factores.

Teorema IV. — Si en cada uno de los factores de un pro-
ducto se pueden sefialar dos elemenios, el numero cardinal del
producto es mayor del nimero cardinal del conjunto de los fac-
tores. Este teorema es la generalizacion inmediata del teorema
sobre la potencia de los conjuntos de la forma AB (n. 10, 14)
y la demostracion es la misma; si en efecto consideramos un
producto

T A(z), (16. 6)
xeB

y suponemos que para cada uno de los conjuntos A(x) sean de-
teriirados dos elementos a,(x), a,(x), tendremos una parte pro-
pia del conjunto (16.6) considerando el conjunto de los grupos
formados por los elementos a,(z), para todos los valores de z,
salvo uno, para el cual se toma a,(x). Esta parte propia esta, por
su propia definicién, en correspondencia biunivoca con el con-
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junto B. Esta parte es ademéis parte propia también del con-
junto

{ay(2), ao(2)} 6.
xeB

el cual es parte propia (o no propia, en el caso de que los A(%)
fueran todos constituidos de dos solos elementos) del producto
(16.6); ahora la potencia de (16.7) es mayor que la de B
por el razonamiento de los nos. 10, 14.

Particularizando la férmula (16.4) al caso de considerar
productos de factores iguales (o de igual ntimero cardinal) ob-
tenemos las formulas siguientes, relativas a la potenciacién, que
son de uso frecuente:

X By)
TMABWN=TT A(z)=A¥YC (16.8)
yel e B(y)
yeC
2 (By)
(AB)C:HA(B:y)szEC =ABC (16 9)
yeC

habiendo indicado con (B,y) conjuntos equivalentes al conjunto
B y distinguidos uno del otro sélo por la aplicacién, a los ele-
mentos de cada uno de ellos, de un elemento del conjunto C.
Igualmente

T (MA(z,y))=1 (IA(z,y))
yeC xeB xeB yeC

siendo los dos miembros, pof (16.4), respectivamente iguales a

TA(z,y) y TA(zy)
() Z(B,y) (,y)e 2 (,C)
yeC axeB

=(B,y) = Z(3,C)
yeC xeB

y. suponiendo los conjuntos A(z,y) equivalentes para todos los z
en B,

Az, y) =A(y),

MA(y)B =T ( 1T A(z, y))= (TLA(y))".
yeC xe yeC yeC
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17.-Los teoremas I, II, III, IV del péarrafo anterior nos
muesiran que las operaciones alli definidas permiten generar,
partiendo de conjuntos dados, nuevos conjuntos, los cuales, bajo
condiciones aparentemente muy amplias, resultan comparables
con los conjuntos de partida en el sentido que hemos aclarado
al final del n. 11. Las condiciones que hemos dicho aparentemente
muy amplias se reducen efectivamente, cuando se presentan, a la
posibilidad de caracterizar en cada uno de los conjuntos dados
un elemento (Teor. II y III) o eventualmente dos elementos
(Teor. 1V). Para el Teor. I no hay condiciones.

Las condiciones aludidas se realizan evidentemente en todos
los conjuntos de los cuales tenemos conocimiento efectivo, como
numeros naturales, ntmeros reales, nimeros complejos de los
diferentes ordenes, etc., porque de cada uno de estos conjuntos
sabemos construir efectivamente determinados elementos, de los
cuales la nocién general del conjunto deriva generalmente por
un proceso de generalizacion. También ellas se realizan frecuen-
temente en conjuntos cuyos elementos se definen por procedi-
mientos infinitos, cuando estos procedimientos tienen caricter re-
currente, siendo cada etapa del procedimiento ligada a ntmeros
naturales crecientes, por una ley determinada.

No puede decirse lo mismo, con generalidad absoluta, cuan-
do la generacién de los elementos de los conjuuntos considerados
estd ligada a procedimientos infinitos més abstractos; ocurre
este caso precisamente en el enunciado del Teor. III (y ya en
las observaciones preparatorias del aparte que le precede)en cuan-
to se supone alli que en cada uno de los componentes de un
conjunto (eventualmente infinito) de conjuntos dados esté sefia-
lado un elemento. Si los conjuntos dados estin constituidos, por
ejemplo, de ntmeros naturales, un elemento queda inmediata-
mente definido en cada uno de ellos en el mismo instante en que
el conjunto se supone definido, tomando el minimo entero que
le pertenece. Si, por contrario, los conjuntos dados fueran de
nameros reales, una determinacién andloga no podria servir,
pues un conjunto tal puede no terer minimo; y de hecho noso-
tros no tenemos ninguna regla general para individualizar un ele-
mento en un conjunto de nimeros reales cualquiera, debiéndose
una regla para este fin determinar en cada caso — cuando eso
sea posible — teniendo en cuenta propiedades analiticas que ac-
tien en la definicion del particular conjunto considerado.
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También es de notar que, también en los casos en los cua-
les las condiciones de aplicabilidad de los teoremas considerados
estdn satisfechas, queda generalmente indeterminada la ‘conclu-
sion entre la igualdad y la desigualdad (en sentido determinado)
de las potencias; el juicio correspondiente estando condicionado
todavia, caso por caso, por la particular naturaleza de los con-
juntos considerados (cfr. n. 24).

En todos los casos, cuando los teoremas del parrafo anterior
tienen aplicacion en el sentido de afirmar la comparabilidad de
los conjuntos considerados, se aplica también el Teor. 2 del n. 2
“para inferir que, si los conjuntos de partida (y aun tan solo algu-
nos de ellos) responden a la definicidn de «conjunto infinito seqin
Cantor-Dedekind», lo mismo ocurre para los nuevos conjuntos
que se habrdn generado por la aplicacion de las operaciones arit-
méticas definidas en el n. 16.

18.-La operacién de suma de ntimeros cardinales no puede
evidentemente ser univocamente invertible; es decir que de la
igualdad

a+b=a,+b

no consique necesariamente a=4d, ; basta recordar que, cuando un
conjunto es infinito segin Cantor-Dedekind, su potencia no cam-
bia por restarle o afiadirle un ntmero finito de elementos, o
aun recordar que la suma de un conjunto numerable de con-
juntos numerables es todavia un conjunto numerable.

Tienen interés los teorsmas siguientes:

Teor. I. — Si @, by, b,, ..., b, son numeros cardinales tales que
a=a+b, da=a+b, ..., a=ua+bd,
es también

a=a+ = b, (18.1)

Basta razonar por induccién; la proposicién es cierta para
r=1; supongdmosla verificada, por el valor r—1 de r; reem-
plazando en el segundo miembro de @=a-+b, el término
a por su valor




r—1
a=a-+ X b;
=1
resulta
=l = L ¢
Bt B b baa - b;
qe==] i=1

En caso de considerarse una sucesion infinita de términos b;
es evidente que el razonamiento en su forma actual no vale
para poner sin méas en (18.1) r= . Llegamos, sin embargo, en
esle caso, a la conclusién por las consideraciones siguientes:

a) La férmula (18.1) expresa que,siA esun conjunto de po-
tencia @, puede determinarse una sucesion de conjuntos parciales
de A, sin elementos comunes, By, B,, . ., B,, tales que, después
de suprimir estas partes, queda todavia un conjunto A’, de la
misma potencia de A; pues A no es conjunto vacio, sin lo cual
nuestras deducciones no tendrian sentido, podemos luego afirmar
que A’ no es vacfo. La operacion de suprimir en A los con-
juntos B; puede pensarse efectuada ordenadamente de la ma-
nera siguiente: A —B;=A; tiene la potencia @ de A y contiene
un conjunto B, de la. potencia b,, tal que A; —B,=A, tiene la
potencia @ y contiene por tanto B; de potencia b; y tal que
A, —B; tiene la potencia @, etc. El procedimiento se puede
continuar indefinidamente para todos los valores de i en b;,
determinéndose asi una sucesién de conjuntos A, Ay, A,, ... de
potencia d, cada uno contenido en el anterior; la parte comun
a todos estos conjuntos es un A’, que podria también ser vacio,
peroen todos los casos tal que indicando por @ su potencia (a'=0),
vale la igualdad

o5 A
a=a+Zb. (18.2)
i=1

b) Supongamos, en particular, todas las b; iguales a una
misma potencia b; en este caso se pueden separar los conjuntos
B; en dos grupos infinitos, por ej. el de los B; de subindice
impar, i=2j—1, y el de los B; de subindice par, i=2j; escri-
biendo entonces

A=(A'+ Z By )+ Z By,



AR

se nota que, poniendo primero los B,;j ; en correspondencia biu-
nivoca con los distintos B;, por i=j, el conjunto en paréntesis
resulta puesto en correspondencia biunivoca con ‘el total con-
junto A:

A+ Z By =A",  |A"|=3;
J=1

poniendo luego los B,;j en correspondencia biunivoca respec-
tivamente con los B; por i=j, resulta la suma de todos estos
B,; equivalente a la suma de todos los B;, de manera que la
(18.2) se cambia en

a=a-+N,b. (18.3)

c¢) Después de esto, poniendo sucesivamente por b los distin-
tos b;, resulta que la hipétesis del Teor. I puede escribirse también

pero es todavia
ZR b, =ZRb;+ Zb;;

luego

d=(T+Z 8 b) L Zb;=a+ X b;.
i=1 {1

i=1

Queda asi demostrado el
Teor. II. — Siendo dado un nzimerg cardinal @ y una suce-

sion infinita de nimeros cardinales by, b, . .. tales que, para to-
dos los i,

E:E—f—gi,
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Por (18.3) es luego

Por fin

Puede notarse que, si se tiene en cuenta la anterior demostra-
cion de (18.3), esta demostracién de Zermelo no difiere de la
primitiva de Bernstein sino por no indicar explicitamente las
transformaciones que establecen las correspondencias entre Ios
conjuntos anteriormente llamados B,j 4, Byj y los B;.

20. - Poniendo en las féormulas del n. 18 b=a, se obtiene ¢n
particular:

Si un ndmero cardinal @ es tal que

a=a +a=2a, (20.1)
- serd generalmente
d=ma=8:a (m:l, 23, ) (20. 2)

La propiedad (20.1) estd verificada por a=®, y por d=c;
en el primer caso refleja tinicamente la separacion de los ntme-

ros naturales en pares e impares y fué aplicada repetidamente

en los razonamientos anteriores; en el segundo caso ella refleja
la representabilidad por semejanza de un segmento en el seg-
mento doble; pero podria obtenerse calculativamente por
e=2%, 26=2.2% 2% EtE il =,
La (20.2) permite entonces escribir
Ro=mR, =82 (20.3)
C=me=N,C. (20.4)

De (20.3) se deduce ademas




T
. 2 e
oho = (2“0).“0 — 98, — 98y — C;
y comparando con la relacién evidente -

c< cm<tc¥,

IA

resulta que estos signos =< deben cambiarse en =; en particular,
analogamente a (20.3) '

=2 (20. 5)

Los ntimeros cardinales 8, y ¢ son realmente los tnicos
transfinitos de los cuales tenemos un conocimiento directo e in-
tuitivo méas profundo de lo poco que resulta de las genéricas de-
finiciones por operaciones logicas de agrupacion y separacion. Se
presenta por eso natural la sospecha de que la igualdad (20.1)
y la analoga :

d.u=a=a (20. 6)

expresen propiedades generales de los cardinales transfinitos.
Asi empieza A. Denjoy una reciente comunicaciéon a la
Academia de Ciencias de Paris, a la cual aludimos en el n. 1 (18):
«Voici quatre propositions bien souvent formulées: I. La puis-
sance d’un ensemble infini est égale d son double, c’est a dire:
la reunion de deux ensembles de méme puissance posséde encore
cette puissance. —II. La puissance d’un ensemble infini est égale
a son carré, c’est & dire: l'ensemble des couples d’éléments em-
prunté & un méme ensemble infini posséde encore la puissance
de celui-ci (une famille dénombrable d’ensembles dénonbrables
est dénombrable; la puissance des points d’un carré est égale a
celle du continu linéaire, ...)». ...<Aucun de ces énoncés n’a
trouvé une démonstration satisfaisante. On peut souscrire sans
hésitation aux deux premiers ... nous pensons que toute con-
ception, toute allégation qui seraient contredites par un résultat

() L’ordination des ensembles (C. R., T. 224, 1947, p. 1081). De las cua-
tro proposiciones referimos aqui dos solamente, reservando las otras para més
-adelante.
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tiré de l'une au moins de ces quatre propositions, doivent éire
tenues pour erronées».

Puede notar el lector que las unicas comprobaciones que
trac Denjoy para confirmar la supuesta evidencia son las ya
recordadas arriba de los conjuntos numerables y de la equiva-
lencia de conjuntos de distintas dimensiones; y, si pensamos
que, solo ha poco mas de cincuenta aiios, la numerabilidad del
conjunto de los nimeros racionales o la del conjunto de los nu-
meros algebraicos pudieron ser descubrimientos admirables y la
representacion de un drea o de un volumen sobre un segmento
pudo parecer en pugna con la intuicién de la pluridimensionali-
dad, parece justo corsiderar esa supuesta evidencia nada més que
una arbitraria extensién al concepto general de conjunto transfi-
nito de lo aprendido a propésito de esos casos particulares.

En unos parrafos siguientes vamos a profundizar algunas
hipotesis bajo las cuales quedan ciertas las aludidas proposiciunes.

21. - Evidentemente la igualdad a2=a incluye sin més la
otra 2a=d, por cuanto, si apenas suponemos que la nocién de
los conjuntos transfinitos incluye la existencia de elementos distintos,

y, por eso, la comparabilidad de los cardinales transfinitos con
los' finitos, sera

luego

Vamos a deducir algunas consecuencias notables de esta
afirmacion menor

1-Si el cardinal @ cumple con la propiedad 2a=7a y si b
es un cardinal comparable con @, serd

d-b=a o alb=b

respectivamente sequn sea

Ql

b<@ o b>

Sean en efecto A y B dos conjuntos de las potencias respec-
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En efecto, de las hipétesis sigue que se cumple (21.1) y por
tanto (18.4) para b;=>b, de la cual sigue que, para cada n =¥,

nb<8,b=<a.

Si ahora n es un ntimero natural (n<¥,) serd
nb< (n+1)b

y, en el caso de verificarse el signo =, por las mismas (18.1),
(18.4), serd nb= pb==%,b, para todos los p tales que n<p
<N,; se sigue que o bien la sucesién de las potencias nb es cre-
ciente para todos los n, realizindose entonces el enunciado por
m==~,, o bien existe un primer valor de n=m para el cual

mb = (m—l—l)z.

IIT-Si @ y p son cardinales tales que pa=a y st §=p, serd,
para cualquier nimero cardinal b

(ba)4=bag=b4;

en particular, si @ cumple con la condicidn 2a==4a, serd b%= (b*)?,
realizando b @ la segunda propiedad considerada por Denjoy.

Evidentemente otras propiedades anilogas pueden deducir-
se de los teoremas anteriores, sobre los cuales no vale detenernos,
reservandonos desarrollar los célculos correspondientes en cada
caso, cuando se presente la oportunidad. Puede ser interesante la
observacién siguiente:

De la hipoétesis @2=a sigue evidentemente por induccién
am—=—yq para cualquier nimero natural m; nada nos autoriza a
inferir que serd también GMo=4a. Pero si, suponiendo que ¢ sea
un cardinal tal que 26=¢ y b sea un cardinal cualquiera, pone-
mos

0

resultard cierta también la igualdad @¥ =@ por ser. 8, ¢="FC.



—Agr

22.-La operacion de limite. — Hemos observado en el n.
16 que dado un sistema infinito de conjuntos cuyas potencias
sean fales que no exista una méxima, la potencia de la suma
de todos estos conjuntos (es decir, por definicién, la suma de
todas estas potencias) es mayor que cada una de las potencias
dadas.

Queremos ahora considerar el caso en que los conjuntos da-
dos sean una sucesion simplemente infinita; sean sus potencias,
en orden creciente,

@, <. Gy < Dy < B . (22.1)

y sea, segin la definicién recordada,

* . r=1

la potencia suma. Evidentemente cualquier potencia p>b es ma-
yor que cada uno de los G,.

Consideremos, por contrario, el caso de p<<b. Demostrare-
mos el teorema: Si p es un numero cardinal <b y si 2p =p,
existe entonces siempre entre los @, alguno que es >p. Basta
razonar por absurdo: si, para todos los r, fuera @,=<p, por el
Teor. I del n. 21, seria siempre p+a,=p; aplicando los re-
sultados del n. 18, tendriamos entonces

a, — [) e Z

Bi

=p+

~ M8

Pero, toéavia del Teor. I del n. 21, conjuntamente con la
hipotesis p<<b resulta

p+b=b>Dp;

queda asi establecida la contradiccion.

A la misma conclusiéon llegamos transportando la hipo-
tesis (20.1) de p a los @,. Precisamente demostramos que: si
en la sucesion (22.1), para cualquier valor del indice r existe
algin s>r tal que 2a,=a; y si p<<b, siempre existe enire los
d, alguno que es >p. En efecto, por el teorema I del n. 21,
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cada a; es igual a la suma de si mismo con cualquier a, de
indice menor; luego, por las formulas del n. 18, cada @ es
igual a la suma de si mismo y de todos los a, que lo preceden;
teniendo en cuenta por otra parte que los @; son una parte de
los @,, sigue que

v

2a,;

b=2Xa,

v

=3,

luego

b= =3,

Supongamos ahora, por absurdo, que, siendo ﬁ<g, fuera
para todos los @, @.<<p; se obtendria nuevamente, aplicando
el Teor. I del n. 21, que, para todos los @, p=p+a,; luego

L

P=pL TG =pLb=b

contra la hipotesis.
Estas consideraciones dan razéon de poner por definicion

b=X a,=lim. sup. @,

en el sentido de que cualquiera sea la potencia p<<b y satisfa-
ciendo a la condicién 2p=p, siempre existe en la sucesién a,
algin término comprendido entre p y Za, y también cualquiera
sea la potencia p<<X,, sin ulterior condicidn, existe siempre
en la sucesién @, algin término comprendido entre p y Za,,
si en la sucesion existen términos de indice tan elevado como se
quiera que son iguales a su propio duplo.

En este ultimo caso, también el numero cardinal limite
b=Za, es igual a su duplo. En efecto, por la prop. I del n.
21, se tiene para todos los @ que son iguales a su duplo,

5+ES=Z;
luego, por la (18.4) Baa

b= b4 Za@=tb4b =2b.

S
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la cual nos permitird, a su vez formar un nuevo limite

. gwE = =
lim Cion=Crp.co = C»2
i=0C

Evidentemente nada veda pensar de partic de este nuevo
nimero para empezar nuevamente una sucesién de operaciones
analogas a las que se hicieron partiendo de ¥, obteniendo asi
nuevos numeros de las formas

Co®1s =+ Co?tis v+ s Co’twr Corottls -« s Co’fio+]
coes Choyliiootfs o o0 Copdy oo -

Resulta claro que el procedimiento puede continuarse inde-
finidamente generando siempre nuevas potencias indefinidamen-
te crecientes y que este «indefinidamente» tiene un sentido algo
distinto del que nos muestra por ej. la infinidad de los nimeros
naturales, porque el procedimiento de encontrar un nuevo niimero
cardinal aplicando el proceso de limite a cualquier sucesién in-
finita de potencias crecientes parece reducir al absurdo la supo-
sicion de que se pueda dar por cerrado el conjunto de los cardi-
nales que las operaciones indicadas pueden definir.

Volveremos mas adelante (n. 26 y sig.) sobre esta sucesion;
la sucesion de los indices, como los hemos escrito, coincide for-
malmente con la sucesién de los nimeros enteros ordinales trans-
finitos de Cantor; evidentemente en ella tiene sentido de inme-
diata interpretacion cualquier polinomio de coeficientes enteros
positivos en los que el simbolo o tenga el lugar de variable;
pero es también evidente que con tales polinomios no se agotan
las necesidades para una representacién completa de nuestra
sucesion, la cual efectivamente es igualmente inalcanzable (19) co-
mo es inconcebible el cierre de la sucesion de los €.

(**) Esta imposibilidad de representacién depende de que el conjunto de
las_cT tiene la potencia ¥, del econjunto Z,; del cual hablaremos més adelante
(n. 29) y es de la misma naturaleza de la imposibilidad de representar efeec-
tivamente todos los ntimeros reales; esto es que mediante combinaciones de
un n7mero finito de simbolos no es posible representar efectivamente sino un
conjunto numerable de objetos. Cantor ha llamado c el primer indice y que
no es representable por un polimonio en .
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24.-Con todo son de relieve algunas propiedades caracte-
risticas de esta sucesion que vamos a sefialar. Quedando con
la aludida imposibilidad de una efectiva representacion por in-
dices inteligibles de los distintos términos de la sucesién, repre-
sentaremos igualmente por letras estos supuestos indices.

Usaremos constantemente la letra o como indice de una ¢
que se define aplicando a la base 2 un exponente, que serd siem-
pre la ¢ que le precede; la relacién de inmediatamente prece-
dente o inmediatamente siguiente se representard respectiva-
mente con aplicar un —1 o +1 al indice considerado, de ma-
nera que, por definicién,

B o cl
=2 L,

Desde 'luego o—1 no tiene que ser necesariamente un o,
niientras es siempre un o el a4-1.

Usaremos la letra t como indice general de una ¢ que se
define como limite de una sucesion (simplemente infinita) de ¢’s
precedentes. Esta sucesion puede ser constituida por ¢,’s o por
otros ¢;’s. El primer caso admite una clara representacién sim-
bélica en la forma

c‘r:,h’m_c.r—aﬁi (i=1,2, e )
asi per.tenecen a esta clase los casos

T=0® - -ém — Iim{E,}

T=20 Ezm = lim{Em.,.L}

T=02+® Cur,=1lim {Emz.h'} 5

Por opuesto no es posible una representacién simbolica
general del segundo caso para el cual podemos tnicamente ofre-
cer ejemplos como:

T=w? _C-mz = lim {Eim}
Qo S 0 g (Em, G Oty s )

T—5 6= Lifi By, 05 Wity 9% - .. )



R e

Usaremos las demas letras griegas para representar indices
de los cuales no interesa si deban ser del tipo a o del tipo t; y
para este fin usaremos en general preferentemente la létra v,
reservando las demas letras para indices que se definen en cada
caso.

Después de esto, vamos a demostrar algunas proposiciones
sobre el calculo de los ¢y. Tenemos primero que, de acuerdo
con la primera propiedad postulada para todos los ntameros
transfinitos en el trozo citado de Denjoy,

I-Cada ¢, es igual a su propio duplo.

Para la demostracion hay que distinguir segin se trata de
un ¢, o dc un ¢,. Para los ¢, basta generalizar por induccién
la  demostracion dada en el n. 206 de la igualdad 2c= @.
Siendo, en efecto, fijado un determinado ¢,, supongamos ya co-
ROCIdo ‘Guie oy =0 5

('23(1—1)9 S o e Zza—l :
por lo tanto
€= B, 90 o Bk

siendo iguales los miembros extremos, deben las desigualdades
cambiarse en = y resulta en particular 2¢,=¢,.

Para los ¢, basta suponer igualmente fijado uno determi-
nado y suponer que la proposicion sea reconocida cierta para todos
los ¢y menores de éste; siendo ¢ el limite de una sucesion de
estos Cy,la proposicion final del n. 22nos da sin méas que 2¢;=¢;.

[Nétese que la induccion que aca se aplica no es precisamente
la clasica, por la cual una proposicion que contiene una variable
numérica se afirma cierta para todos los valores enteros de ésla
cuando es tal para el valor 0 y puede demostrarse cierta para
el valor n+1 en la hipdtesis de que sea cierta para el valor n.
Pero ella se reduce a la clasica si, refiriéndonos a lo
dicho al final del n. 23, nos concretamos en la consideraciéon de
cualquier ¢, que pueda efectivamente definirse por la descrip-
cion de una determinada sucesién de exponenciaciones de 2 y
de construcciones de limites. Y esto es suficiente para la afirma-
cion logica del teorema; queda por contrario en suspenso la
exlension del concepto que se resume en la propia «sucesion
de los ¢y» o también, que vale lo mismo, se resume en la obser-
vacion final del n. 23, segin la cual la construccion de los ¢y
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puede continuarse «indefinidamente». Acerca de la determinacion
de este concepto vamos a referirnos mas adelante (v. n. 29).

De la proposicion I y del Teor. I del n. 21 sigue inme-
diatamente que

II-La suma de dos ¢y es siempre igual al mayor de
ellos.

Luego, por las férmulas del n. 18,

I - La suma de un nimero finito de ¢y o de una infinidad
numerable de ellos que tenga mdximo es igual al mdximo.

En particular es siempre

RO-EY:EY;

pero vamos a demostrar mas generalmente que

IV-El producto de dos ¢, es siempre igual al mdximo de
ellos. La demostracién estd incluida en la de la proposicion I si
el factor maximo es un ¢,; en efecto se demostrd, como lema
de transicion, que

ol

0

|
Qﬁl

si ahora ¢y < ¢C,, serd

<
o =

O Oy «

ol

6.2=7¢

IA
I/\

(2}

lo que demuestra que en todas las desigualdades hay que elegir
el signo =. :

Si el maximo de los factores es un ¢, pongamos que
sea, por definicién,

E'c =lim Eﬁ;:Z —C~[3', N
i

y supongamos primero que el otro factor sea ¢y < ¢, excluyendo
el caso de que los dos factores sean iguales; razonemos enton-
ces por induccién, como precedentemente, suponiendo que la
proposicién por demostrar sea reconocida cierta para todos los
productos de dos ¢, menores que c.; sera

Cy.Co= 122 Cy -Cg,;-
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Ahora, por la hipotesis ¢y<C'¢;, habrd en la sucesion de los
Ca, uno a partir del cual ¢y < ¢z, ; llamémoslo Cy; existird pues
en la ultima suma un numero finito m de primeros términos
para los cuales
Cy.C3,=¢y<Cs
mientras, para los términos siguientes, se realizara
Cp, =Cy Cp, =0p = Cp;-
esto es
ST e
Reemplazando resulta pues
Cy.Cr =My Zcg,=0Cp+ ZCa, (Cp,=05)
es decir
EY s Eté E’c;

pero necesariamente Cy . C;=¢,. Vale por lo tanto el signo =.
Después de esto resulta en seguida -

C2= (ZG,) = (Gp, G) =R Gr="C:.

Queda asi demostrada, para todos los casos, la proposicion
IV; en particular se constata que los numeros cardinales ¢y
cumplen todos con la propiedad postulada en el trozo citado de
Denjoy, segun la cual un ntmero transfinito debe ser igual a
su propio cuadrado. Luego, generalmente,

i
Cy"t = Cy.

Pasemos finalmente a la exponenciacién transfinita. Demos-
traremos que






R
¢;=lime,, =2 ¢,;

los v; pueden, por definicién, ser del tipo « o del tipo <, pero,
en todos los casos, es igualmente

G =lim &y, =lim 2 o5, = 22 o, ;
por la observacion anterior, es luego

Erko =(= 2_cTi Y=l 2;"1’.' =2 E_CT.' — 2?'5

G =00 220 B =20 =F_, . (2)

T

Reuniendo (2) y (1) resulta

lo que demuestra lo enunciado.
Los tres casos a), b), c) se resumen en las féormulas

Cys1 POT Cq=Cy

(e
Ca  POT Cq=Cyi
Cypy por c¢;=¢y

C o1 ={ Cry1 por c:=cy =8,

C: por Cy=v<¥®,

25. - Las proposiciones demostradas permiten entre otro afir-
mar que:

Los numeros cardinales ¢, y ¢. definidos en el n. 23

constituyen una sucesidn creciente cuyos términos cumplen con
las dos primeras propiedades que A. Denjoy recuerda por no
poderse admitir su falsedad. Resulta ademas que cualquier ope-
racién de suma, producto y exponenciacion efectuada con ellos
produce todavia un nimero de la sucesion. Si pudiéramos afir-
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mar que con estas operaciones se agotan los medios a nuestra
disposicion para definir conjuntos infinitos; que por lo tanto
los nGmeros cardinales ¢, y ¢, representan todas las poten-
cias definibles matematicamente, tendriamos demostrada también
la tercera proposicién a la cual se refiere Denjoy: La potencia
inmediatamente sucesiva a una potencia infinita © es 2°.

Asi el problema de dar contestacién a la pregunta sobre la
verdad absoluta de esta proposicion, el que se puede considerar
como la forma mas simple del llamado problema del conlinuo
(cmp. n .33) viene a reducirse a un problema l6gico o mas bien
epistemoldgico, el de aclarar sf, para definir conjuntos, nosot:os
tengamos otros medios distintos de las combinaciones operaciona-
les entre conjuntos previamente conocidos. Efectivamente, de al-
guna otra manera debera ser conocido por lo menos algin con-
junto de partida sobre el cual empezar a operar, y como tal el
analisis tradicional senala sin mas el conjunto de los nameros na-
turales. De profundizar un poco la cuestiéon vamos a tratar en los
parrafos siguientes. :

Notamos que, si estos otros modos de definicion de conjun-
tos existen, nada significaria todavia que sus potencias fueran corn-
parables con las anteriores en el sentido del mayor y menor; pero,
en el caso de que tal comparabilidad pudiera afirmarse, los nu-
meros ¢» vendrian a dividir la escala total de las potencias en
segmentos tales de permitir todavia, aunque en forma mas ate-
nuada, algunas otras reglas generales de operacion, asi como:

Si T<C,<Yy serd siempre T4y =Yy; en efecto resulta
FEFAY=E+T=7.

Si T e y \pertenecen a un mismo inlervalo ¢y~ Cyyy, también
su suma y su producto pertenccen al mismo intervalo.

Si R, <xZ<C.<y=<7C., Serd siempre y®—=72¢., ; en efecto
0 T T

R S e .
S CtN0§ Cr” SYT=Cry T =Craps
pero si T e y ison ambos <¢_ Serd siempre también y*<c_ ; en

efecto, por la hipotesis de ser menores de ¢, existe algin
ey <. tal que (Z,y) <Gy, luego
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Resulta, en particular, de esta Gltima proposicién, que los
numeros cardinales de la forma ¢, no pueden de ninguna manera
expresarse como resultados de una operacidn de exponenciacidon
enlre numeros cardinales, los que deberfan necesariamente ser
menores del nimero considerado. Comparando esta observacion
con las formulas finales del n. 24, se debe notar la estricta ana-
logia que existe en las propiedades de los nameros ¢, con &, el
cual, por otra parte tiene también analoga definicion como el
primer cardinal mayor de todos los ntmeros finitos.

26. - Los numeros cardinales ® de Cantor. — Apoyandose a
un orden de consideraciones fundamentalmente distinto del que nos
ha guiado hasta aqui, G. Cantor fué llevado a suponer una su-
cesién de potencias que, siguiendo a él, se designan por las ¥ ’s, las
cuales recuerdan los ntimeros ¢, por la propiedad de presentarse en
un orden creciente por medio de dos operaciones: de generacion
del siguiente y de generacion del limite; enunciados para estas R,
la literatura ofrece también varios teoremas que tienen formal-
mente a menudo estricta semejanza con las férmulas demostradas
en los ultimos parrafos respecto de las ¢y, aunque con medios de-
mostrativos y conceptos directores esencialmente distintos.

Sobre este argumento vamos a detenernos un poco ahora.

Es esencial, para seguir con el concepto histérico y critico
que dirige este estudio, recordar, en orden de tiempo, cual fué
el punto de partida de Cantor; como la creacién de la nocién de
polencia por Cantor se derivé de un preciso problema analitico
concluido con la demostraciéon de la no-numerabilidad del con-
tinuo, asi un concreto problema relacionado con la condensacién
de las singularidades en las funciones reales de variables reales
lleva Cantor a publicar, entre los afios 1879 y 1884, en los Mathe-
matische Annalen, una serie de seis memorias con el titulo comiin:
Ueber unendliche lineare Punl:imannigfaliigkeiten; el objeto prin-
cipal de las primeras memorias es en efecto una investigacion
acerca de la repetida operacion de derivacién aplicada a los con-
juntos de puntos (20). Se sabe que el primer derivado de un con-
junto dado es siempre un conjunto cerrado y que, por otra parte,
el conjunto derivado de un conjunto cerrado o bien coincide con

(*) Recordamos que se llama conjunto derivado de un dado conjunto de
puntos al conjunto formado por sus puntos limites.
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él, en cuyo caso, con término debido también a Cantor, se
llama al conjunto dado perfecto, o bien es una parte propia del
conjunto dado. Resulta que los derivados sucesivos son cada uno
parte propia del anterior hasta que se llegue a uno ultimo que
serd o perfecto o nulo (vacio). Sin embargo se ve facilmente en
ejemplos que es posible que la sucesién de estos derivados sucesi-
vos sea infinita, correspondiendo a los sucesivos ntimeros enteros.
Cantor considera entonces el conjunto de los puntos comunes a
todos estos derivados, el cual se demuestra facilmente ser todavia
cerrado y que Cantor asume, por definicién, como el derivado
de indice w. A partir de este conjunto Cantor aplica nuevamentei
el procedimiento de derivacién, obteniendo una nueva sucesién de
conjuntos, siempre partes propias cada uno del anterior, a los
cuales aplica los indices w1, @42, ... hasta repetir la operacién
de tomar el conjunto de los puntos comunes a todos los derivados
asi obtenidos, al cual se atribuird el indice 2w. Se entiende que,
salvo el caso que se demostrara que la prosecuciéon de esta opera-
cién es ilusoria por llegarse a un conjunto perfecto o nulo, la
sucesién de estas operaciones se prolonga indefinidamente en
modo totalmente anilogo a la construccién sucesiva de los nime-
ros cardinales Cy. '

Pero en el caso presente el problema se puede encarar bajo
otro aspecto: se demuestra ficilmente que un conjunto de puntos
cerrado se puede siempre descomponer en la suma de dos con-
juntos, numerable uno y perfecto el otro. Si, por simplicidad, se
supone considerar puntos de un segmento, basta separar sobre este
segmento los segmentos parciales maximos que contienen sola-
mente un sistema numerable (eventualmente finito o nulo) de pun-
tos del conjunto cerrado dado. En cuanto un sistema de segmen-
tos sin partes comunes es siempre numerable, sigue que el con-
junto de los puntos del conjunto dado internos a estos segmentos
es todavia numerable (suma de un conjunto numerable de conjun-
tos numerables) y forma, este conjunto, la primera parte de la
descomposicién enunciada. Los otros puntos del conjunto dado,
‘puesto que existan, constituyen la segunda parte, perfecta por no
poder contener puntos aislados. ¢

Si después de esta descomposicién se aplica al conjunto dado
la sucesién de derivaciones. como se dijo antes, los puntos que
por tal operacién se perderan sucesivamente pertenecen solo a
la primera parte, mientras se conservaran invariados los puntos
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de la parte perfecta; y por cuanto cada derivaciéon que no ope-
re sobre un conjunto perfecto hace perder algun punto, sigue que,
siendo numerable el conjunto de los puntos que pueden ser eli-
minados, también el conjunto de las sucesivas operaciones de de-
rivacion serd necesariamente numerable.

27. - Ahora Cantor, en la quinta memoria del grupo que he-
mos recordado, pasa a dar forma abstracta al concepto del cual
la sucesion de las derivaciones le ha ofrecido un ejemplo, intenlan-
do una definicidn constructiva de lo que mas tarde llamara con-
junto bien ordenado. Después de un largo predmbulo en el cual,
conjuntamente con referencias historicas y filoséficas, se anuncian
en forma intuitiva los resultados que se quieren alcanzar, em-
pieza el autor el § 11 diciendo: «Mostraremos ahora como se
llega a la definicién de los nuevos numeros... La serie (I) de
los ntimeros reales positivos 1, 2, 3, ..... v, ... tiene su propio
fundamento en la repetida adjuncién de unidades consideradas
como iguales.... La formacién de los numeros enteros reales
finitos reposa por tanto sobre el principio de la adjunciéon de una
unidad a un namero ya formado; yo llamo a este momento ...
el primer principio de generacion. El ntimero de los numeros v

de la clase (I) que asi se derivan es infinito y no hay entre ellos.

un maximo . ..., pero, por otra parte, nada se opone a imaginar

un nuevo numero, que llamaremos o, que sea la expresion de que

estd dado el conjunto total (I) en su natural sucesion segin la
ley. ... También se puede pensar el recién-creado numero
como limite al cual tienden los nimeros v, a condiciéon de no
entender por esto sino que ® es el primer numero entero que
sigue a todos los ntmeros v, de llamarse pues mayor de cada
uno de los niimeros v. Mientras a la introduccién del nimero o
se pueden hacer seguir ulteriores adjunciones (21) de la unidad,

se obtienen, con ayuda del primer principio de generacion, los.

—_—

(**) EIl texto alemin usa la misma palabra ‘‘Setzung’’ donde hemos creido
util traducir diferenteente por introduccién y por adjumcién con el fin de:
que la frase representara méis precisamente el pensamiento. Se trata en efecto

de dos actos de naturaleza diferente, sin que podamos, sin embargo, afirmar
que en la pequeiia confusién de términos no hubiera, por el autor, algin
motivo intencional; ya en las primeras lineas donde se define la serie (I),
a nuestra traduccién adjuncién corresponde en el texto ‘‘Setzung und Ve-
reinigung’’.
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ulteriores ntmeros ©+1, ©+2, ..., o+4v, ...; pero como aqui
nuevamente no se puede llegar a ninglin maximo, asi se imagina
un nuevo nimero que se puede llamar 20 . ... La funcién logica

que nos ha proporcionado los dos nimeros ® y 2w, es manifies-
tamente distinta del primer principio de generacién, yo la llamo
sequndo principio de generacién de numeros enteros reales y lo
defino precisamente por eso que, si tenemos una sucesion deter-
minada cualquiera de nameros enteros reales definidos. de los
cuales no existe maximo, fundindonos sobre este segundo prin-
cipio creamos un nuevo numero el cual se piensa como limite de
aquellos, es decir se define como el numero inmediatamente ma-
yor de todos ellos».

Por medio de la aplicacién alternativa de ambos principios
Cantor construye ahora una sucesion de «ntimeros» ordinales de
los cuales son ejemplos los simbolos formados con polinémios del
signo ®, a los cuales hemos recurrido como indices de ¢ en el
n. 23, pero que a estos polinomios evidentemente no pueden limi-
tarse. Cantor estima en efecto que la aplicacion alternativa de los
dos principios puede prolongarse mas alla de toda imaginacion,
incluyendo en esta imaginaci6n también toda potencia pensable y
busca luego en la consideracion de la potencia un principio regu-
lador que, sin interrumpir el efecto ilimitado de la aplicacion de
los dos principios anteriores, valga a establecer en ella puntos de
division o de parada. Asi conviene él que, por este tercer principio
de interrupcion (Hemmungs- oder Beschrdnkungsprinzip), se lla-
maran ndmeros enteros reales de la clase (II) a los que, siguiendo
a los nimeros de la clase (I) son tales que los numeros ordi-
nales que preceden a cada uno, de ellos constituyen un conjunto de
la primera potencia.

Desde luego, a raiz del mismo enunciado del tercer principio,
el conjunto de los nameros de la segunda clase no serA méas nu-
merable; Cantor llama 8, a la potencia de este conjunto y, en el
pensamiento anterior de que no pueda de esta manera darse por
terminada la construccion de nuevos ntimeros ordinales por la
aplicacion de los dos primeros principios, pone por definicién una
tercera clase que seria caracterizada por la condicién que el con-
junto de los nameros ordinales que preceden a cada uno de sus
elementos tiene potencia ®y; y el conjunto de los ntimeros de la
tercera clase tendria por tanto potencia mayor, la que, por defini-
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cién, seria ®,. De esta manera vendria a concebirse una sucesién
ilimitada de potencias

cada una de las cuales seguiria inmediatamente a la anterior (22).

No debe escapar a la atencién del lector lo que hay da
arbitrario y de ilusorio en estas inferencias; dirfamos que el
mismo Cantor no deja de ponerlo en cierta evidencia con la repe-
tida y multiple alternancia de expresiones que representan esfu-
maturas diferentes de los conceptos que se quieren introducir
con las frases que arriba hemos reproducido. Hay maés; muy a
proposito Cantor afirma, para transpasar lo infinito de los ni-

() La exposicién explicita de estas Gltimas conclusiones no se encuentra or-
denada en las memorias de Cantor; pero si la persistente alusién a ellas. Asi
se encuentra la alusién a la tercera clase de nfimeros ordinales en las tltimas li-
neas del § 2 de la memoria a la cual nos referimos en el texto. Y en las pri-
meras lineas del § 3 encontramos paralelamente la afirmacién de que ‘siem-
pre es posible llevar a forma bien ordenada cualquier conjunto bien definido’’,
pero remitiendo a una memoria posterior, nunca publicada, la demostracién de esta
‘‘particularmente notable ley del pensamiento, fundamental e importante por
su generalidad’’. Todavia en una ecarta a Dedekind fechada Halle, 28 de
julio 1899 expresa: ‘“...Ud. sabe que desde muchos afios yo he llegado a
una sucesién bien ordenada de potencias o nimeros cardinales transfinitos
que yo llamo los ‘‘alefs’’

Noy 8yy Moy o0y N

‘‘La cuestién importante era si ademés de los alefs habia otras potencias;
va desde dos afios estoy en posesién de una demostracién de que no hay otras...’’.
Pero tampoco esta demostracién no aparecié nuneca.

Estamos aqui delante de uno de los rasgos més motables de la psicologia
canteriana, esto es que, al lado del mateméitico riguroso, de imaginacién
fecunda dentro de los seguros marcos del anilisis cl4sico y de un fuerte contlol cri-
tico que le hace buscar la perfeccién de las demostraciones, se insinfia constante-
mente el metafisico que lo impulsa hacia generalizaciones que desbordan de las co-
rrectas reglas de la deduccién. En el caso actual lo que guia las atrevidas genera-
lizaciones que estamos examinando es el deseo de una aritmética del infinito, fun-
dada sobre una operacion ideal comparable con el recuento de los objetos de una
coleccion; la cual operacién, de verdad, tampoco para el caso de los niimeros fini-
tos se ha mostrado ftil, independientemente de una previa nocién axiomitica
de la sucesién de los néimeros naturales.

E—
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meros naturales, la necesidad de distinguir entre el primero y el
segundo principio, cuya «funcién légica ... es manifiestamente
distinta», mientras por otro lado no se abstiene de insistir sobre
una intima identidad de ellos al intercalar, en los lugares donde
en nuestra traducciéon pusimos puntos, frases como: «el numero
v es igualmente la expresion de un nimero finito de aquellas suce-
sivas adjunciones, como también de las unidades puestas en un
todo» ... «Del mismo modo (como ® es la reunién del conjunto de
los nimeros naturales en untodo) v eslaexpresion de que un cierto
ntmero de unidades se ha reunido en un todo». Ahora si esta iden-
tidad de conceptos ha de considerarse como justificacion de la
extensiéon de la nocion de numero, ¢cémo puede esta nocion
adaptarse a los ejemplos concretos anteriormente referidos? La
ilusion consiste en la pretension de definir constructivamente (23)
y el mismo Cantor, en su Gltima memoria: Beilrdige zur Begrin-
dung der iransfinite Mengenlehre (?£), en el cual se propone
dar forma organica y definitiva a las ideas varias veces elabora-
das, intenta resolver la dificultad con hacer depender la nueva

(**) No es posible construir sino econ un ntGmero finito de operaciones;
cuando el mateméitico transpone el infinito, define cada vez una nueva opera-
cién, lldmese ella por ej. ‘‘limite’’, la cual supone anteriormente adquirido
un cierto concepto de infinito; y esto hace Cantor cuando dice que o repre-
senta ‘‘die ganze Inbegriff (I)’’. Es verdad también que muchos autores mo-
dernos, sin hacer caso del recelo del Cantor matemético y poniendo mis fe
en el Cantor metafisico, aceptan una hipotética construceién de néimeros or-
dinales por la indefinida aplicacién de una operacién que se concreta en la
reunién en elemento de un conjunto que se supone ya construido; puede de-
cirse Gnicamente que tales construcciones no ofrecen méis de lo que por otro
lado se admite por postulados, expresados o mno. Asi, K. GOpzL, en The Con-
sistency of the Awziom of Choice and of the generalized Continum - Hypothe-
sis with the Awzioms of set Theory (Anmnals of Mathematics Studies, 3-1940)
después de parecer adherirse a la definicién dicha, la concreta en una re-
presentacién simbélica que se debe leer: — Ordinal es una clase ordenada res-
pecto de la relacién de pertenencia. — Si u es un ordinal, u es el segmento
que el mismo u determina en la clase. — Se llama n@mero ordinal un ordinal
que sea un conjunto. — La segunda proposicién, en cuanto a forma, es més
bien postulado que definicién. De todos modos lo tmico que juega para dar
sentido a estas proposiciones es la mocién de conjunto bien ordenado que se

_supone conocida de antemano; los demés detalles pueden tener eventualmente
un valor intuitivo, pero mo tienen efecto 16gico.

(*) Math. Annalen Bd. 46 (1895), Bd. 49 (1897) — Ges. Werge, p. 282
y sig.
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nocion por abstraccion de los tipos de los conjuntos bien orde-
nados. Pero también este camino no es libre de dificultades.

28.-Un conjunto se llama bien ordenado cuando, respecto de
sus elementos, estd definida una relacién R, transitiva y asimé-
trica, que se conviene leer «sigue», tal que, si u y v son dos
elementos distintos del conjunto, se verifica siempre una y una
“sola de las afirmaciones uRv o vRu. Ademés se supone que estd
definido en el conjunto total y en cualquier parte propia de él
un elemento respecto del cual todos los demas elementos de la
parte considerada son siguientes respecto de la dada relacion R.

Son evidentemente ejemplos de conjuntos bien ordenados los
que anteriormente hemos encontrado, considerando como elementos
los sucesivos conjuntos derivados de conjuntos lineales de puntos, o
bien los ntimeros cardinales ¢, u otros casos conocidos que ofrece
el analisis matematico. Pero es claro también que, sin despreciar
las propiedades que de la definicion del bien-ordenamiento se de-
rivan, la definicion por si misma no puede dar ninguna informa-
cién acerca de la existencia de conjuntos a los cuales ella pueda
aplicarse, y la validez del concepto emerge tnicamente de dichos
ejemplos que la practica matematica nos hace conocer. Esta
prictica metematica nos ensefia, en particular que, siendo dado
un conjunto bien ordenado, siempre se puede, en funcién de ese
bien-ordenamiento, definir para el mismo conjunto otros bien-
ordenamientos cuyo tipo es més amplio del o de los que se supo-
nen dados; pero nada afaden estas transformaciones, por ej.
con respecto a la potencia de los conjuntos considerados.

29.-El caso conocidodelanocién de <ntimero natural» tuya
construccion logica sélo deriva de ladefinicion axiomatica va a indi-
carnos el camino para resolver estas dificultades. Del mismo modo
como la nocién intuitiva del ntmero natural se forma por abs-
traccion de los ejemplos concretos de nimeros naturales ofrecidos
por la operacion de contar, igualmente, como abstraccion de los
ejemplos de conjuntos bien-ordenados anteriormente recordados,
concebimos como idea primitiva una clase de elementos que lla-
maremos numeros de la qlase Z (2%), respecto de los cuales existe,

(*) Adopto el simbolo Z para recordar el signo usado por CANTOR eseri-

biendo Z (Ry), Z (8%) para indicar las clases de ntimeros ordinales de las dis-
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aun como idea primiiiva, una relacion transitiva y asimétrica que
representaremos por << (y su inversa por >) de manera que
dichas ideas cumplen con los siguientes postulados:

Z, 1°.-Si a y b son numeros (distintos) de la clase Z, rige
una (sola) de las afirmaciones a<<b o a>>Db.

Z, 20.-Existe un nimero O de la clase 21 tal que cual~
quiera sea el numero a=/-0 de la clase Z,, es siempre O < a.

De 10. sigue que no existe en Z, otro ntimero con la mis-
ma propiedad.

Z, 3°. - Cualquiera sea el niimero a de Z,, existe olro numero
a (siguiente de a) tal que todo nimero <a' es <a.

Todavia de 10. resulta que no existe otro ntmero con la mis-
ma propiedad de @’ y que, si un nimero ¢ es siguiente de algtén
numero, este namero (precedente de b) es tinico.

Z, 40.-8i a,, a,, ... es una sucesion de nimeros de la clase
Z,, referidos a la sucesion de los numeros naturales 1. 2. ...
y si a i<j corresponde a;<<aj, existe en la clase Z, un nuimero
I[(a;) (limite de la sucesion {a;}) tal que, para todos los valores
de i, a;<<l, y si b es un numero tal que b<<l, existe algun i
tal que b<a;.

Evidentemente el nimero [ es tinico, porque cualquier otro
nimero I, es <l o >1; en el prlmer caso, por la tltima condi-
cién no puede ser, para todos los i, @;<Cl;; en el segundo, <[,
pero I>a;, para todos los i, y por tanto I, no satisface la ulti-
ma condicion.

Zy 5°.-Si una clase s conliene el numero O y conliene el
numero siguiente de cualquier niumero de la clase Z, que le per-
tenezca e igualmente contiene el limite de cualquier sucesion cre-
ciente de numeros de Z, que les perienezcan la clase s conliene
a toda la clase Z,. -

Vamos a demostrar que la definicion actual de la clase Z;
es equivalente a la clase Z(¥,) de Cantor:

tintas potencias. Como se demuestra a continuacién, la clase Z;, es equivalente
a la Z (¥)), aunque de ella se distingue por el concepto axiomético opuesto al
construetivo y por otras razones que se ligan con este particular. Asi, por ej.,
Z (No) seria la clase de los ntimeros ordinales siguientes a los nmaturales; Z, es
una clase auténoma que contiene un segmento isomorfo a la clase de los ni-
meros naturales; y esto es justo légicamente porque también Z (8;) mo cam-
bia su estructura si se llama O al ntGmero ordinal .
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I.-La clase Z, es bien ordenada respzcto de la relacion <;
basta demostrar que cualquier subclase de Z, tiene, con respecto
a la relacion << un primer elemento.

Supéngase, en efecto, por absurdo, que una subclase S de Z,
no contenga un elemento que precede a todos los demés de la
misma clase respecto de la relacion <; sigue, por Z; 2°., que S
no contiene el namero O; existe por lo tanto una parte de Z,,
que llamaremos s, formada por todos los nimeros que preceden
a todos los elementos de S, y que contiene O. Si ahora.a es un
elemento de s, serd también elemento de s el namero o’ (Z; 30.),
porque todos los nameros < a’, siendo =<a, no pertenecen a Sy
por lo tanto, si @ perteneciera a S, precederia a todos los demas
nameros de S. Por razén anéaloga, si una sucesion de’ numeros a;,

s, ... pertenecen a s, también I(a;) pertenece a s. Por el post.
50. resulta que s contiene Z; y por tanto es idéntica a Z; y S
no puede existir. y

IL. - Cualquier segmento de Z, es numerable. En efecto pue-
den, en principio, dividirse los nameros de Z; en dos clases, s
y S, formadas la primera por los ntmeros precedidos por seg-
mentos numerables o por el segmento vacfo y la segunda por los
ntimeros, si los hay, que determinan segmentos no numerables.
Por definicion s contiene pues el nimero O; por otra parte, si a
es un elemento de s, también o’ pertenece a s, porque el segménto
determinado por @ es numerable, siéndolo, por hipétesis, el
segmento determinado por a. Si ahora a,, a,, ... es una sucesion
creciente de niimeros pertenecientes a s, el segmento detérminado
por l(a;) es la suma logica de todos los segmentos determinados
por cada uno de los a;; siendo, por hipétesis, todos estos segmen-
tos numerables, es también numerable su suma; luego [(g;) per-
lenece a s. Por el post. 5°. s comprende luego a todo Z; y el
conjunto S es nulo.

II1. - La clase Z, no es numerable. Supongamos en efecto, por
absurdo, que los nameros de Z puedan ordenarse en una sucesion
numerada a,, a,, ...; dentro de la sucesion de los nameros natu-
rales 0,1,2,3,... queda definida una sucesion parcial m;, m,, ...
por las condiciones: m;=0; si m;=Fk, m;, es el primer nime-
ro (natural) >k y tal que a,, 41Oy Asi la sucesion a,,, es
creciente y determina un l(a,,.) que sigue a todos los a;, contra
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de la hipétesis de que la sucesién de los a; comprenda a todos los
términos de Z, (%9).

IV.-SiAesunconjunto de nameros de la clase Z,, dos casos
pueden presentarse: o que existen en Z; nameros siguientes (ma-
yeres) a todos los elementos de A, o bien que asi no ocurre y,
por lo tanto, si u es un ntmero cualquiera de Z,, existen en A
elementos >u. En el primer caso, la clase S de los niimeros de
Z, mayores de todos los elementos de A no es vacia y tiene un
primer elemento L(A), mayor que todos los elementos de A, pero
‘tal que, si a<<L(A), a pertenece a A, o existe en A algin ele-
mento a, >a. El conjunto A es parte del segmento definido por
L(A) vy, por la prop. II, A es finito o numerable.

En el segundo caso se obtiene una representacion de Z, sobre
A o sobre una parte de A con la regla siguiente: al ntmero O
se hace corresponder el primer elemento de A; si u es un ni-
mero al cual corresponde el elemento a, de A, a u’ se hace co-
rresponder el elemento pr1mer0 del conjunto de los elementos de
de A mayores que a,; si uy, u,, ... es una sucesion numerada de
nameros de Z; a los cuales correspondan elementos de 4, a, , @, >
..., al nimero [(u;) se hace corresponder el elemento primero del
conjunto de los elementos de A mayores de todos los a,; la co-

rrespondencia asi definida es evidentemente ordenada, en el sen-
tido que si u y v son dos nimeros de Z; tales que u<wv, es
a, <a,; la correspondencia es también univoca; en efecto, la de-
finici6n determina en modo evidentemente tunico el elemento a,
de A correspondiente al nimero u’ si-es univocamente determinado
el elemento a, correspondiente a u; en cuanto a los numeros da
la forma l(u;) basta notar que si {u;} y {v;} son dos sucesioney
tales que Il(u;)=I(v;), por la observacién precedente de que la
correspondencia es ordenada, son idénticos los conjuntos de los
elementos de A mayores de todos los @, y mayores de todos los a, .
Resulta que en el sequndo caso el con ]unto A tiene la misma po-
iencia del conjunto Z, (27).

(*) Esta demostracién no difiere, en el concepto y casi en las palabras, de
la demostracién de Cantor para el teorema anélogo referente al conjunto

" Z(8y) (Math Ann. Bd 49 15,C); difiere sin embargo en el punto esen-
cial que aqui se sigue una deduccién lbgica fundada sobre los postulados,
mientras Cantor, obedeciendo a la ilusién constructiva, se siente obligado a
puntualizaciones inttiles, con sumacién de conjuntos, ete.

(¥) La inferencia deriva inmediatamente por la aplicacién del teorema
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Concluimos de III y IV que el conjunto Z, tiene potencia
superior a ¥,, y cualquier subconjunto de Z, que no lenga po-
lencia = N, liene la misma potencia del conjunto total. Siguiendo
a Gantor se llama 8, a la potencia de Z; y queda demostrado que
R, es polencia inmediatamente sucesiva a ¥, No por eso queda
necesariareente  probado que sea 8, LA potencia inmediala-
menle sucesiva a ¥, porque nada resulta con respecto a la hipo-
tética ordenacion de las potencias.

30. - Consideramos infinitos conjuntos isomorfos al conjunto
Zy, cuyos elementos podran concretarse, por claridad, en los com-
plejos de dos coordenadas (u,n) siendo u numero de Z, y n ni-
mero natural. En el conjunto total suma de estos infinitos con-
juntos definimos una relacién ordenatriz que indicaremos por <
(y su inversa por >') con la regla siguiente:

1°. Cualquiera sean u y n diferentes respectivamente de O
Y .0, es (0,0) < (u,n). Y

20. Cualquiera sean los ntuneros naturales ny, n, si u<v, es
(u,ny) <’ (v,ny).

30, (u,ny) <'(u,ny) cuando ny < ny.

Se ve en seguida que, interpretando como namero O el ele-
mento (0,0) y como relacion < la <, la clase de los elementos
(u,n) viene a identificarse con la clase Z,; en efecto, son inme-
diatamente realizados los postulados Z; 10. y Z, 20.; igualmente
el post. Z, 30., siendo (u,n)’ = (u,n+1); finalmente son suce-
siones crecientes las {(u;n;)} en las cuales para i<j, o bien
u;<<u; (siendo por otra parte n; y nj cualesquiera), o bien u;=u;
y n;<<nj; si el primer caso se verifica con valores de i aunque
elevados, sera I((u;,n;))=(I(u;),0); en el caso contrario, a par-
tir de un crerto valor de 7, u; quedara igual a un valor constante
u, y serd l((u;,n;))=(u,0). Queda asi verificado también el
post. Z, 4°. El post. Z, 5°. queda pues automéiticamente
realizado por cuanto expresa solamente que la identificacion del
nuevo conjunto con el conjunto de los nimeros Z, queda asegu-
rada ilimitadamente a consecuencia del referimiento indicado.

Resulta en particular de lo dicho que vale la igualdad

Ry .8 =RN; (30.1)

de Bernstein, sin que sea necesario demostrar previamente que la corresponden-
cia entre Z, y 4 arriba definida es invertible.
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luego también
I SO0 A3, (30.2)

20. Consideremos ahora el conjunto de los complejos (u,v),
donde u y v son ntmeros de Z;; podemos dividirlo en tres par-
tes: una parte A formada de los complejos (u,v) con v<<u; una
B formada de los complejosconu<wv; y una G de los complejos
(u,u). La Gltima estd sin més en correspondencia biunivoca con
Z,. En A los elementos que corresponden a un valor fijo de u
son, por la prop. n. 29 II, un conjunto numerable en correspon-
dencia biunivoca con los complejos (u,n) (u fijo); por lo tanto,
A, mientras u recorre Z,, se pone en correspondencia biunivoca con
el conjunto de los complejos (u,n) (u€ Z;, n nimero natural). Lo
mismo se dice por B, permutando u y v. Teniendo en cuenta
(30.1) y (30.2) se obtiene asi que

R2Z—0ON R |8 =N (30.3)
y luego, para m numero natural cualquiera,

o (30.4),
30. Consideremos por fin el conjunto de los complejos (u,
u, ...), de infinitas coordenadas, ntimeros de Z;; su potencia

serd serd claramente ¥, ¥ . Observemos ahora que a cada ele-
mento del conjunto corresponde un ntmero de Z;, limite supe-
rior de sus coordenadas, pudiendo este limite superior ser un
maximo o solamente limite; esto en el caso de que la sucesién
formada por u;, la primera coordenada siguiente >u,, la pri-
mera siguiente a ella y mayor, ... se presentara infinita. Fijado
entonces un nameor N cualquiera de Z;, consideremos el con-
junto parcial formado por todos los complejos cuyas codrde-
nadas son <NV; cada coordenada podra luego adquirir un con-
junto numerable de valores; este conjunto parcial tendrd pues
la potencia

R ——-
RS0 =¢;.

Haciendo ahora recorrer a N todos los valores en Z;, dentro
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de los correspondientes conjuntos parciales entrardn, por la obser-
vacion anterior, todos los complejos (uy,u,,...). Desde luego,
cada uno de estos complejos se presentard un numero de veces
= 8,; se tiene pues

s
xl.si 0=~ c,.

es decir
RHro=R, T, (30. 5)

La conclusion resultard atin méas clara notando que del con-
junto de los complejos (uy, u,, ...) se puede efectivamente se-
parar una parte cuya pobencia es todavia 8,.¢;; basta para eso
considerar unicamente aquellos complejos para cada uno de los
cuales existe una coordenada maxima; estos complejos se dividen
en grupos independientes de potencia ¢;, caracterizado cada uno
por el valor N de este maximo; luego el conjunto total de estos
complejos tiene potencia ;..

Las igualdades (30.2) y (30.3) (o (30.4)) expresan para ¥,
las dos primeras propiedades esenciales de los ntimeros cardinales
transfinitos, segin Denjoy, a las cuales repetidamente nos hemos
referido. Conjuntamente con (30.5) ellas se pueden encontrar
ya en la tesis de Bernstein: Untersuchungen aus der Mengenlehre
(1903) (Math. Ann. Bd. 61.-1905) (§ 12-Das Ultracontinuum) ;
como propiedades generales de todos los ®¥. Sin embargo, debe
notarse que en esta memoria no se discute el pensamiento canto-
riano acerca de lasucesion de las potencias, aceptandolo como ver-
dad en la forma referida en el n. 27; en particular, dz la fér-
mula (30.4) no se da demostracién explicita, refiriéndola a una
comunicacion verbal de Cantor, segin la cual ella se alcanzaria
«con razonamiento analogo al caso simple de ¥,»; y la (30.5)
no aparece explicitamente sino como caso particular de una
afirmacion general

e
que depende de los antedichos. Por la regularidad de las demos-

traciones y de las hipotesis creemos pues esencial y nueva la
puntualizacién actual.
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31.-La definicién axiomatica dada en el n. 29 para la clase
Z, se imita facilmente para definir en modo recurrente nuevas
clases de nimeros (objetos logicos) siempre mas extensas. Bas-
tard cambiar el simbolo Z, en otro Z, y afiadir después del pos-
tulado Z, 4°. (que convendra por eso llamar Z, 4°’) un Z, 40”:
Si {a,} es una sucesion de nimeros de la clase Z, referidos a la
sucesion total {u} de los numeros de la clase Z; y si a u<<v
corresponde a,<ay, existe en la clase Z, un elemento l(a,) (li-
mite de la sucesion {a,}) tal que, para todos los valores de u,
a,<1, y si b es un numero de Z, tal que b<1, existe algun u
tal que b<a,.

Desde luego habra que extender en modo analogo el postulado
de induccion 5°.

Se demostrardn entonces teoremas analogos a los I, II, ITI
del n. 29 para poder afirmar que la potencia de Z, es mayor que
la de Z,. La nueva potencia serd, por definicién, &,.

No creo de mucho interés detenernos ahora mayormente sobre
el nuevo procedimiento de construccién de potencias sucesivas: solo
cabe observar que la induccién no dard todavia mas que una suce-
sién de conjuntos Z; correspondientes a los sucesivos ntimeros na-
turales de manera que, todavia aqui, una clase de numeros Z,,
podrd definirse unicamente como suma. de todas las Z; (i=1,
28 i)

32.-Cada N; puede evidentemente tomarse, al igual como
8,, como punto de partida para una sucesién de exponenciaciones
de la base 2, analoga a la sucesion de las ¢y. Hay que preguntarse
si entre estas sucesiones va a interceder alguna relacion notable.
La férmula (30.5) es un pequeiio ejemplo de tal posibilidad; ele-
vando a un exponente Cy, ella se generaliza en seguida en

R Gy =8 . Cyy; (32.1)
pero no tengo idea de que se pueda ir mas alla de semejantes
conclusiones que pueden considerarse banales.

W. Sierpinsky afirma la féormula (28)

Ny <2 =7,

(*®) Legons sur les nombres transfinis, p. 210.
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con una demostracién que me parece dudosa; si la desigualdad
fuera cierta se obtendria en seguida la relacion mas estricta

2N0 :El§2ui 1_(_:262 :Es
y, poniendo, andlogamente al simbolismo adoptado para las ¢,

2"1 - 62, 261 = Ci+1’

seguiria en seguida la desigualdad mas general

Y por consecuencia

Resultaria por lo tanto el resultado notable que el procedi-
miento de exponenciaciones sucesivas aplicado a partir de ®; pro-
duciria numeros cardinales nuevos a lo sumo para potencias
< ¢,, mientras después de esto se encontrarian nuevamente las
mismas ¢y precedentemente estudiadas.

33. - Cierro con estos problemas el estudio presente, ya lar-
go, pareciéndome momentaneamente alcanzado el fin que me ha-
bia propuesto; se trataba de ensayar hasta donde podia llevar
el razonamiento matematico’ riguroso en un campo que, COMO
hemos indicado, queda dudoso para muchos analistas. Principal-
mente se ha mostrado que, sobre hipétesis bien definidas y co-
rrespondientes a la practica normal del razonamiento matematico,
se obtienen efectivamente formulas y relaciones que reproducen,
quizd mas fielmente de lo que a priori podria esperarse, las auspi-
ciadas por la intuicién o, acaso con mas propiedad, por una pseu-
dointuicién simplista. Interesa esencialmente a nuestras deduccio-
nes la independencia que necesariamente hemos mantenido entre
la sucesion de las ¢y y la sucesiéon de las 8, la cual supone posi-
ble la incomparabilidad de las potencias y demuestra en el acto
que tal eventual incomparabilidad no es obstaculo que impida Ile-
gar a conclusiones, ciertamente no menos interesantes que las que
se obtienen sobre el molde forzado del ordenamiento rectilineal.
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Acerca del valor de esas formulas quiero llamar la atencion sobre
la reserva que esta contenida particularmente en algunos teoremas
del n. 16 y anteriores, cuando se pone en las hipotesis la posibilidad de
senalar en los conjuntos considerados unoomas elementos; no ha
querido detenerme, en los parrafos sucesivos, a considerar si y
cuanto tal reserva pueda influenciar la interpretacion definitiva de
los teoremas obtenidos; es un refinamiento que, si necesario, pue-
de ser remitido a un examen posterior. En mientras queda con-
firmada mi convicciéon de que la verdadera teoria de los conjun-
tos deba prescindir del llamado postulado de Zermelo, formando
del bien-ordenamiento un capitulo del cual hemos también ini-
ciado un pequeiio eshozo.

Cantor creyé en el bien-ordenamiento de cualquier conjunto;
y el «cualquiera» incluia desde luego a los conjuntos ofrecidos
naturalmente por la préactica matematica, primero y esencial el
conjunto de los nimeros reales; y esperé también toda la vida
que tal bien-ordenamiento habria podido alcanzar a demosirar;
y hemos podido notar también varias veces que, si la esperanza
era ilusion, el espiritu del matemético quedaba vigilante para im-
pulsar en la bisqueda de la deduccién rigurosa. Perdida, después
de Cantor, la esperanza de encontrar tal demostracién, encontrd
éxito la sugestion de Zermelo (29) de que, puesto que, de todos modos
tampoco nadie demostraba lo contrario, pudiera miroducirse en la
teoria como postulado, directamente la afirmacién del bien-orde-
namiento de cualquier conjunto, si no alguna afirmacién menos
directa *que lo implicara. Creo no equivocado decir que a dar
apoyo a la propuesta contfibuyé en mucho la autoridad de David
Hilbert. Para muchos pareci6 buen argumento el que la mate-
matica, en su calidad de logica pura, tiene derecho de deducir
libremente de cualquier sistema de postulados, bajo la sola con-
dicién que no sea contradictorio. Esto también es cierto, y aun
podriamos eliminar la condicién, porque a menudo encontramos
atil razonar deductivamente sobre proposiciones cuya contradic-
cién solamente no es manifiesta; pero hay otra condicién que,
en mi opinién, no se puede olvidar y es la de no equivocar
con los nombres en la determinacién del sentido verdadero de la
investigacién. Para que una definicién exiomatica pueda llamarse

(*) E. ZErRMELO, Beweis, das jede Menge wohlgeordiret werden kaun, Math.
Ann, 59 — Nouer Beweis fir die Moglichkekit der Wohlordunng — Math. Ann. 65.
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«conjuntos» es necesario que ella comprenda entre sus interpreta-
ciones aquellos significados que indica el sentido intuitivo de comin
aceptaciéon y entre éstos existen ciertamente los conjuntos tradi-
cionales, de los nameros naturales y de los numeros reales. Una
caracteristica esencial de estos conjuntos tradicionales de la mate-
matica es que cada uno de ellos tiene ya una definicion axiomA-
tica por un sistema de postulados completo, (y la palabra Voll-
stdndigkeit ha sido introducida precisamente por Hilbert); en
efecto, también antes de que el problema légico se pusiera en la
forma moderna y que naciera por tanto la pretension de enunciar
explicitamente todos los postulados de los cuales hace uso deter-
minada teoria, siempre el matematico consideré como seguro que,
por lo menos en su totalidad, la misma teoria determinaba en mo-
do irreducible el objeto al cual se dirigia su investigaciéon. For-
malmente, por otra parte, la imposibilidad de afiadir condiciones
suplementarias mediante nuevos postulados esta asegurada, para el
conjunto de los ntmeros naturales, por el llamado postulado de
induccidn; e igualmente para los conjuntos Z; de nameros ordi-
nales queda asegurada por los andlogos postulados que hemos lla-
mado Z; 5°. (n. 29 y 81); para el conjunto de los numeros
reales ella resulta como consecuencia de la precedente y de la
definicion ¢, = 2%o (30),

En estos casos la logica nos dice que la adjuncion de un nue-
vo postulado no es posible porque, si no es consecuencia de los
admitidos, sera ciertamente de considerarse en contradiccion, por
lo menos por el hecho de reducir la amplitud del dominio abar-
cado por el concepto que es objeto de la investigacion.

Lo importante que nos han ensefiado las teorias logico-mate-
maticas de fines del siglo pasado, fueran ellas en la direccion de
la escuela de Peano, o fueran en la dz la escuela de Hilbert, es.
la extrema complejidad de ese pensamiento légico, la posibilidad
de descomponer ideas aparentemente simples y elementales y la
variedad consiguiente de las conclusiones légicamente posibles;
pero si, para los fines de esta descomposicion fué a menudos
conveeniente imaginar modelos ficticios, lejanos de las interpre-
taciones intuitivas de la practica analitica y geométrica, nunca se'

(®) En el sistema de Hilbert, recordamos, esti al contrario representada
por los postulados de Arquimedes y de Dedekind.



creyd posible reemplazar por comodidad estas interpretaciones
esenciales por aquellos modelos.

Se llama hipétesis del continuo la creencia cultivada por
Cantor de que hubiera identidad entre los dos nimeros cardinales
8; y ¢,=2% ; se llama hipdlesis generalizada del continuo la
que afirma, con mayor generalidad que ¢; es alguno de los ¥;; y
se llama problema del continuo al que consiste en decidir si una
o ninguna de estas hipoétesis puede afirmarse como teorema. E.
Zermelo creyé resolver automéiticamente y en modo afirmativo
por lo menos el problema generalizado por medio de un postu-
lado existencial: «En cada conjunto existe un elemento distin-
guido», en el cual él «existe» no tendria necesidad de referirse a
ningun elemente constructivamente identificable. De semejantes
postulados existenciales tenemos en efecto ejemplos cuando enten-
demos caracterizar conjuntos o espacios independientemente o antes
de le: nociones numéricas; asi no encontramos extraiio postular
«existe un punto» y también postular después «existe un punto dis-
tinto del primero»,sinque nos parezca necesarioque esos puntos
sean mayormente identificables. Sin embargo, entre los dos usos de
la palabra existir hay una diferencia esencial, pues en el segundo
caso unicamente se trata de una forma verbal que reemplaza la
otra «punto es idea primitiva de los elementos de un conjunto»
«este conjunto no es vacio ni unitario»; en el caso presente por
contrario la palabra que en el postulado tienz papel principal no
es lo ewistir, sino lo distinguido, y la interpretacion logica del
postulado de Zermelo no es exenta de dificultades, pues actuando
en ella como idea primitiva el término «elemento distinguidos,
esta idea primitiva tendria que adquirir un sentido determinado
en el instante en que se define un conjunto, lo que es un contra-
sentido. Se puede evitar este suponiendo una operacién que, aplicada
aun conjunto produce un elemento del mismo; tampoco creo asi
resuelta sin mas la dificultad, pero no pienso sea aqui lugar para
tal discusion. Aceptando el razonamiento de Zermelo la aplicacion
repetida del postulado a un conjunto dado y a los que sucesiva-
mente se obtienen al restar de este conjunto los conjuntos de los
elementos distinguidos de conjuntos anteriormente considerados
resultaria el bien-ordenamiento de cualquier conjunto. Ahora, si
intentamos dar forma logica a esta deduccion, aun despreciando
las dificultades aludidas, lo maximo que podriamos deducir para
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un conjunto cualquiera es la alternativa —sin decision — de lle-
gar a una totalmente hipotética correspondencia entre el conjunto
dado y alguno de los Z; o bien de que todas las tentativas de
establecer tal correspondencia se acaban con un residuo.

Explican estas observaciones también el porqué no pueda
hablarse de incompatibilidad ni de demostrabilidad de la propo-
sicién de Zermelo aplicada a un conjunto definido, por otra parte,
por un sistema completo.de postulados; porque ni una, ni otra,
ni tampoco la pretendida ordenacién no tienen sentido l6rico.
Pero esto no excluye que dentro de una interpretacion conve-
nientemente definida pueda la proposicion de Zermelo adquirir
sentido. K. Godel demuestra en efecto la compatibilidad de la
hipétesis del continuo y del postulado de Zermelo con una deter-
minada interpretacién de los postulados de una teoria de los con-
juntos que no tiene porqué ser la teoria que interesa al andlisis y
geometria; en efecto la demosiracién ocurre con un modelo y un
sistema completo de postulados no admite otro modelo que el
conjunto que por él se encuentra definido. En el caso particular
es la interpretacién de la operacién de exponenciacién que, aun
concordando con los postulados puestos en la base de la teoria,
no concuerda con la interpretacién intuitiva. Sobre interpretaciones
posibles del principio de Zermelo y sobre ciertos limites que se
imponen al operar sobre conjuntos me he ocupado en otras opor-
tunidades a las cuales, por razon de espacio, remito ahora el
lector (31).

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.

(*1) Véase Intorno alla teoria degli aggregati. Rendiconti dell’Istituto Lom-
bardo, 1902. - Antinomie logiche?. Annali di Matematica (3), XV, 1908. -
Riflessiont sopra alcunmi principii della teoria degli aggregati e delle ﬁmzioni.
Secritti matematici offerti a Enrico D’Ovidio, Torino, Bocca, 1918. - Sui pro-
cedimenti transfiniti., Mathematische Annalen 90, 1923.




UNA EXTENSION DEL TEOREMA DE ROLLE PARA
TRANSFORMACIONES CONTINUAS DEL PLANO

por

MiscrrA COTLAR

El doctor Rey Pastor propuso en reunién de seminario, ha-
llar un andlogo del teorema de Rolle para funciones de variable
compleja no necesariamente analiticas. He aqui algunas conside-
raciones sobre el particular. '

Sea antes y=f(x) una funcién de variable real continua en
el intervalo cerrado I=[a; b]. Para todo conjunto E I designa-
remos con f(E) al conjunto de todos los valores y=f(x), corres-
pondientes a los  de E; en particular, si J es un subintervalo
de I, resulta por la continuidad de f(x), que f(J) es otro inter-
valo o un punto. Un punto z, interior a (a; b) se dira ertremal
para f(x), si &, es un punto de minimo o de maximo relativo de
f(x); esta definicion equivale a la siguiente: x, es extrenral si
existe un intervalo J que contiene a x, en su interior y'tal que el
punto y,=/f(x,) es extremo (es decir punto frontera) de ().
Las propiedades siguientes son clasicas:

a) Si f(a) =f(b), o sea si f(x) es constante sobre la frontera
de I, existe por lo menos un punto extremal de f(x) interior @
(a; b).

b) Si un punto interior x, es extremal para f(x) y existe la
derivada f'(x,), entonces f'(x,)=0.

De a) y b) resulta inmediatamente

c) Si f(x) es continua en I=[a; b], f'(x) existe en todo x
interior a I y f(x) es constante en la frontera de I, es decir
f(a)=#(b), entonces f'(x) tiene por lo menos un cero inlerior a
I (Teorema de Rolle).

Consideremos ahora un dominio cerrado plano D, limitado
por una curva C, y dos funciones reales u=u(r,y), v=uv(z,y),
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continuas en D+ C, quedando asi definida la transformacién
continua w=f(z)=u(z,y) +iv(r,y), z=x-+iy, y vamos a ex-
tender las propiedades a), b), c) para tales transformaciones
w=f(z); para ello comenzaremos por precisar el concepto de
punto extremal de una funcién compleja w=f(z). '

Si E es un conjunto plano y F su frontera, un punto p de F.
se dird punto frontera fuerte, si se puede trazar una curva ana-
litica cerrada y (por ejemplo una circunferencia) que pasa por p
y tal que E esté situado enteramente en una de las dos regiones,
cerradas conexas en que Y divide al plano. Los posibles puntos
fronteras fuertes de E forman un conjunto F'CF que se llamara
frontera fuerte de E. Para lo que sigue conviene observar la si-
guiente propiedad: Si E es un continuo plano que contiene mds
de un punlo, entonces la frontera fuerte F’ es densa en la frontera
F; en particular, si d es un circulo que contiene un punto de'F,
es 3. F" un conjunto infinito irreductible. En efecto, si & es un
circulo con centro en un punto p, de F y de radio p >0, se puede
tomar un punto q exterior a I y tal que la distancia de q a p,
sea < p:2; siendo E cerrado acotado, existe un punto p, de E
tal que la distancia de ¢ a p; es menor 1gual que la distancia de
q a todo otro punto de E. Por la eleccién del punto g resulta
claro que p; es interior a 9, ademas p, es punto frontera fuerte
porque la circunferencia y de centro q y radio gp, pasa por pq
y ningtn punto de E es interior al circulo que limita yv; luego
queda demostrado que F” es denso en F y la segunda parte de la
proposicién es consecuencia inmediata de la primera y del hecho
que E es un continuo.

Volviendo a la transformacién continua w=f(z) =u(w,y)+
iv(z,y), diremos que un punto z, interior a D es exiremal (res-
pectivamente exlremal fuerte) para f(z), si existe un circulo d de
centro z, tal que el punto wy=f(z,) es punto frontera (respec-
tivamente frontera fuerte) del conjunto transformado f(d). La
propiedad siguiente puede considerarse como una extension de
la a).

a’) Si la parte real u(z,y) de la funcidn f(z)=u-tiv es
constante sobre la frontera G del dominio D, entonces existe una
infinidad irreductible de puntos extremales fuertes de f(z) inie-
riores a D. En efecto, si el conjunto E=f(D) est4 situado ente-
ramente sobre un segmento rectilineo paralelo al eje de las v,
todos los puntos E son fronteras fuertes, luego todos los puntds
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de D son extremales fuertes de f(z). Si E no es un segmento rec-
tilineo paralelo al eje de las v, como por hipotesis f(C) es un
tal segmento, resulta la existencia de puntos de la frontera F
de E que no pertenecen a f(C), o sea existe una porciéon no
vacia F;CF de F tal que todo punto w; de F; es de la forma
w; =f(2;), siendo z; un punto interior a D a distancia no nula
de C, y en virtud de la propiedad anterior se concluye inmediata-
mente la tesis.

Diremos que en un punto zo= (&, y,) interior a D existe
el jacobiano ]

Ve (%oYo) vy (ZoYo)
J(20) =J(20; )=

uz (Z00) Wy (%oYo)

si en dicho punto existen las cuatro derivadas parciales u’,, W'y,

4 g
N ) O

b’) Si el punto zy==,+1iy, interior a D es exiremal fuer-
te de la transformacidn w=f(z) vy existe en este punto el jaco-
biano J(zy,f), entonces J(z,) =0. En efecto, por hipétesis existe
en el plano z un circulo d de centro z;, y en el plano w una
curva analitica cerrada y que pasa por w,=1f(z,) y tal que todo
punto w de f(d) estid sobre Y o en una de las regiones R, pon-
gamos la interior, en que y divide el plano w. Sea T'(z) =t(w) +
it (w) la funcién holomorfa que representa conformemente y biu-
nivocamente la regiéon R del plano w sobre el semiplano t=0
del plano T, de modo que w,=1f(z,) se corresponda con el
origen y Y con el eje t=0. La funcién T'(w) es prolongable a
través de y por ser Y analitica, y por tanto existe la derivada
T"(wy); luego la funcién

F(2) =T(#(:))=U(z,3) +iV (=.3)
es continua en el circulo d y existe en el punto z, el jacobiano
Ve Rt N2, PP V2 =0, VY,
y se tiene

Jilep) = (¥, WPET v ) vl 7. b’y) —
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= (U s Wy i )T g 0 R T V) =
T (u’w vy —uly Vz) (t’u Ty — s Ty)s

como en w, existe la derivada T”(w,), el Gltimo paréntesis vale
por las condiciones de Cauchy-Riemann |T'(w,)|2, luego

J1(20) =J (205 F)=J (20, f) - |T"(wy) |2

Como los valores U+iV caen en el semiplano t<0 se tiene
para todo z de d, U(z) <0, mientras que U(z,) =0, de modo que
considerada U(z) como funcién de z o de y, tiene en z, un méaxi-
mo relativo, y por tanto U’,(zy) =U’)(2,) =0, luego

-

J1(20) =J(2o) - |T"(w,) [2=0.

Pero siendo T'(w) univalente es |1”(wg){®-/~0 y resulta
I{z) =0.

De a’) y b’) resulta inmediatamente:

c) Sea w={f(z) =u(x, y) +iv(z,y) una funcién continua en
el dominio D cuyo jacobiano J(z)=u',v',—u', v, existe en lo-
do punto interior a D, salvo, a lo sumo en un conjunto reductible.
Si u(z,y) es constante sobre la frontera de D, entonces los ce-
ros de J(z) llenan un conjunto infinito irreductible completamente
interior a D.

La propiedad ¢’) puede considerarse como una extension del
teorema de Rolle: mientras que en el caso de una variable real se
puede afirmar la existencia de un cero de f(z)=J(x), en el
caso de la variable compleja los hay una infinidad irreductible,
ademas en la hipdtesis del teorema se puede prescindir de la
existencia de J(z) en un oonjunto reductible de puntos. Observe-
mos finalmente que la proposicion c’) constltuye también una ex-
tension de la propiedad de las funciones armonicas u(z,y) de ser
perfectamente determinadas por sus valores del contorno; en efec-
to, si v(x,y) es la funcién conjugada de u(x,y) y f(z)=u(z)+
iv(2), es J(z) =|f’(2)|2, y por tantc la anulacién de u(z,y) sobre
el contorno implica por ¢’) la anulacién de f en infinitos puntos
interiores a D, de donde resulta que f(z)=constante, u(x,y)=
constante.
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Observaciones. I. La propiedad c’) subsiste si en vez de su-
poner u(zx,y) constante sobre C, se supone que se puede dividir C
en C=C;+...+C,, de modo que sobre cada C; sea constante
una de las funciones u(z,y) o v(x,y); mas generalmente basta
suponer que el complementario de f(C) sea conexo, o por ejem-
plo que f(C) sea una curva abierta con tangente en todo punto,
la demostracion queda la misma salvo pequefias modificaciones.
Como en un punto extremal es evidentemente nulo el indice topo-
légico de la transformaciéon w=f(z), resulta que bajo la hipdtesis
de anulacion de u(x,y) sobre el contorno (o las hipotesis mis
generales que acabamos de citar), existe una infinidad irreduc-
tible de puntos de indice topoldgico nulo, interiores a D (1).

II. La proposicién demostrada al principio de esta nota su-
giere un problema interesante de topologia. Diremos que un punto
p. frontera de un recinto abierto y simplemente conexo G, es
accesible por circulos si existe una circunferencia Yy que pasa por
p Yy cuyo interior pertenece a G. La propiedad demostrada més
arriba puede enunciarse asi: foda porcion de la frontera de G
contiene una infinidad de puntos accesibles por circulos. Seria
interesante saber si toda porcion de la frontera de G -contiene
un conjunto de la potencia del continuo de puntos accesiples por
circulos.

III. En la hipétesis de ¢’) se prescinde de la existencia de
J(z) en una infinidad reductibles dn puntos. Sin embargo la
proposicion deja de ser cierta si J(z) no-existe en un continuo
de puntos interiores, comp lo muestra el ejemplo siguiente:
f@)=foy)=a+iy si @+p=ld, f)=1—|Ftr)
e'®® (z=z+iy) si 1:2=<|z|=<1. El mismo ejemplo mues-
tra que c¢’) deja de ser cierta cambiando el jacobiano J(z) por
el D(z) de Banach, que se define como el limite de [medida
f(d)] : [medida d], siendo d un circulo de centro z y radio ten-
diente a cero. Seria pues interesante estudiar el problema para
el caso del jacobiano de Banach o los mas generales de Rado.

IV. Si bien b’) generaliza la b), queda abierto el proble-
ma si b’) subsiste para puntos extremales no necesariamente

(*) Esta propiedad podria tal vez hallar aplicacién en la teoria de indice
topolégico de Schauder y de Radé-Reichenfelder (para bibliografia ver REY
PASTOR, Funciones Complejas en Espacio Topolégico, Revista de la TUniver-
sidad Nacional de Tucuméan, v. 4, 1944).
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fuertes; es facil probarlo en caso de ser f(z) diferenciable en
el punto considerado, pero parece dificil si sélo se supone la
existencia de las derivadas parciales. Es probable que la existencia
de J(z,) implique que si z, es extremal es z, extremal fuerte.
En cambio la propiedad no vale para el jacobiano D(z), como se
ve en el caso de las funciones que conservan el modulo y aumen-
tan el argumento en una fraccién positiva.

V. Modificando ligeramente los razonamientos anteriores
se puede probar que ¢’) subsiste si f(z) se anula en un arco del
contorno y es analitica en el resto del mismo. En cambio el teo-
rema no subsiste con la sola hipotesis de anulacion de f(z) sobre
un arco del contorno, aun siendo f(z) un homomorfismo, es de-
cir univalente. Seria interesante saber bajo qué condiciones su-
plementarias c¢’) subsiste suponiendo que f(z) se anula en un
conjunto de medida positiva del contorno; es posible que el pro-
blema se simplifique en caso de ser f(z) univalente.

BUENOS AIRES - FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS.
INSTITUTO MATEMATICO.
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J. F. Rirr. Integration in finite terms. Liowville’s Theory of Elementary Me-
thods. Columbia University Press. New York, 1948. 100 pigs. en photo-
prints (U.$S. 2,75).

En el principio de su prodigiosa actividad cientifica, entr2 los afios 1833
y 1841, J. Liouville public6 una serie de memorias dirigidas a establecer la
transcendencia de las funciones producidas por los problemas de integracién
de ecuaciones diferenciales. Desde luego el problema equivale a afirmar la no
expresabilidad de las soluciones por combinaciones algebraicas de funciones
eiementales o, mis generalmente, previamente conocidas; y se transforma asi,
por converso, en el otro de establecer las condiciones por las cuales las com-
hinaciones algebraicas de funciones formadas mediante iteracién de funcio-
nes elementales y aeperaciones de derivaci6n sobre las mismas pueden satisfa-
cer determinadas condiciones diferenciales; y asi lo entendié Liouville. Evi-
dentemente es necesario puntualizar primero lo que se entiende por ‘‘funcio-
nes elementales’’ y la primera contestacién serd logaritmos y esponenciales,
puesto que a estas tGltimas se reducen también las trigonométricas; pero ocu-
rriendo el caso este campo funcional podri ampliarse oportunamente; se cla-
sifican entonces las expresiones funcionales segtin la multiplicidad de las ite-
raciones funcionales, razonando por recursién. Por la duracién de casi un si-
glo, este punto de vista no encontré continuadores, salvo excepciones absolu-
taente esporidicas. Entre 1923 y 1929 el prof. J. F. Ritt volvié sobre esta
direccién en un grupo de memorias publicadas en las Tramsactions y en el
Bulletin de la American Mathematical Society y del todo recientemente el ar-
gumento fué recomsiderado por A. Ostrowski. En el libro presente Ritt nos
ofrece una muy clara exposicién, en forma moderna, de este orden de ideas,
con aplicacién a la demostracién de la trascendencia de las integrales elipticas
(ya tratada por Liouville), de la funcién de probabilidad de Gauss, de las
funciones de Bessel, ete. La lectura es féeil y agradable.

B. Levi

MAURO PICONE. Lezioni di analisi funzionale. Roma, Tumminelli, 1948. (Lito-
grafias). 576 pags. '

Se llama funcional a una funcién numérica, cuyo argumento estd cons-
tituido por una o més funciones de los puntos de determinados dominios, V.
Volterra, que fué primero en considerar este concepto digno de teoria del
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mismo modo como hay una teoria general de las funciones de nlmeros, lo
habia llamado, refiriéndose al caso de que las funciones-variables dependieran
de una sola variable numérica, funcién de linea, pues ‘‘linea’’ es bien la to-
talidad de los puntos que representan los valores simultineos de determinado
grupo de funciones numéricas; pero también habia observado que del mismo
modo podian considerarse funciones de superficies, ete. Mas, eomo siempre
ocurre, el concepto tiene antecedentes por lo menos de dos siglos atrds, con
Euler y Bernoulli y los problemas variacionales. Este es pues efectivamente
¢l tema fundamental del libro de M. Picone que, en linda presentacién lito-
grifica, resume un curso dictado en la Universidad de Roma en el afio es-
colar 1946-47; pero, desde el siglo aureo de Euler y también desde la tltima
década del siglo pasado en la cual (precisamente 1887) llamé Volterra la
atencién sobre el argumento, muchas cosas han evolucionado y muchisimo los
gustos de los mateméiticos, que se han ido polarizando siempre méis hacia las
formas mis abstractas y generales. El libro de Picone nos parece una acertada
composicion entre las dos tendencias, dando amplio reconocimiento a los mé-
todos modernos, aun manteniendo la vista sobre las aplicaciones concretas,
consagradas por la historia. Se empieza con establecer en completa generali-
dad la nocién del funcional; se pasa luego a un tema que puede parecer, a
primera vista, fuera de argumento, a nociones generales soﬂfe los conjuntos,
numerabilidad, potencia, ete.; explica evidentemente la breve desviacién el pro-
poésito de acostumbrar al lector con la consideracién de conjuntos de elemen-
tos abstractos, pero también el principio evidente de no suponer en el lector
més conocimientos que los fundamentales del anilisis algebrico e infinitesi-
mal; asi que, aun en lo sucesivo, el andlisis funcional se hace oportunidad,
en las manos de Picone, para muchas noticias a las cuales habri que hacer
referencia ocasional. Se sigue con conjuntos de funciones, espacios (caracte-
rizados por la mnocién de ‘‘entorno de un elemento’’) y las propiedades rela-
cionadas a la nocién de ‘‘elemento de acumulacién’’ (densidad, clausura, ete.);
propiedades de las funciones y de los funcionales relacionadas a la econtinui-
dad. Se llega asi después de esta amplia preparacién, al problema central del
eileulo de las variaciones, que se encara, al principio, solo desde el punto de
vista existencial. Se dan los teoremas generales de existencia de méximos y
minimos de funcionales sobre la base de la semicontinuidad, aplicando luego
el criterio a varios ejemplos de funcionales representados por integrales de
tna o mis funciones de una variable. Sigue un capitulo sobre la mnocién de cur-
va en el espacio euclideo y la integral de una funcién sobre ella; se pasa luego
a la metrizacion de los espacios de funciones (métricas de Lagrange, de Hil-
bert, de Fréchet), sistemas de funciones ortogonales y correspondientes des-
arrollos de Fourier. Se trata el problema de méiximo para poiinomiales, con-
cluyendo con las teorias clasicas del caleulo de las variaciones y euvn un ea-
pitulo final sobre la expresién variacional de las ecuaciones de la elesticidad.

B. Levi
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GIOVANNI SANSONE. Equaizoni differenziali mel campo reale. Parte prima.
Bologna. Zanichelli, 1948, pags. 400.

FrANCEsco TricoMI. Equazioni differemziali. Torino. Einaudi, 1948, pags. 311.

El libro de G. Sansone es la segunda edicién, con contadas modificaciones,
del primer volumen de un tratado en dos voliimenes publicado con igual titulo
en 1941 y prontamente agotado, sin que, a raiz del estado de guerra, nos lle-
gara conocimiento, Tiene las caracteristicas de claridad y de amplia informa-
¢i6n que son propias del autor. El primer capitulo: Los sistemas mormales de
ecuaciones diferenciales ordinarias y el teorema de ewistencia comprende, ade-
méis de aclaraciones introductorias, las demostraciones clisicas del teorema de
existencia y unicidad, con el método de aproximaciones sucesivas y con el mé-
todo de Cauchy-Lipschitz; se da también el teorema de existencia en la forma
de Peano y de Caratheodory; este tltimo en una variante que se -atribuye a
Tonelli. En el eap. IT se trata en particular de los sistemas de ecuaciones li-
neales, consideradas en la forma normal, es decir de sistemas de primer orden
resueltos segln las derivadas, lo que lleva en particular a hablar de la solu-
cién matricial de Peano. Siguen las teorias sobre reduceién del orden de una
ecuacién lineal, transformaciones, formas diferenciales adjuntas y autoadjuntas,
transformacion de la ecuacién diferencial lineal en ecuacién integral de segun-
da especie. El cap. III trata la teoria de las ecuaciones diferenciales en el cam-
po analitico, series y polinomios hipergeométricos, ecuacién y funciones de Bes-
sel. Los capitulos IV y V se refieren a los problemas de contorno para las ecua-
ciones diferenciales lineales; estando destinado el primero con prefgrencia a
las ecuaciones del segundo orden, el otro a las degorden cualquiera. El capitu-
lo VI trata de las propiedades de las ecuaciones a coeficientes periédicos y ca-
siperiédicos. Termina el volumen un indice de los autores citados y otro indice
analitico, también ordenado frecuentemente por los mombres de los autores a
los que se atribuyen los teoremas o las teorias, y bastante extenso para permitir
al lector una completa orientacién sobre el contenido del libro.

El libro de F. Tricomi, sobre el mismo tema de las ecuaciones diferenciales,
tiene orientacién conceptual muy distinta, constituyendo, casi en su totalidad,
més bien un complemento del anterior que una sobreposicién. Nos gusta indi-
car esta caracteristica con las mismas palabras del autor: ‘‘Un libro como
éste puede proponerse dos distintos fines, no féciles de conciliar: o bien quiere
ser una obra de consultacién posiblemente completa y con muclas indicaciones
bibliograficas, pero con inevitable fragmentariedad, o bien ser principalmente
obra de cardcter didéctico, en condicién de guiar al lector nuevo con el argu-
mento para formarse una idea no superficial de los problemas y de los métodos
de la teoria de las ecuaciones diferenciales, que es una de las mis importantes
de todo el analisis. El presente tratado, nacido en la escuela, se pone decidi-
damente en el segundo punto de vista...’’. En efecto el criterio que guia las
teorias consideradas es el de que, puesto que el problema de la efectiva inte-
gracién por funciones elementales es generalmente insoluble, se tendrd que bus-
car en las ecuaciones mismas las propiedades que interesan d= las soluciones.
El primer capitulo estd destinado al teorema de existencia y unicidad de las
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soluciones de un sistema mnormal de ecuaciones del primer orden, por determi-
nados valores iniciales (método de la aproximaciones sucesivas). El segundo
capitulo da cuenta de las formas caracteristicas de las curvas representativas
de las soluciones de una ecuacién diferencial del primer orden (curvas que
el autor llama las caracteristicas de la ecuacién) como se pueden estudiar por
las propiedades de la funcién f(#y), segundo miembro de la ecuacién, resuelta
respecto de la y’. El tercer capitulo, considerando en particular las ecuaciones
de segundo orden lineales, ensefia las principales transformaciones (transform.
en autoadjunta, transformacién de Priifer), los teoremas de comparacién (Sturm)
y trata de los problemas al contorno, autovalores y autofunciones; el cap. IV,
rvefiriéndose todavia a las ecuaciones del segundo orden, trata del comporta-
miento asintotico de las soluciones y hace aplicacién a los polinomios de La-
guerre y de Legendre; el cap. V se dirige al caso analitico, considerando par-
ticularmente las ecuaciones lineales y los puntos singulares de las soluciones. En
apéndice se recuerda una notable transformaecién debida a G. Fubini de la
cecuacién diferencial lineal del segundo orden en ecuacién integral de primera
especie del tipo de Volterra.
B. LEvi

BENIAMINO SEGRE. Lezionti di geometria moderna, Vol. I, Fondamenti di geometria
sopra un corpo qualsiasi, Bologna, Zanichelli, 1948, pag. 195.

Algebra y geometria han sido consideradas a menudo como dos ramas dis-
tintas de la matemética, casi dos formas en mutua oposicién, naciendo la pri-
mera de una concepeién discontinua del universo que se concreta en la opera-
cién de contar, la otra naciendo de las elementales operaciones instrumentales
como la antepuerta de la fisica. Hoy dia, y quizd no hoy solamente, sino desde
la méis antigua fundacién de la mateméatica, la verdad se presenta como radi-
calmente distinta, reduciendo la diferencia entre las dos ramas posiblemente
o nada mis que a distintas representaciones y a distintos lenguajes. Por esta
razén, los modernos desarrollos del adlgebra, encaminada a hacerse siempre més
formal, siempre més analitica en la separacién de las hipétesis que permiten
establecer las propiedades fundamentales de las operaciones aritméticas, se han
reflejado en los Gltimos decenios en algunas extensiones o exposiciones de al-
gunos capitulos de la geometria algebraica, asi que Beniamino Segre estima
venido el momento de reunir en tratado, como dice el titulo, los fundamentos
de la geomelria sobre un cuerpo cualquiera, anunciando de préxima publica-
cién otros dos volGmenes, respectivamente sobre la geometria proyectiva no li-
neal y sobre los invariantes por transformaciones birracionales. Queremos ano-

-tar también, suscribiéndola, la advertencia del autor de que ‘‘a los grandes mé-
ritos de la nueva orientacién podria sin embargo ir asociado un peligro en el
caso que una excesiva ‘abstraccién en los conceptos y en los procedimientos
demostrativos viniera a limitar la fantasia creadora... cerrando la intuici6én
entre aridos esquemas’’; y en este caso quizd podamos también invertir los pa-
peles y buscar las razones del dlgebra moderna en el anilisis de los fundamen-
tos de la geometria proyectiva y de la geometria algebraica de fines del siglo
pasado.
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Las primeras 78 pAginas del libro ofrecen, en rdpida sintesis, las mocio-
nes fundamentales del 4lgebra moderna, definiciones y propicdades operacio-
nales de grupos, anillos, cuerpos, ete. Las 100 paginas siguientes corresponden
a2 la parte més propiamente geométrica del libro. Se define primero la mno-
ciébn de espacio lineal, en forma analitica, como un sistema de elementos en
correspondencia biunivoca con los complejos de n coordenadas homogéneas per-
tenecientes a un determinado cuerpo de nlimeros; por cuanto no se supone
que este cuerpo sea conmutativo, la homogeneidad tendrid que definirse por la
invariancia del punto al multiplicar todas las coordenadas por un mismo fac-
tor a derecha o bien a izquierda; se tienen asi dos tipos de espacios derechos
e izquierdos. Las definiciones y propiedades de los espacios subordenados no
difieren substancialmente de las conocidas por la ordinaria geometria anali-
tica; sin embargo una particularidad se presenta para la razén doble que, en
el caso de que el cuerpo base no sea conmutativo, no tiene valor univoco, sino,
para una determinada cuaterna de puntos, puede tomar todos los valores trans-
formados- de un mismo por multiplicacién, a la derecha y a la izquierda, por
an par de nGmeros reciprocos. A la nocién de espacio lineal se opone la de
espacio grdfico, definida por verificarse las generales propiedades de pertenen-
cia de la geometria proyectiva; aqui viejos estudios sobre los fundamentos que
remontan a 50 y méis aflos ensefian que estas propiedades no son suficientes
para identificar el espacio grifico con un espacio lineal, sino que es necesario
agregar el llamado postulado de Fano que afirma la existencia de 3 puntos
distintos sobre una recta, y la sumersién del espacio en unc¢ tridimensional.
La postulacién de la propiedad del hexdgono de Pascal separa el caso en
que el cuerpo base sea conmutativo del caso general. En el § 16 se desarrollan
ahora las propiedades fundamentales de las correspondencias proyetivas, don-
de repetidamente el cso de que el cuerpo base tenga caracteristica 2 se dis-
tingue notablemente del caso gemeral. En el dltimo parrafo (§ 17) se exponen
algunas caracteristicas interesantes de los espacios finitos.

B. Levi

Corris PrA, Velocidad de la luz vy relatividad, con un apésrdice contenien-
do las memorias originales de Arago, IFizeau y Foucault. Espasa-Calpe Ar-
gentina. Coleccién de historia y filosofia de la eciencia, pag. 296.

Uno de los grandes méritos del ing. C. Pla como historiador de la fisica
es su amplisimo conocimiento de las fuentes y su.interés para considerar con
mAs detenimiento la evolucién de las ideas que la material sucesién de hechos,
descubrimientos y teorias. La luz, el hada maravillosa que sobrentiende a to-
dos nuestros conocimientos y a todas nuestras alegrias, por su naturaleza in-
material ha despertado desde la mis remota antigiiedad la imaginaciéon y la
reflexién del hombre y del sabio negéndose ella a descubrir en ninguna parte
el enigma de las més sorprendentes aparencias y obligindolo a las méis atrevi-
das inducciones e hipétesis; es pues argumento bien difno para semejante in-
vestigacion histériea.
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Una vez que fué seguro que la luz, cada luz, se origina en algtn lugar,
aun extremadamente lejano, se impuso al hombre la pregunta del tiempo que
tenia que necesitar para cumplir el viaje, y cuando el filésofo antiguo afir-
mé la velocidad infinita, es probable que no le atribujera a este infinito mayor
determinacién que de no-medible; méas creible por contrario que tuviera el sen-
tido actual del infinito es la afirmacién cartesiana; pero propiamente enton-
ces la observacion sistematica de los.satélites de Jipiter, hecha posible por el
telescopio de Galileo, lleva a Roemer a demostrar la velocidad finita. Pero
i(como demostrar? No mas que como la explicacién mis eémoda y sencilla para
poner de acuerdo un hecho de observacién con una hipétesis astronémica —
el movimiento de la Tierra— por tan largo tiempo contrastada. Y he alli que
otro hecho astronémico, la aberracién estrellar de Bradley viene a acomodarse
en la misma explicacién, La demostracién simulténea de ambas hipétesis queda
asi asegurada. Pero no basta; empiezan entonces las mediciones terrestres, Fi-
zeau y Foucault; ellas confirman la induceién astronémica, y enseiian también
que esa velocidad estd influenciada por la materia y por sus movimientos. Las
mediciones se repiten, se hacen mis finas y mis exactas y las desviaciones de
las nuevas medidas de lo lgicamente esperable vienen a incidir sobre la teoria;
las leyes de la composicién de las velocidades, que al principio ofrecian la base
més sélida de las deducciones, parece que vienen a faltar, Al mismo tiempo el
sabio ha tomado la costumbre de dudar sobre el sentido de sus palabras; la
fisica se hace axiomditica y epistemolégica y la teoria de la relatividad ofrece
una explicacién por lo menos provisional de las distintas comprobaciones. ;Se-
r4 explicacién suficiente? ;o seri mecesario poner en cuenta un estancamiento
en el torrencial correr de la luz o la expansién del Universo?

El lector encontrard en el libro de Cortés Pla muchas noticias y datos
numéricos y experimentales, mucha bibliografia, indice de los mnombres con
fechas de actuacién, y todo los auxilios que hacen una obra al mismo tiempo
literaria y cientifica, interesante y atil.

B. LEvI

J. D. H. DONNAY. Spherical Trigonometry after the Cesaro Method. (1945,
83 pags.).

El autor dedica este pequeiio libro a la memoria de Giuseppe Cesaro
(1849-1939), ecristalégrafo y mineralogista, Profesor de la Universidad de Lie-
ja, con quien planeara el mismo hace aiios.

Puesto que es mneecesario para el desarrollo del método, se hace una expo-
sicién elemental de la proyeccién estereografica de la esfera probandose las
tan conocidas propiedades tocantes a la proyeccién de una circunferencia de
la superficie esférica y a la conservacién de los dngulos.

En seguida, trabajando sobre la esfera de radio r — 1, se obtiene la pro-
yeceién, sobre el plano del ecuador, de los dos triingulos siguientes: uno,
esférico (euleriano) con vértice (4) en el polo opuesto al centro de proyeccién
y el otro, el correspondiente tridingulo de las cuerdas. De la proyeccién del primero



se deduce que la proyeccién del segundo tiene por éngulos: 4, B — — y C
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El autor llama ‘‘tridngulo de los elementos’’ de Cesaro, relativo al vér-

tice 4, al tridngulo rectilineo semejante a la proyeccién tultimamente descrip-

- a b ¢ c b 1
ta y que tiene por lados: sen §; sen 9 cos 3 y sen 5 cos 5 Si se
aplican estas conclusiones al tridngulo que completa el huso esférico de é&n-
gulo B (o C) se obtiene el ‘‘triangulo derivado’’ de Cesaro, también relativo
al vértice A. Los respectivos tridingulos de elementos y derivado se obtienen
para los tridngulos polares de los anteriores y por substitucién ciclica se ob-
tienen los correspondientes tridngulos relativos a los vértices B y C. Todos
-estos son los tridngulos ‘‘claves’’.

Las férmulas de la trigonometria esférica se obtienen ahora ripidamente
aplicando las férmulas de la trigonometria plana a esos tridngulos rectilineos.
Es esta una ejercitacién casi constante de t. p. y justamente hace notar la
bondad del método propuesto: con muy poco esfuerzo se obtienen las analo-
gia de Neper, de Delambre, varias expresiones para el cilculo de ¢, ete. El
tridngulo esférico rectingulo es caso particular.

Los problemas numéricos se resuelven aplicando céleulo logaritmico (con
férmulas adecuadas) y con méaquinas de calcular.

La obrita estd complementada con bastantes ejercicios propuestos y otros
-desarrollados en el texto.

Creemos oportuno destacar la elegancia del método empleado, asi como
el reducido esfuerzo que exige al estudiante para la obtencién de las férmulas
-de la trigonometria esférica suméndose el hecho de adquirir el conocimiento de
la proyeccién estereogrifica de la esfera. .

E. O. Ferrari

Beppo LEvi, Leyendo a Euclides, Editorial Rosario, Rosario 1947.

Es bien sabido que los Elementos de Euclides' constituyen la obra cumbre
-de la matemética antigua. Ninguna obra ha perdurado tanto tiempo sin perder
actualidad, ha ejercido tanta influencia sobre las generaciones sucesivas, ni ha
‘sido tan estudiada, analizada, comentada y discutida como los Elementos. To-
davia hoy su lectura es altamente recomendable para todo cultor de la ma-
temética. Sobre todo si, prescindiendo de los detalles de muchas demostra-
-ciones, corolarios o definiciones, se considera el profundo significado de la
obra en su conjunto, como obra global, como esfuerzo insuperable del pensa-
‘miento para poner orden a los conocimientos mateméticos de una época y pre-
parar bases firmes para su desarrollo ulterior.
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Si esta lectura es recomendable, una obra que guie al lector, mostrindole
los puntos de verdadera trascendencia de la misma, la esencia de muchos teo-
remas y la importancia que tuvieron en el desarrollo posterior de la mate-
mitica, el porqué de ciertas definiciones y postulados y de ciertas demostra-
ciones que podrian hoy parecer engorrosas y de féacil simplificacién, viene a
ser un complemento de insuperable utilidad. Este es el objeto principal del
libro ‘‘Leyendo a Euclides’’ de Beppo Levi. Salvo ecasos concretos cuya ex-
plicacién detallada sea imprescindible para comprender o aclarar mejor el pen-
samiento. de Euclides, no deben buscarse en el libro los pormenores de las de-
mostraciones ni el enunciado de todos los teoremas de los Elementos. Es més;
de los 15 libros que componen los Elementos, se comentan tnicamente con aten-
cién los que tienen verdadera importancia conceptual, pasando con rapidez
sobre los que pueden considerarse como meras aplicaciones de ideas directri-
ces anteriores. .

Naturalmente que el hacer esta selecciéon y esta puesta de relieve de los
puntos esenciales de los Elementos, sin perder ni por un momento la unidad
directriz que preside el pensamiento de Euclides, no era tarea féacil. Se ne-
cesitaba para ello un temperamento en el que coincidieran profundos y vastos.
conocimientos mateméticos, un agudo espiritu ecritico y un dominio perfecto
de los llamados ‘‘fundamentos de la mateméatica’’, punto en que esta ciencia
se enlaza con la logica y la filosofia. Todas estas cualidades es bien sabidg que
pertenecen, y tal vez caracterizan, al prestigioso autor del libro que resefiamos.

Dado el fin perseguido, el libro no ha resultado un libro de pura matema-
tica. Expresa claramente el autor que tal fué efectivamente su propésito al
emprender el trabajo ‘‘que en mi pensamiento seria completamente perdido si
llegara a ser comsiderado de matemético para mateméticos, si no pudiera cau-
tivar la atencion de lectores precisamente no mateméiticos’’. Y, efectivamente,
cualquier lector, con solo los conocimientos de la ensefianza secundaria y un
poco de atencién, puede seguir los conceptos del libro. Y no hay duda de que
también cualquier lector, lo mismo el de tendencia matemética, que el de for-
macién filoséfica, que el pedagogb y aun el historiador, encontrari en él ideas.
interesantes, horizontes nuevos y puntos de vista de siingular atraccién.

El libro consta de 5 capitulos que constituyen la parte propiamente dedi-
cada a los Elementos, mis una interesante introduccién, bastante extensa, ti-
tulada ‘‘La geometria y el pensamiento soerdtico’’ que sirve para situar al
lector en el ambiente matematico y filos6fico griego de la época en que los:
Elementos fueron eseritos.

Se ha discutido mucho acerca de quien fué Euclides, la época exacta en
que vivid y aun si realmente es un personaje distinto de otros que aparecen
en la historia de la ciencia griega. Dado el plan perseguido en ‘‘Leyendo a
Euclides’” esta es una cuesti6n secundaria: ‘‘lo que interesa es la obra, obra
que por la unidad del concepto que guia su formacién es la obra de un hom-
bre, sea cual sea, Euclides o Theetetes’’. Analizando, con ecitas textuales y
precisas, diversos pasajes de los Didlogos de Platén, va descifrando el autor el
grado de evolucion de los conocimientos matemiticos y filoséficos de la épo-
ca, para poder colocar en el tiempo y en el espacio el punto aproximado en
que los Elementos pudieron aparecer. No hay duda de que los Elementos, con-
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siderados no como un resumen’ de reglas pricticas, sino como un admirable
ejemplo de hasta donde puede llegar la capacidad razonadora del hombre, ne-
cesitaban de cierta madurez filoséfica y aun de cierta preparacién moral para
entender la importancia y significado de un ‘‘inGtil monumento deductivo, que
no tiene otro fin que el de alegrarse al mirar como parece la realidad plegarse
para hacerse espejo de la invencién abstracta’’, preparacién moral que ca-
racteriza las ensefianzas de Soécrates. Partiendo de esta influencia de las doe-
trinas socriticas sobre el ambiente de la época, y de otros detalles pasados en
parte generalmente por alto, se inclina el autor a colocar a Euclides, o por lo
menos a los Elementos, aunque su editor pudiera ser posterior, antes del siglo
IV a. de J. C, con preferencia sobre las sugestiones de Proclo, que lo co-
loea alrededor del afio 300 antes de J. C.

Entrando propiamente en el anélisis de los Elementos, trata el Cap. I de
¢‘Definiciones, postulados, nociones comunes. La teorfa de igualdad’’. TLos
Elementos, primera obra de construcei6n axioméitica, se basan sobre ciertos
principios que se clasifican en definiciones, postulados y mnociones comunes,
cada uno con su aleance y significacién especifica que en este capitulo el autor
aclara y puntualiza. Este bagaje axiomético es aplicado en seguida al trans-
porte de segmentos y de 4ngulos, para pasar a la teoria de la igualdad. En
cada caso el profesor Levi hace atrayentes observaciones sobre el porqué del
camino seguido por FEuclides, camino que a veces puede parecer complicado
y antinatural, pero que casi siempre se justifica no perdiendo de vista el plan
superior de la obra.

El Cap. II se titula ‘‘La suma de los &ngulos de un tridngulo y el
postulado V’’. El postulado V es el famoso postulado de las paralelas de la
geometria elemental. Este capitulo permite al autor relacionar la obra de
Euclides con los trabajos posteriores sobre las geometrias no-euclidianas, lla-
mando la atencién de ecomo el mismo Euclides retrasa en todo lo posible la
utilizacién de su postulado V, procurando por largo trecho arreglar sus de-
mostraciones de manera que este postulado no sea necesario.

El Cap. III se titula ‘‘El 4lgebra geométrica y la teoria de las propor-
ciones’’. Se considera en él la manera como son tratadas en los Elementos
las ideas de equivalencia de figuras planas, el dlgebra de segmentos y razomes
entre magnitudes. Lo primero da motivo a interesantes observaciones relacio-
nadas con los puntos de vista modernos de la misma teoria y lo mismo el con-
cepto de proporeién segtn Eueclides, cuestién intimamente relacionada con el
concepto de nlmero irracional.

El Cap. IV trata de ‘“El método de exhaucién’’ que queda establecido en
la primera proposicién del libro X de Euclides y que es de importancia funda-
mental en toda la teoria de voldimenes.

En el dltimo eapitulo, titulado ‘‘Los libros aritméticos’’ (del VII al X)
se llama la atencién sobre diversos puntos y sobre la ordenacién de los mismos,
asi como sus relaciones con las maneras como son generalmente expuestos desde
el punto de vista moderno. .

Advierte el autor al principio que para seguir més provechosamente el
libro seria conveniente que el lector tuviera a la vista una edicién de los Ele-
mentos. Sin embargo esta condicién, desde luego conveniente, no es ni mucho
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menos necesaria. Los enunciados de interés han sido reproducidos textualmente
con una traduccién lo mis fiel y literal posible, de manera que el lector puede
seguir y adquirir una visién total del pensamiento de Euclides y del autor con
s6lo la lectura de la obra que resefiamos.

El estilo en que estd escrito el libro puede de primera intencién chocar
al lector que pretenda leerlo rdpidamente, sin tener en cuenta la caracteristica
del autor de cuidar sobremanera todo detalle, dando siempre un sentido bien
preciso a cada palabra y a cada frase, lo que no le impide muchas veces utili-
zar un atrayente estilo figurado o una florida forma simbélica.

Termina el libro con una nota bibliografica sobre las distintas ediciones
de los Elementos y de critica con ellos relacionada. Ademés, esparcidas en el
texto se encuentran con frecuencia citas valiosas de obras o trabajos, a veces
poco conocidos, de acreditados especialistas.

L. A. Santalo

G. S. BrRowN - D. P. CAMPBELL. Principles of Servomechanisms. Dinamics and
Synthesis of closed Loop Control Systems. J. Wiley and Sons. New York,
1948, pag. 400.

Los autores, respectivamente director del Laboratorio de servo-mecanismos
y profesor asistente de ingenieria eléctrica en el Massachussetts Institute of
Technology entienden con este libro poner al servicio de los interesados los
conceptos y las experiencias adquiridas en un curso de un semestre que ellos
dictan para graduados; ellos se dirigen por tanto a estudiosos de ingenieria
eléctrica, meednica, aerondutica, quimica, y también a alguno que se interese
simplemente en el aspecto tedérico de los sistemas de control automéitico, dando
particular importancia a la sintesis dindmica y la explicita resolucion de los
problemas mds bien que al analisis intuitivo y experimental de los sistemas.
La parte matemitica, aunque muy extensa, esti contenida dentro de limites
preferentemente elementales, evitando, en particular, todo problema de mecani-
ca no-lineal; ella utiliza por lo tanto esencialmente la resolucién de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes, para la cual expone en un pri-
mer tiempo los métodos clasicos, luego, y con preferencia, los que aplican la
transformacién de Laplace, y, en todos los casos resumiendo el procedimiento
en reglas préicticas de aplicaciéon automética.

He aqui el indice de los capitulos: 1) Descripeién del argumento. 2) Diné-
mica de los sistemas elementales de control. 3) Aplicacién de la transformacion
de Laplace a la determinacién de la respuesta instantinea. 4) Respuesta sinu-
soidal en los circuitos cerrados. 5) Diagramas, circuitos equivalentes y diagra-
mas por secciones (block diagrams). 6) Introduccién a la sintesis determinan-
do la constante de utilizacién k. 7) -Métodos para la sintesis de la funcién G:
coordenadas lineales. 8) Métodos para la sintesis de la funeién G: coordena-
das logaritmicas. 9) Sistemas sometidos a disturbios miltiplos. 10) Estudio
experimental de los servomecanismos. 11) Método para aproximar la respuesta
instantdnea por medio de la respuesta en frecuencia. El libro termina con una
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tabla de valores de la funcién , una coleccién de problemas, indice ana-

litico, y blibliografia.
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