










































































































Las “ Mathematicae Notae” publican artículos, cuestiones, ejercicios, so­
luciones y correspondencia. La resolución de las .cuestiones propuestas será pu­
blicada en números sucesivos de la revista al cabo de un tiempo razonable, a jui­
cio del Director del Instituto, para obtener contestaciones de los lectores; de 
las cuestiones publicadas bajo el título de ejercicios la dirección se reserva la 
decisión, en cada caso, de publicar o no las respuestas.

A fin de año se adjudicarán dos premios:
1*? Por concurso entre alumnos de la Facultad que contesten satisfactoria­

mente a cuestiones, problemas o ejercicios.
29 Por concurso entre todos los demás lectores del país o del extranjero 

que contesten en modo acertado a los mismo^.
Los premios consistirán en tratados de extensión cultural o libros de espe- 

cialización.
Las soluciones deben ser entregadas al Instituto en redacción clara y en ho­

jas distintas para cada cuestión, problema o ejercicio. En cada hoja deberá se­
ñalarse el nombre del autor; los alumnos de la Facultad indicarán el año de 
estudios que cursan en la misma y, los de primer año, además la escuela media 
de la cual provienen. Estos elementos serán tenidos en cuenta para el juicio, con­
juntamente con el valor intrínseco de las soluciones y la forma expositiva de las 
mismas, dándose por la Dirección la máxima importancia a la disposición por la 
cual se compararán sólo alumnos de igual preparación.
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ISAAC NEWTON Y EL BINOMIO

La primera vez que los estudiantes de matemáticas se en­
cuentran con el nombre de Newton es cuando, en los cursos 
de enseñanza secundaria, aprenden la famosa fórmula del bi­
nomio. Se trata de la fórmula que permite expresar la poten­
cia de una suma como suma de productos de po­
tencias de los sumandos.

En los cursos elementales se supone el exponente m en­
tero y positivo y el desarrollo consta entonces de un número 
finito de términos: es un polinomio. Pero los estudiantes que 
han llegado ya al cálculo infinitesimal saben que la fórmula 
del binomio sigue valiendo para exponentes cualesquiera, con 
la sola diferencia de que el desarrollo adquiere entonces infi­
nitos términos: es una serie, de la cual hay que considerar, 
además, las condiciones de convergencia.

.Con el simbolismo actual, la fórmula del binomio de 
Newton se escribe

(]a-\-b)m =
am + ('") am "i b + ('“) am-s 62 + ... 4- (™) 6» 4-. . . (i)

siendo
m m—i

= —X------- X
I 2

m—2 x.. .x m—(n—i) 
n (2)

La expresión (i), teniendo en cuenta los valores (2) de 
los coeficientes, vale para un exponente real cualquiera; sólo 
hay que observar que para m entero y positivo los coeficientes

son todos nulos a partir de n m, mientras que en los de­
más casos no hay ningún coeficiente que sea cero y por tanto 
el número de términos del segundo miembro de (1) es infinito.
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Para el caso de ser el exponente m entero y positivo, 
la fórmula (i) era ciertamente conocida mucho antes de New- 
ton, por lo menos como regla práctica para calcular los coe­
ficientes de las potencias sucesivas (m = i, 2, 3, !±,....), las 
cuales, por otra parte, podían obtenerse también mediante 
cálculos algebráicos elementales.

La Encyclopaedie der mathematischen Wissenschaften, 
I A 2, Kombinatorik (Netto), cita Brigs (Arithmetica loga- 
rithmica, London, 1624) como la primera publicación donde 
se encuentra la regla del binomio para exponente entero y po­
sitivo, pero reconoce que Miguel Stifel (en su obra Arith- 
mética íntegra, Nuremberg, i544) debió haber conocido la 
regla práctica para el cálculo de los coeficientes de las poten­
cias sucesivas. Más tarde, B. Pascal en el Traité du triangle 
arithmetique, redactado en i654 y publicado en- i665, estudia 
los coeficientes binomiales por su significado combinatorio y 
recuerda que ellos son los mismos números que van apareciendo 
en las bases sucesivas de sus triángulos aritméticos. La edición 
francesa de la misma Enciclopedia (Encyclopédie des Sciences 
M\athematiques, t. II, vol. 2, fase. 1, pág. 34) recuerda, más 
precisamente, que Stifel en la obra citada, indica sin demos­
tración un teorema equivalente a la fórmula recurrente

o - rn+(r.1)
y Briggs, en la obra Trigonometría. Britannica redactada alre­
dedor del año 1600 y publicada por H. Gellibrand en i633, 
trae una fórmula equivalente a 

(3)

de cuyas fórmulas se deduce inmediatamente la expresión (2) 
para los coeficientes de los términos del binomio.

Ugo Cassina en «Storia del triangolo Aritmético» (Bolle- 
tino di Matemática, Año 1923) después de admitir la posibili­
dad de que algunas propiedades del triángulo aritmético
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fueran y a conocidas por Euclides, cita que, con ligeras varian­
tes, dicho triángulo se encuentra ya en la obra «El valioso es­
pejo de los cuatro elementos» del autor chino Tscjiu-schi-kiii 
(año i3o3) y más tarde .en una aritmética del alemán Petrus 
Apianus, editada en 1027. Pero el propio triángulo aritmético 
en la forma antedicha, que se atribuye generalmente a Pascal, 
se encuentra en el General trattato dei numeri e delle misure 
(Venezia, i556) de Nicoló Tartaglia y precisamente en una 
forma tal que no puede caber duda de que dicho triángulo ser­
vía de regla para obtener los coeficientes del desarrollo del bi­
nomio, pues al lado de cada línea horizontal figura el nombre 
que en aquel tiempo se daba a las sucesivas potencias (x), (2).

(*) Estos nombres eran sucesivamente: censo, cubo, censo censo, primer 
relato, censo cubo, segundo relato, censo censo censo, cubo cubo, censo primer 
relato, tercer relato, cubo censo censo, etcétera.

(2) Una sugestión para juzgar sobre el grado de estos conocimientos en 
aquellos tiempos podemos encontrarla en el siguiente particular que tiene por si 
mismo un interés histórico. En los Cartelli di Matemática Disfida de Ludovico 
Ferrari y Nicoló Tartaglia (I sei Cartelli di Matemática Disfida primamente 
intorno alia generóle risoluzione delle equazioni cubiche di Ludovico Ferrari 
coi sei contro-cartelli in risposta di Nicoló Tartaglia, comprendenti le soluzioni 
de’ quesiti dall’una e dall’altra parte proposti. Raccolti, Autografati e Pubbli- 
cati da Enrico Giordani, Milano 1871) este último propone a su competidor de 
dar reglas para extraer las raíces 5, 6, 7, 11, de un número (II Cartello, Rispo­
sta. Quesiti 22, 23, 24, 25). En su contestación (V9 Cartello, pág. 47) Ludovi 
co Ferrari cita a Miguel Stifel como el autor de haber enseñado a extraer esta 
suerte de raíces, pero en modo obscuro, por lo cual él considera conveniente 
extenderse en particulares, principalmente para los dos últimos casos. El mé­
todo usado por Ferrari se basa precisamente sobre los desarrollos de las corres­
pondientes potencias del binomio y los coeficientes de los términos sucesivos se 
dan para cada caso sin mayor explicación; únicamente para el caso del exponen­
te 11 observa que Aquesta estratione de radici, ha alcuni numeri peculiari, come 
ciscuna dell’altri” y estos números peculiares son, precisamente (salvo un cierto 
número de ceros que Ferrari añade por comodidad de operar en su caso particu­
lar) los coeficientes binoniales de la potencia 11. Si se considera que el cono-
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Todo lo dicho prueba, por tanto, que no pertenece a New- 
ton la prioridad de la fórmula del binomio para m entero y 
positivo, prioridad que probablemente tampoco se atribuyó 
nunca él mismo (3). En cambio, para el caso general de ser el 
exponente m un número fraccionario y aún real cualquiera, 
el mérito parece corresponderle íntegramente.

El objeto perseguido por Newton en los trabajos que, ac­
cidentalmente, le llevaron a la fórmula del binomio, era el de 
obtener reglas que le permitieran la cuadratura de curvas de 
cualquier tipo. La idea básica consistía en desarrollar en serie 
la ecuación de la curva, para poder obtener entonces la expre­
sión de la integral (cuadratura) como suma de las integrales 
de los términos sucesivos.

Parece ser que los métodos empleados por Newton para 
obtener el desarrollo en serie de tipos muy generales de expre­
siones algebraicas llegaron, por intermedio de H. Óldemburg (4) 
a oídos de Leibniz, el cual, en carta fechada el día 3o de mar­
zo de 1676 escribía al mismo Oldemburg preguntándole por 
más detalles acerca de ellos (5).

cimiento tan solo del primer coeficiente (siempre igual al exponente de la 
potencia) habría conducido, imitando la regla de extracción de la raíz cuadrada, 
a operaciones probablemente más simples, se puede argumentar que en la época 
de Ferrari (la fecha del Cartello es de octubre de 1547) no era conocida la 
regla de hallar los sucesivos coeficientes a partir cada uno del anterior. Puede, 
por tanto, atribuirse a Briggs, no el primer conocimiento de la fórmula del 
binomio, pero sí la regla expresada por (3).

(3) Es curiosa la observación hecha por Newton, la cual muestra en cierta 
manera el interés del tiempo por los juegos de números, de que las filas su­
cesivas del triángulo aritmético, o sea los coeficientes del desarrollo del bino­
mio, forman en conjunto las cifras de las potencias sucesivas de 11. Así: 11° 
= 1, ll1 = 11, ll2 — 121, ll3 — 1331, ll4 — 14641. Naturalmente que para 
exponentes superiores a 4, al aparecer números de más de dos cifras, la regla 
debe modificarse.

Ver Isaaci Newtoni Opuscula, Collegit partimque Latiné vertit ac reeensuit 
Joh. Castillioneus. Tomus Primus. Lausannae & Genevae, Apud Marcum-Mi- 
chaelem Bousquet & Socios. MDCCXLIV. Pág. 329.

(4) H. Oldemburg, que servía de intermediario entre Newton y Leibniz, na­
ció en Bremen en 1626 y murió en Charlton, cerca de Greenwicli, en 1678. Fué 
cónsul de Alemania en Londres y miembro de la Sociedad real de Ciencias de 
Inglaterra, teniendo a su cargo durante varios años la publicación de los Philo- 
sophical Transactions de dicha Sociedad.

(5) Dice la carta: “Seribis clarissimum Newtonum vestrum habere Metlio- 
dum exhibendi Quadraturas omnes, omniusque curvarum superficierum et Soli-
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Enterado Newton de estos deseos de Leibniz, no tiene in­
conveniente en escribir a Oldemburg una carta célebre, de 
fecha i3 de junio de 1676 (6), en la cual aparece, por primera 
vez, la fórmula del binomio para exponente racional cualquiera.

El enunciado del teorema que expresa la fórmula del bi­
nomio está expuesto al comienzo de la carta con las siguientes 
palabras:

«Las fracciones se reducen a series infinitas por división 
«y las cantidades radicales por extracción de raíces, instituyen- 
«do estas operaciones sobre las expresiones algebraicas como 
«suele hacerse para los números decimales. Estos son los fun- 
«damentos de tales reducciones.

«Pero las extracciones de raíces se abrevian mucho por 
«el siguiente teorema:

m—zn 
3n CQ +

«donde — puedo ser entero o fraccionario, positivo o nega­
tivo» (7).

Las letras A, B, C,. . . representan, cada una, el término 
— 7)1

que precede a aquél en que ella figura. Así A = P n , B = —A Q,

C = — 11 B Q. etc. Esta fórmula (4) es la fórmula del bino-
2R

mió en la forma dada por Newton por primera vez.

dorum ex revolutione genitorum Dimensionis, et Centrorum gravitatis inventionis, 
per appropinquationes scilicet, ita enim interpretor. Quae Metliodus si est uni- 
versalis et commoda, meretur aestimari; nec dubito fore ingeniosissimo Auctore 
dignam”. Loe. cit., p. 300.

(®) Loe. cit., p. 307.
(7) “Fractiones in infinitas Series reducuntur per Divisionem; et Quanti- 

tates Radicales per Extractionem Radicum: perinde instituendo Operationes 
istas in Speciebus, ae institui solent in Decimalibus Numeris. Haec sunt Fun­
damenta harum Reductionum.

Sed Extraetiones Radicum multum abbreviantur per lioc Theorema... ’
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En esta primera carta, Newton no da, ni demostración, ni 
justificación alguna de como ha llegado a establecer su fór­
mula. Se limita a añadir, a continuación del enunciado, que 
«Por lo demás el uso de la regla se pone de manifiesto con 
ejemplos» (8) y expone 9 ejemplos, algunos de los cuales re­
producimos literalmente por curiosidad histórica:

x± ( xQ 5 x8
8 c3 c5 128 c1

pues, en este caso, es P = c2, Q
x2
—m = 1, n = 2. 
c2

C5
c^x-\-x'5

I

5 x4 1 2 5 a?9
si x es muy pequeño; el se-

habiendo puesto en la fórmula general m=i, n = 5,

Q =----- ----- . Poniendo, en cambio, P = — x5, Q =

2 c8 x2-]-^ c9 a?-|-c10 
+

III. 3 - = A' (y3—a2y) 3 = N
y y3 — a2 y

+... ) , habiendo puesto P = y3, O

P = c*> 
c^x-j-c5
---X5

I 
vale (c5 -\~c^x — a?5) 5 = — x-\- 

+ . . . . El primer caso se eligirá 
gundo si es muy grande (9).

(1 , «2 ( u4 1 7«s
\y

> —

1 3 y3 
a2

1 9 y5 81 y7

n == 3.• //6 y2 — 1,

: e2
di 81 dí

1

V. El método permite obtener las potencias enteras. Por ejem-

(8) “Ceterum usus Regulae patebit Exemplis”.
(9) Es notable esta observación de Newton. Aunque no expone en ninguna 

parte condiciones de convergencia de sus desarrollos, vemos como se preocupa 
de elegir los términos P y Q de manera conveniente.
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n= i. Queda (d-f-e)5 = d5 + 5e-|- iod3e2-|- iod3e2-(-5

Esta primera carta mencionada de Newton contiene, ade­
más, ciertos métodos para el cálculo de soluciones numéricas

mentos de determinadas curvas algebraicas. El método que uti­
liza para el cálculo aproximado de las raíces de una ecuación
consiste en ir obteniendo su desarrollo en serie en función de 
los coeficientes, por un procedimiento que en el fondo equivale
al de los coeficientes indeterminados. Por este mismo camino 
da también algunos ejemplos de inversión de series.

Enterado Leibniz de la carta anterior, contesta a Oldem- 
burg (carta fechada el 27 agosto de 1676) agradeciendo el ha­
ber sido hecho partícipe de tan interesantes resultados de New­
ton «de cuyo ingenio son dignos». Sin embargo ruega de insis­
tir sobre Newton por si tuviera a bien explicar con más de­
talle ciertos puntos de la carta mencionada, en particular «el 
origen del teorema enunciado al principio», refiriéndose al teo­
rema del binomio.

Transmitidos a Newton, siempre por intermedio de Oldem- 
burg, estos deseos de Leibniz, contesta en una segunda carta 
célebre, de fecha 2/^ octubre de 1676, en la cual expone en 
manera curiosa, y sin duda bien artificial, como ha llegado 
a la fórmula del binomio. Es la siguiente:

Desde hacía unos pocos años habían sido dadas por Wa- 
llis (10) las expresiones de las áreas limitadas por las curvas de 
ecuación y = (i—a?2)m, siendo m entero y positivo, com­
prendidas entre las ordenadas o? y o. Estas expresiones, para 
los primeros valores de m son, como se sabe,
m — o, área = x

m = 1,

m = 2,

área = x — —- x3 -|- — x5------ir7
3 1 5 7

(10) En su Arithmetica, Infinitorum, publicada en 1656.



las áreas de

pectivamente i •

sucesivos nume-

Por tanto, el área limitada

i

i

IT"
i

" 8 ’

las expresiones 
i, 3, 5, 7, . . .

Los denominadores de los coeficientes de
(5) se observa que van siguiendo la progresión 
y en cuanto a los numeradores se van obteniendo por los pro­
ductos sucesivos de la expresión

por (i — x2^2 será

A partir de estas fórmulas, dice Newton: si en lugar de //? 
entero, tomamos por ejemplo los números racionales de deno- 
minador 2, o sea | / ,2 ... bastará interpolar en las expre- 

siones anteriores. El primer término es siempre x. Para los 
segundos términos se observa que están en progresión aritmé­
tica y por tanto deberá interpolarse por proporcionalidad. De 
esta manera

3 o 5 o-- x3 2 x¿
—o , X — g—

m—o m—i m—2 m—3 
-------X------ x—v~X—T-X...1234

Cuando m es entero esta sucesión de productos se ter­
mina y las expresiones (5) tienen un número finito de térmi­
nos. Sin otras consideraciones, añade Newton: la regla se 
aplicará también para las series interpoladas, y así, por ejem- 

1
pío, para el caso del círculo (1—x2)2 , siendo el segundo

L x3
término —

— x3
2

los dos primeros términos de las expresiones de 
1 3 5

(1 — x2)2 , (i — x2)2 , (i — x2')2 ,. . . serán, res-

2 x3
X--  —, X

_JL_ -r5 JL_ 'r?
8 16

5

•A/ J
——, habrá que poner m=—y los 
3 2

1 —1
radores irán siendo — X —-----2 2

J-_o
2__ _ J

3 16 ’

Sigue Newton observando que si en lugar de considerar las
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áreas limitadas por las curvas de ecuación y=(i—x2)m se 
consideran los desarrollos

(i — ^2)0 = i

(i — a?2)1 — i — x2

(i — x2y¿ — i — 2 x2 -|~ x4

(i — a?2)3 = i — 3 x2 -|~ 3 a?4 — x6

se observa que los coeficientes de estos desarrollos son los nu­
meradores de los coeficientes de los desarrollos (5) de las áreas 
correspondientes. Análogamente, los coeficientes de los desa- 

i 3
rrollos de las expresiones interpoladas (i—a?2)2, (i—a?2)3, 
en general de (i—«a?2)™, serán los numeradores de los coefi­
cientes de los desarrollos de las áreas correspondientes, o sea, los 

n , m—i m—2 m—3
productos sucesivos de la sucesión m ><------ X —o— X —y—X • . .2 3 ¿|
Como ejemplos cita Newton los siguientes:

(i — a?2)3 = i
1
2 16

XG —

3 3 3 I
(i ----X2) 2” = I ^+8 'T‘4_ !______ X6 . . .

2 i6

(i
i I I 5

---- X2)3 = i a?2------
9

7*4_______ XG . . ,
3 •x- „

8i

a?4 — xG sX •••

Para comprobar estas reglas da, siempre en la segunda 
carta citada, únicamente dos razones. La primera consiste en 
observar que multiplicando la expresión i---- — x2----|-a?J—

---- — xG. . . por sí misma, según la regla de multiplicación de 

polinomios, se obtiene efectivamente i—x2; también multi­

plicando tres veces la expresión i-----x2— —
3 9

ee obtiene i — x2.
La segunda justificación se aplica nada más al caso de
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J 
exponente — y consiste en observar que, efectivamente, los 
coeficientes dados para dicho desarrollo son los mismos que se 
obtienen al extraer la raíz cuadrada de i — x2 por el método 
aritmético representado en el siguiente esquema (que repro­
ducimos exactamente de la carta de Newton):

iiiI — X2 (I------ x2---- — X1 -— — X6
2 8 10

I
o—X2

Una vez obtenido el desarrollo de (i—x2)m, menciona 
Newton como puede obtenerse el desarrollo de expresiones aná­
logas. Por ejemplo, para el desarrollo de la expresión general 

(a±b)m bastará escribir (a-^b)m = am (i¿—)w y poner

También observa Newton (n) que la regla del binomio sirve 
para desarrollar potencias de polinomios y pone el siguiente ejem-

I / X¿ rpío: para desarrollar I a2 —ax -]---- se pondrá a2 — ax = z2

(X^ \ 1 x^ x^
z2 -]---- ) * = z-\------------ --------- ...; basta entonces

a 7 2 a z 8 a2 z%
substituir las potencias (positivas o negativas) de z por sus 

i
desarrollos a partir de z = (a2 — ax)2 .

Al final de la segunda carta Newton observa también, sin 
justificación alguna, que su fórmula es aplicable incluso para 
exponentes irracionales, y pone el ejemplo de (ad/2 -f-x^7)f2A.

(u) En la segunda carta, loe. cit., pág. 340.



Aun cuando, evidentemente, el rigor formal que se exigía 
a las demostraciones algebraicas de aquel tiempo no puede 
compararse con el actual, hay que pensar sin embargo que New- 
ton, al proporcionar únicamente razones que hoy diríamos ser 
a lo sumo de un valor heurístico, tuviera el propósito de 
ocultar el verdadero camino por el cual habría llegado a con­
vencerse de la seguridad matemática de la fórmula del bino­
mio, la cual es posible que hubiera efectivamente entrevisto a 
través del método señalado de interpolación. Hay que recordar 
la costumbre común en el siglo anterior de mantener seme­
jantes secretos científicos, que posiblemente no había desapare­
cido completamente, y el mismo Newton, en la citada segunda 
carta a Oldemberg oculta lo esencial de sus propios procedi­
mientos por medio de un anagrama (12).

Puede ser por tanto interesante buscar, en la misma obra 
de Newton, alguna sugestión para establecer una hipótesis ra­
zonable acerca de los fundamentos ciertos de la fórmula en 
la mente de Newton. El Prof. B. Levi me indica en este sentido 
que una dirección posible sería la basada en las siguientes con­
sideraciones.

Se observa que Newton conocía la fórmula de derivación 
xm = m xrn~1x ; para m entero la demostración, que nosotros 
damos a menudo independientemente de la fórmula del bino­
mio, para Newton se obtenía aplicando dicha fórmula o tan 
solo el segundo término de ella, que era bien conocido (13).

(12) 1. c. pág. 335. — ‘ ‘ Fundamentum harum Operationum, satis obvium 
quidem, (quoniam jam non possum explieationem ejus prosequi), sic potius 
celavi 6a ce d ce 13e ff 7i 31 9n 4o 4q rr 4s 9t 12v x es decir: “El funda- 
mentó de estas operaciones, bastante obvio ciertamente, (por cuanto yo no 
puedo continuar en su explicación) encubrí pues así... ’ ’. Él anagrama está 
formado indicando para cada letra el número de veces que se encuentra en la 
frase que quiere significar; ésta era precisamente: Data sequatione quoteumque 
fluentes quantitates involvente, fluxiones invenire; et vice versa (Dada una 
ecuación incluyendo de cualquier modo cantidades fluentes, encontrar las fluxio­
nes; y vice versa).

(13) Ver, en la obra citada, el Opusculum II, Problema I “Data relatione, 
quam invicem liabent fluentes Quantitas, determinare Rationem, quae Ínter 
earum Fluxiones intercedit ’Si bien este opúsculo no se imprimió por primera 
vez hasta el año 1736, el manuscrito existía ya desde mucho antes y en parti­
cular el problema a que nos referimos era ya conocido de Newton en la época 
de la segunda carta a Leibniz, pues en ella (loe. cit., pág. 335) se hace refe-
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Para m número racional cualquiera, la fórmula era consecuen­
cia de la fórmula conocida para m entero y de su método gene­
ral do determinar la derivada de funciones implícitas definidas 
por ecuaciones algebraicas (u). Poniendo x=i-\-z, Newton 
podía escribir según esto, una fórmula equivalente a

y-(i+z)m=m(i+z)m-i
O,Z

m(I+2yn=(I+2)JL(I+2yn

Por otro lado, escribiendo
(i 4- ^)zn = i m z c2 z2 c3 z3 -|- . . .

y admitiendo la derivabilidad de la serie término a término, 
lo que desde luego Newton admitía, se obtiene

m m2 z -f- c2 rn z2 -|- c3 m z3 -p . . .
= m -|- (2 c2 + m) z -j- (3 c3 -|- 2 c2) z2 + (4 4" 3 c3) z3 + • •

e igualando los coeficientes homólogos resulta

m ck = (k + I) qp + k ck, ITi — k
Ck+1 = /■ . , c'--

que da la manera recurrente de obtener los coeficientes.
Puede notarse que esta demostración no pide que iyi sea ra­

cional, con sólo conocer la regla de derivación para un m 
cualquiera.

Durante más de un siglo la fórmula de Newton fué acep­
tada y aplicada ñor los analistas sin dar una demostración 
sólida. Unicamente después que Lagrange (i8i3) y Cauchy 
(1826) hubieron demostrado rigurosamente la fórmula de Tay- 
lor con la evaluación del resto, se tuvo el modo de darle de­
mostraciones completamente satisfactorias, que son esencial­
mente aquellas corrientes todavía en los tratados de Análisis.

Luis A. Sanfialó

rencia a dicho problema, precisamente mediante el anagrama citado en la 
nota (I2) 

,n(14) Por ejemplo, para hallar la derivada de x~¡T, Newton ponía xm — yn
y ™ 1.

y derivando obtenía mx^—^x — nvn~J y, de donde — = —xn
x n



SOBRE EL PROBLEMA N°. 6 (Año i, pág. 34)

Estudio acerca del péndulo de Foucault (1)

¿El problema propuesto era el siguiente:
Un punto de masa on está vinculado a moverse sobre un plano y es atraído 

liacia un punto fijo O del plano por una fuerza proporcional a la distancia 
mientras el plano rueda alrededor de un eje situado en el plano y pasante por 
el punto fijo O con velocidad constante.

Escribir las ecuaciones de la trayectoria sobre el plano (movimiento rela­
tivo) y discutir el movimiento.

í.— Tomamos en el plano un sistema de ejes coordena­
dos rectangulares haciendo coincidir el eje y con el eje de 
giro del plano.

El punto está solicitado por dos fuerzas:
Una proporcional a la distancia que produce una acelera­

ción cuyas componentes según los ejes coordenados son

ar = — Ax , ay = — A y,

donde A es una cierta constante mayor que cero.
La otra es la fuerza centrífuga debida a la rotación del 

plano y se sabe que produce una aceleración centrífuga en 
nuestro caso paralela al eje x cuyas coordenadas son 

donde T es el tiempo que el plano emplea en efectuar un giro 
completo.

Las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento se­
rán pues:

(*) Trabajo realizado en el Instituto de Matemáticas de Rosario.
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x = — (A — B) x

Resolveremos la (2); para la (1) el resultado será análogo. 
Se verifica fácilmente que dos soluciones particulares son

eos ÍAí sen VÁ-t

lo cual nos da como solución general

y = Cí eos /A ¿ + C2 sen ]ZA t

y si imponemos como condiciones iniciales que para t = o se 
verifique

y=)'o , y=vOy
resulta

y = y ocos A-1+sen 1 • (3)
1A

La (1) nos da análogamente

2. — Discusión

I) La (4) deja de ser válida si A = B. En este caso la 

(1) se reduce a x = o y su solución general es de la forma

x = Ct + C1
I

que es la ecuación de un movimiento uniforme sobre el eje x. 
Por las condiciones iniciales antes establecidas, resulta

a? = Vqx t ~i~ ^0 •

El punto (x, y) resulta animado de un movimiento pro­
gresivo en la dirección del eje x y periódico en dirección de
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y; la trayectoria oscila entre dos paralelas simétricas respecto 
del éje x puesto que de la ecuación (3) resulta que los valo­
res de y correspondientes a dos tiempos t y t —|— tt : A tie­
nen mismo valor absoluto y signos contrarios. También se de­
duce fácilmente que la trayectoria corta al eje x a intervalos 
de tiempo iguales a ti : /A, y a distancias iguales a ^V0¡r : / A.

ox

II) Si A<B; VA —B = i ]B —A; (B —A>o). La (4) 
nos da:

,  y ____
x = Xq eos i ]B — A t i °x. sen i \B — At 

]/B—A
que se puede escribir también

or = a;0Ch ]ÍB^A t — - ' "r . Sh^B -At.
yB—A

Aplicando las fórmulas de Euler se obtiene fácilmente

e —y#—A t  
(xo —

El primer término del segundo miembro tiende a cero 
cuando t—>co. El segundo término mantiene invariable su sig­
no y crece indefinidamente en valor absoluto con t. El mo­
vimiento resultante es análogo al del caso anterior, pero ahora 
las distancias entre los puntos de intersección de la trayectoria 
con el eje x no son constantes sino que crecen con t; cuando 
t es tan grande que se pueda despreciar e —V#—A t estas dis­
tancias se aproximan a los términos de una progresión geo­
métrica cuya razón vale e71: 71.

III) Si A^>B las fórmulas (3) y (4) representan dos 
movimientos armónicos ortogonales de distinto período y am­
plitud.

Pongamos Í~A = p j^A — B = X es decir
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Las componentes de la velocidad son

x = — XqX sen X t VOx eos X t

y = — y0 p sen p t + JzOy eos p t.

De estas fórmulas resulta que y e y vuelven a tomar 
sus valores iniciales cada vez que el tiempo se encuentra au­
mentado en un valor

2 ti n
L.=— (n entero).

P

Análogamente x y x vuelven al valor inicial después de 
un tiempo

2 tí m
( m entero).

Por consiguiente para que el móvil vuelva a tener la po­
sición y velocidad iniciales deben ser m y n tales que tr —t2 
o sea

2 tt rn 
~ X

2 ti n
P

m X
n p

Pueden presentarse dos casos:
n) p es un número racional: En este caso expresando p 

como fracción irreductible pongamos

Para realizar la anterior condición es necesario y suficiente que 

m =q p , n = q q (q entero).

El movimiento resultante es por lo tanto periódico y el valor 
del período se obtendrá haciendo q = i.

7 _ 2 71 Q _ 2 71 p
p X



Estudiemos el caso particular en que X = p. Se verifica 
evidentemente que p = q = i y el movimiento tiene por pe­
ríodo T — 2 ti : X = 2 ti : p; pero entonces debe ser 

lo cual significa que la fuerza centrífuga es nula y ello se 
verifica si el plano no gira.

Para estudiar la forma de la trayectoria distingamos se­
gún sea V0 = o ó E0~/-o. En el primer caso las ecuaciones 
del movimiento se reducen a

x = Xq eos X t ; y = y0 cos ¿

que representan una oscilación armónica sobre la recta de 
ecuación

x_^x^
y .Yo ’

Lo mismo ocurre cuando V0~/^o y su dirección pasa por el 
origen; en efecto, en este caso

Voz * Voy — • ^0 —

y las ecuaciones del movimiento resultan

x = x0 (cos X t -j- k sen X t)

y = y0 (eos X t + k sen X t).

Consideremos finalmente el caso general en que VQ~/-o 
y su dirección no pasa por el origen. Vamos a demostrar que 
la trayectoria es entonces elíptica; para ello mostraremos co­
mo, mediante una transformación de coordenadas, las ecua­
ciones del movimiento toman la forma

Y = Vsenfp (¿ + 8)]

X = M cos [p (í + e)]
(5)

que corresponde precisamente a una elipse cuyos semiejes es-
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tán orientados según los ejes X e Y y cuyas longitudes son 
M y N respectivamente. Las fórmulas que vamos a obtener 
nos serán útiles también para los desarrollos sucesivos.

Pongamos

X

puesto que X = p tendremos

F1

x = xQ eos p t + w sen p t
(6)

y — yQ eos p t -|- v sen p t.

Una rotación de los ejes nos lleva de estas ecuaciones a las 
siguientes:

X = x eos 9- — y sen 9*
=(xq eos 3- — y0 sen 3*) eos p t (w eos 9' — v sen fr) sen p t

Y = x sen 9* y eos 9-
= (xq sen 9* -j- y0 eos 9*) eos p t -|- (w sen 9' -|- v eos 9*) sen p t

(6’)

donde 9- es el ángulo de rotación por ahora indeterminado.
Supongamos que se haya determinado 9- de tal modo que 

sea

w eos 9* — v sen 9- —sen 9' .Yo cos 91)
Xq cos 9* — y0 sen 9' w sen 9- -|- v cos 9-

para eso bastará que

2 (wr4-a?oyo)

y02 — xQ2 v2 — w2 (7)

Si entonces elegimos un ángulo s tal 'que

— tgpe = c,

las ecuaciones (6’) toman la forma:
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sen [p (í + e)]sen p £

y haciendo

M
COS p £ sen p £

xQ cos — y0 sen O'
(7’)

se obtienen las ecuaciones (5) de la elipse; el ángulo O' que 
los ejes de la misma forman respectivamente con los ejes coor­
denados viene dado por la expresión (7).

6) p es un número irracional: En este caso no se puede 
expresar p bajo la forma p = p:q y el movimiento resul­
tante es casi - periódico. Esto significa que el punto después 
de cierto tiempo vuelve a posiciones y velocidades tan próximas 
como se quiera a las que corresponden a cualquier posición 
tomada anteriórmente pero sin pasar nunca dos veces por la 
misma posición con la misma velocidad.

Nos proponemos determinar el casi-período o sea el tiem­
po necesario para que el móvil, después de recorrer su trayec­
toria, se encuentre dentro de un entorno dado del punto que 
ocupaba en el instante t animado de una velocidad que se apro­
xime a la que tenía en ese instante en un valor dado. Natu­
ralmente este casi - período variará con la anchura de los in­
tervalos de aproximación.

Recordemos las ecuaciones del movimiento

x — xQ eos Xt-\-w sen X í 

y = y0 cos M v sen p t

x = — x0 X sen X t -f- w X cos X t 

y = — y0 p sen p t v p cos p t.
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Pongamos también:

xi= xocos ~FT) + w sen x (z t)

.yi = yo cosn(/-H) + usenF*(í + T)

x± = — x0 X sen X (í -j- T) + w X cos X (í T)

yx = — y0 |a sen p (í + t) -|- v p cos p (í + r)

Mostraremos que se puede hallar un valor de t para el cual

x± <l £x , y yx £y y y^ <T by : x x± b^ ,

donde exí ey, bT, by son valores pequeños dados.
Aplicando conocidas fórmulas trigonométricas se deduce:

valoresLas cantidades entre corchetes son acotadas y sus 
absolutos menores respectivamente de

2(W+Iwl)> 2 (lyol.+ |w|), 2X(|x0|+|w|), 2 n(|y0|+|«|)-

T

2
T

2
T

2
T

2

Si pues, indicamos con r un número mayor que todos 
esos números y con e un número <Z £x, £y, bx, by bastará que 
sea

I T I 6 I T I £sen X — , sen p — <' —. (8)
2 I r I 2 I r

Señalemos con un número positivo suficientemente pe­
queño para que sea

8
sen 2 ti & O- .

r
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Vamos a demostrar que se pueden determinar dos núme­
ros enteros KL y K2 y un número t tales que

+ (9)4 71 4 71

será entonces

/ T( sen X 
' I 2

sen p-^~ I ) < 
2 1 7

sen 2 ti

y por lo tanto se realizará la (8). 
Las relaciones (9) equivalen a

9 > ( X T |
4 Til

Ahora bien, recordemos que siendo p irracional admite un 
desarrollo en fracción continua ilimitada. Si Pn : Qn es la 
reducida enésima se sabe que 

y sustituyendo p por su valor X : p,

x n r xq„-

Como se sabe los números 0n tienden a 00 con n y por lo 
tanto se encontrará uno tal que:

1 $\
xq;Mi ’ p

tomando = Pn , K2 = Qn, resultará pues

i K2 \ $ \
X li ' ' Vx ’ p

y bastará elegir t de manera que t : 471 esté comprendido en­
tre K± : X y K2 ; p para asegurar que en ese instante el móvil



se encuentra en las condiciones de velocidad y posición que 
habíamos propuesto. Evidentemente siendo infinitos los pares 
(Pn, Qn) = (7¡L1, #2)’ l°s valores de t que satisfacen esta con­
dición llenan un sistema infinito de intervalos espaciados en­
tre sí.

3. — Es importante observar que el instante t puede ser 
cualquiera, pues, no ha influido en nada en el razonamiento; 
ésto equivale a decir que el móvil al cabo de cierto tiempo 
finito t recorre una trayectoria tan próxima como se quiera 
a otra recorrida anteriormente.

Vamos a demostrar que a pesar de ello el lugar de las 
posiciones ocupadas por el punto llena con una densidad tan 
grande como se quiera un área determinada cuando el tiempo 
crece indefinidamente.

Demostraremos para ello que las intersecciones de la tra­
yectoria con una paralela cualquiera a uno de los ejes consti­
tuyen un sistema de puntos denso sobre cierto segmento de 
dicha recta. El área de que se habla será el lugar geométrico 
de estos segmentos.

W
Si en las ecuaciones de la trayectoria ponemos —= 

x0
— tg X <p; — = — tg p 4>, por medio de una conocida trans­

jo
formación trigonométrica se obtiene:

a? = «cosX

y = b eos p (í +

donde

eos X cp eos p ó

Considerando la recta paralela al eje x de ecuación y = ylf 
ella es cortada por la trayectoria en los instantes t± tales que

y1 = &cosp.(í1 + x>).

Si indicamos con t*± una solución cualquiera de esta 
ecuación todas las demás están incluidas en la fórmula
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Reemplazando en (io) se tiene

a?! = ¡a eos [2 p k n -|~ X (í*x ~j- <p)]

y si, para simplificar la expresión, ponemos X (í*x-|~<p) =9- 
resulta

¿c1 = i(zcos(2 pfcji-j-fr) • (I2)

Dando a k valores enteros cualesquiera esta fórmula nos da 
una sucesión de valores de x comprendidos todos en el in­
tervalo (—

Notamos enseguida que nunca se podrá obtener dos veces 
el mismo valor porque, llamando k± y k2 a los correspondien­
tes valores de k, sería

eos (2 p kr n -|- &) = eos (2 p k2 n $)

decires

2 p A?i = 2 p + 2 Ti,

(fct, k2, h enteros)

lo cual es imposible puesto que p es irracional.
Ahora bien, al desarrollar p en fracción continua teníamos

h
k± — k2

y multiplicando ambos miembros por 2 n

Pongamos



oomo Qn crece indefinidamente, será |e| tan pequeño como 
se quiera. Si en la expresión (12) hacemos k = rQn con 
r= 1, 2, 3, ... tenemos que

2fc7tp = 2Qnrp7T = 2rPn7i + re

y, siendo rPn un número entero, los valores sucesivos de xx 
que se obtengan haciendo variar r serán:

•a?/1) = a eos (e ft), a?/2) — a eos (2 e ~F >
a?/3) =« eos (3 e-j-ft),... etc.

y haciendo s convenientemente pequeño obtendremos puntos 
de intersección de la trayectoria con la recta con una densidad 
tan grande como se quiera dentro del segmento (—• 
Haciendo variar arbitrariamente el valor dentro del inter­
valo (—6 , —6) este segmento describe el rectángulo compren­
dido entre las paralelas a los ejes definidas por las ecuaciones 
x=a,x=—a ; y=b , y=—b; este rectángulo constituye preci­
samente el área llenada por la trayectoria con una densidad 
tan grande como se quiera.

Con análogo razonamiento se demuestra que las intersec­
ciones de la trayectoria con cada una de las rectas paralelas al 
eje y, de ecuación x=x± (donde —constituyen un 
sistema de puntos denso en el intervalo (—b, -j-6) de dichéi 
recta.

ú. — Este problema puede considerarse como una esque- 
matización parcial de la conocida experiencia del péndulo de 
Foucault.

En efecto, siendo el péndulo muy largo en relación a la 
amplitud de la oscilación, puede considerarse que su extremo 
se mueve sobre un plano tangente a la tierra, atraído por el 
punto de contacto de este plano según las leyes del movimien­
to armónico.

Pero como la tierra rueda alrededor de su eje, este plano 
tangente se desplaza. El desplazamiento instantáneo puede des­
componerse primero en una traslación paralela a la tangente 
al paralelo geográfico más una rotación alrededor de un eje 
paralelo al eje terrestre y pasante por el lugar de la experien-
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cia. La primera, tratándose de una traslación paralela al mis­
mo plano de movimiento, no tiene influencia dinámica. Queda 
por lo tanto solo por considerar la rotación: ésta se descom­
pone todavía en una rotación alrededor de la tangente al me­
ridiano y otra alrededor de la normal al plano. La primera 
se compone con el movimiento armónico mencionado ante­
riormente dando lugar a un movimiento como aquel conside­
rado en el problema. La segunda no produce reacción de víncu­
lo y se traduce simplemente en un desplazamiento del eje de 
rotación.

Nos proponemos escribir las ecuaciones diferenciales del 
movimiento aparente del péndulo respecto a los dos ejes vin­
culados a la tierra constituidos por la tangente al paralelo y la 
tangente al meridiano (eje de rotación instantáneo del plano).

El problema consiste pues en escribir la expresión de la 

derivada P del punto en función de la posición P del mismo 

y eventualmente de su derivada P y del tiempo t.
A este objeto recordemos que vale la relación

P (í) =iím x 3)
h —>■ O

Siendo fijado el instante t, tenemos que suponer conoci­
da la posición inicial P (í).

Para determinar P(t-]~h) notemos que la nueva posi­
ción del punto se debe al movimiento instantáneo resultante de 
la atracción del punto O (origen de cordenadas) y de la ro­
tación del plano alrededor del eje y.

Pero al final del pequeño tiempo h, los ejes a los cua­
les queremos referirnos no son más los iniciales x e y sino 
las nuevas posiciones de la tangente al meridiano y al paralelo 
por efecto de la rotación del plano alrededor de la normal. 
Por lo tanto debemos aplicar a las coordenadas de P (t 
la transformación correspondiente.

Las ecuaciones que definen el movimiento en el plano son, 
de acuerdo a lo que hemos visto anteriormente,

x = Xq eos X t -L- w sen X t x = — X sen X t -|- w X eos X t ,

y = y0 eos p. t v sen p í y — — yQ p sen p t -}- v p eos p t
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Como hemos dicho suponemos conocida la posición ini­
cial, es decir al instante t,

(i5)

Considerado el instante t como origen de los tiempos, 
es decir haciendo en lo que sigue t = o, se obtiene de (i4), 
al cabo de un tiempo pequeño h y despreciando infinitésimos 
de orden superior:

xfl = x -\-Xw h xh = x — X2 xh

yh=y+v vh

que nos dan la posición y velocidad al cabo de dicho tiempo h.
La rotación del plano alrededor del eje normal se traduce 

en un giro del sistema de referencia representado por

x = y sen ce t -f- x eos a t
(17)

y = y eos ce t — x sen ce t

donde ce es la velocidad angular de la rotación.
Para un intervalo de tiempo infinitésimo h se obtiene, 

despreciando infinitésimos de orden superior:

(18)

y relacionando (16) y (18) obtenemos finalmente

P(í + 7z)

(i9)

P(í + 7i)-

yh=yh~xhah



donde, como siempre, hemos despreciado infinitésimos de se­
gundo orden.

A partir de este punto P (í-|-h) y con análogo razonamiento 
buscaremos el punto P(í-j-2h) que nos falta para aplicar 
la (i3). Llegaremos a una expresión análoga a la (19), pero 
ahora el punto de partida es el definido por las coordenadas 

xh e yh en lugar de x e y y las velocidades no son x e y 

sino Xjt e y¡t dadas precisamente por la (19).
Haciendo pues en dicha expresión las sustituciones seña­

ladas llegamos a

P (¿4~ 2 ty
J'2A = y + 2 (y — xa) h— y + 2xa-L-ya^ h2

x2h = x -|- 2 (x-\-y a)h — (X2 x — 2 y ax a2) h2
(20)

sin despreciar en este caso los infinitésimos de segundo orden. 
Aplicando finalmente la (i3) tenemos

A este paso al límite corresponden los infinitésimos des­
preciados a largo del cálculo; si se hubieran mantenido ha­
brían desaparecido ahora como es fácil averiguar.

Finalmente vamos a determinar las constantes que figu­
ran en (21).

Siendo co la velocidad angular de la rotación terrestre y 
q la latitud del lugar, las componentes de dicha rotación se­
gún la normal al plano y según la tangente al meridiano son 
respectivamente:

a = co sen q , |3 = co eos q.

Por otra parte recordando la definición (nos 1 y 2) de 
X, p, A y B, y recordando también un cálculo que se hace en 
la teoría elemental del péndulo, tenemos
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donde g es la aceleración de la gravedad y l la longitud del 
péndulo.

Además

X2 = A --  B = - ---- $2= ^ — qj2 cos2

X2 —ct2 = — co2 eos 2 i| ; p2 a2 = -y co2 sen q

y bastará sustituir estos valores en (21) para tener las fór­
mulas definitivas. En concreto se tiene

03 86/100 Seg 1 ; 0 = 98ocm seg 2

y admitiendo que l esté comprendido entre io3 cm. y 1o4 cm. 
(el péndulo de Foucault era de 67 m. de'largo) se vé que los 
términos en co2 son despreciables en comparación con g : l (y 
lo serán tanto más cuanto menor sea la longitud del péndulo).

Notamos que despreciar co2 equivale a despreciar (32, es 
decir 110 tener en cuenta los efectos de la rotación del plano 
del movimiento alrededor del eje tangente al meridiano. Esto 
explica que se pueda aceptar la teoría elemental del péndulo 
de Foucault, en la cual se compone simplemente el movimien­
to oscilatorio con la rotación del plano tangente a la tierra 
alrededor .de la vertical del lugar.

En base a los resultados recién obtenidos las expresiones 
(21) toman la forma 

(22)

que es la misma que se encuentra (obtenida con otro procedi­
miento) en el tratado de P. Appell^).

(’) Traite de Mecanique Rationnelle. T. 2, pág. 288.



5. — Appell estudia las integrales de este sistema mediante 
algunos artificios relacionados principalmente con el signifi­
cado mecánico y dando importancia principalmente a las con­
diciones iniciales propias de la experiencia de Foucault. Noso­
tros nos proponemos estudiar las soluciones del sistema (22) 
desde el punto de vista de la teoría elemental de las ecuaciones 
diferenciales y bajo condiciones iniciales completamente ge­
nerales (2).

Para eso escribiremos las ecuaciones en la forma

X--  2CCV-I- A x = o
9/ I

y-]-2a¿c-|-Ay = o

habiendo puesto como antes cosenr| = a, g : 1 = A.
Pongamos ahora

x — C ert. , y = D ert

donde C, D y r son constantes por el momento indeterminadas. 
Para que el sistema (23) admita una solución de esta 

forma dichas constantes deben realizar las condiciones

(r2 4" A) C— 2 a r D = o
(a'i)

2 a r C 4- (r2 + A ) D = 0

que se obtienen simplemente 
piones de x e y.

Para que existan valores 
tema debe verificarse que

sustituyendo en (23) las expre- 

de C y D que realicen el sis-

r2 + A

2 ix r

(2) Reproducimos también del tratado de Appell la siguiente bibliografía 
de estudios del péndulo de Foucault, que no liemos podido consultar: Sparre, 
Mém. de l’Académie de France (Savants étrangers) (1891) y Anuales de la 
Société Scientifique de Bruxelles (1890-1891); E. Cotton, Anuales de la Fa­
culté de Sciences de Grenoble T. XXI, 1909.
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es decir

(r2 —|—A)2 —4 ar2 = &, r2A = -^i 2 ar, 

o sea

r2 i 2 a r -j- A = o.

Resolviendo esta ecuación de 2o. grado en r obtenemos 

r = 2b a l" i V— a2 — A = ^b ¿ (a i a2) 

y poniendo para abreviar

<p = /A 4- a2 + a , — /A a2 — a,

obtenemos para r los cuatro valores

7*1 = *? , r2==— iq , r3 = i^ , r± = —iA>

Para cada uno de estos valores de r las ecuaciones (24) 
se reducen a una misma, por lo cual

D = r2 + A
2 a r C

es decir, según el caso,

D A — cp2 
2 a i cp

c D = ±
A — ^2
2 a i

C.

La solución general de (23) vendrá dada por la combina­
ción lineal a coeficientes indeterminados de las cuatro solu­
ciones así determinadas:

2 a
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Poniendo

Ci + C2 — --  C2 —--  í ^2 i

^3 + — ^3
las ecuaciones (20) toman la forma real

Si todavía ponemos

*4
F = _tgn n3

k2
K±~ tgT ■’

v notamos además que, por la arbitrariedad de las constantes 
Kt, K2, K3, K±, podemos considerar Kt : eos y y K3 : cosí) co­
mo nuevas constantes arbitrarias que podremos indicar por 
Aq y ^2 respectivamente, la solución del sistema (23) tomará 
finalmente la forma

x — eos (cp í + y) 4~ k2 eos 14~ h)

6, — Vamos a analizar este resultado poniéndonos en las 
condiciones físicas del n°. 4; en primer lugar tendremos que 
despreciar los términos en por lo que será

<p = Va —¡—ct , ]/A— a

A — cp2 \A. 4* A — y A <p
2 a <p cp yA’ 2 a ó y a

y la solución (26) se reduce a
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x = kr eos (<p t 4“ y) k2 eos (4> t + h)

ó tD
— — —z Zqsen (cp í4“Y) Jr~^=k2sen (ib í-|-q) 

i A r A

Siempre teniendo en cuenta que a es un número pequeño 
estamos además autorizados a despreciar, en una primera apro­
ximación, productos de la forma ax siempre que r repre­
sente un tiempo bastante corto (que por ahora dejamos inde­
terminado). En estas condiciones nos proponemos estudiar la 
curva (27) a partir de un instante arbitrario tt y durante un 
intervalo (¿i, ¿i 4~ T*), suponiendo que para o<CT<CT* sea 
permitida dicha aproximación.

Poniendo en (27) í = í1-j_T, se desarrollan fácilmente 
los cálculos teniendo en cuenta que, en la aproximación ad­
mitida, senccr = o, coscct=i. Si, para abreviar, ponemos

kr sen (cp ¿14- y) + k2 sen t± -|- q) = h
k± eos (cp 4 4- y) + cos *i + ñ) = /
Aq sen (<p 4~ y)— 7¿2 sen (t|> ¿i 4”H) = m (28)
kt cos (? ¿1 + Y) — ^2cos ñ) — H

lzg : Z^/A = p

resulta finalmente

x = f cos p t — h sen p r
(29) 

a a
y = (— m 4--- h} cos p t 4- (— n 4---- /) sen i1 T

Comparando con la expresión (6) del n°* 2 se reconoce 
que la curva representada por (29) es una elipse y el tiem­
po periódico de su recorrido es

C/'
I

2 ¿OO

2 71T= —

Observando que entonces

T- I H
864oo | g



puede efectivamente considerarse despreciable en comparación 
con las demás constantes físicas del problema podemos decir 
en conclusión que el péndulo a partir de un instante cualquie­
ra recorre con bastante aproximación y durante algunas osci­
laciones una elipse.

Evidentemente esta elipse, por ser solo aproximada, se 
deforma y desplaza al variar el tiempo t± de partida.

Para estudiar este desplazamiento volvamos a las fórmu­
las del n°. 2 que dan la posición y magnitud de los ejes de 
la elipse representada por (6); obtendremos los valores co­
rrespondientes a la elipse dada por (29) poniendo en lugar 
de xQ, y0, w, v, los valores

xQ = f, yQ =— m-\—h, w==- — h, v =— n-\---- f (3o).
p p

Resulta, despreciando siempre los términos en a2,
i .

xQ Yo w v = h n — f m

y$2—xQ2-\-v2—w2=m2—f2-\-n2—h2— — (mh-j-mf) p

es decir, por (28),

y0 w v = 2 Zq sen (—2 a Ij. H — y)

2 Ct
y02—x02-¡-v2—w2=—Z¡ Zq k2 eos (—2 a —y)------- (Aq2—k22)

p

y por lo tanto, sustituyendo en (7),

tg 2 &=tg (-2 a íi+n-Y) ------ a !----------- ■
I -I-----------------------------------------------

2p k1k2 eos (2 a Y — q)

Notamos que, siempre despreciando los términos en a2, 
el denominador en el segundo miembro se puede considerar 
de la forma

i+pa

donde p es una constante; por un simple cálculo se averigua



entonces que, siempre con la misma aproximación, la expre­
sión obtenida equivale a

tg2B' = tg(2 «^+29)

donde 2 Q es un ángulo constante de la forma y - 
Obtenemos así finalmente

- q e a.

B* = ex Q (3i)

es decir que los ejes de la cónica (29) giran con la velocidad 
constante a. Una vez determinado 9-, bastará sustituir en las 
fórmulas (7") para obtener también las longitudes M, N de 
los ejes de la elipse. Un cierto interés tiene el cálculo de la 
razón M : N. Resulta en efecto de las fórmulas citadas del 
11o. 2 que

M Xq eos 9- — y0 sen B- x0 — y0 tg B*
N w sen B* -|- v eos 6- v -}- w tg B*

relación que es susceptible de un mayor análisis si se tienen 
en cuenta las expresiones (3o), (3i) y las aproximaciones 
con que hemos desarrollado nuestros cálculos.

Finalmente si comparamos las expresiones (6’) y (17).. 
ambas representan una rotación de los ejes coordenados pero 

de sentidos contrarios; siendo B* = a, deducimos en conclu­
sión que mientras el péndulo recorre la elipse en un sentido, 
la elipse a su vez gira en sentido contrario.

Pedro E. Zadunaisky



EJERCICIOS Y PROBLEMAS
SOLUCIONES

N.° 7 — A partir de un valor arbitrario — a y siendo A una constante
dada, estudiar la sucesión Oj, a2, a3,.„ definida por

an+r +^L-A,
r

donde r es un número constante. Discutir los casos posibles según sea |r| ma­
yor, igual o menor que 1, indicando cuando dicha sucesión tiene límite. De­
terminar este límite.

Solución. Según la definición recurrente del enunciado, 
se tiene

— a

a aü:, = A --- --
¿ r

Sumando la progresión geométrica de razón---- — que apa­
rece en la expresión de y excluyendo por el momento el 
caso de ser r =—i, dicho término se puede escribir:

an
Ar . (—i)n 1 / a A \ 
I_|_r rn-2 \r 1Jrr)-

Las expresiones (i) y (2) de an se prestan a la discusión 
completa del problema.

Caso |r|^> 1. De la expresión (2) se deduce que la su­
cesión an es convergente, para n tendiendo a infinito, hacia el

límite Ar 
i+r*



— 96 —

Caso r=l. La expresión (2) se reduce a

«n= y+(_I)"”1 («-“-)•

ASi a~/~— los términos a„ toman alternativamente los va- 7 2 n
A 

lores {a2n = A— a, a2n-]~1==a. Para a = —todos los an son 
iguales a le ste mismo valor.

Caso r = —1. La fórmula (2) no es aplicable, pero 
la (1) nos dice que la sucesión de las an crece infinitamente si 
A 7 o. Si A = o, es constantemente an = a.

Caso |r|<71. La expresión (2) nos dice que la suce- 
ción de las an es divergente, tomando valores alternativamente 
positivos y negativos superiores a todo límite, excepto para 
él caso de ser a= en cuyo caso todos los an son igua­
les a este valor de a. ’

Soluciones parciales de este problema han sido enviadas por los Sres. Rai­
mundo Fajardo de la Facultad de C. Matemáticas de Rosario y Modesto Gon­
zález de San Luis.

N.° 11 — Hallar el radio del círculo para el cual a un arco de longitud 
dada, corresponde un segmento de área máxima.

Solución. El área del segmento de círculo de radio R 
cuyo arco correspondiente tiene la longitud dada a está dada 
por

S (7?) = — aR---- —R2 senx 7 2 2 R C1)

Esta fórmula vale lo mismo si el arco a es mayor que
una semicircunferencia, pues entonces 
en la fórmula anterior el signo — se convierte en -p como 
debe ser. Debemos hallar el máximo de la función S (R) te­
niendo en cuenta que por tratarse de segmentos propiamente 
tales, debemos suponer que el arco a es menor que una cir­
cunferencia, o sea

/

o < a < 2 ti R. (2)



La derivada del área S con relación al radio R, vale

y por tanto una condición necesaria de máximo es

Esta ecuación se realiza poniendo =o uno cualquiera de 
los dos factores del primer miembro, es decir o

o bien

eos w
a  a 

$R~[g^R' (5)

(2), que deConsiderando como incógnita —, se ve, por
estas ecuaciones habrá que considerar solo las soluciones po­
sitivas <^tí. En este intervalo la (5) no tiene evidentemente 
ninguna solución, porque en el primer cuadrante la tangente 
es mayor que el arco y en el segundo es negativa. Al contrario 
la (4) tiene evidentemente en este intervalo la solución

a ti r. a
2 , R=-—. .

Tí

Para los valores de R

R = — a GO271 Tí

obtiene respectivamente los valores de S

0 n2 a2
S=F 271 9 o(i).

O- El valor $ — 0 resulta inmediatamente del problema geométrico, por­
que cuando R —> oo el segmento circular se aplasta en un segmento de recta.
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Se sigue que en este intervalo de valores de R existe por 
lo menos un máximo del área S; y como encontramos una 
sola raíz de la derivada, ella debe corresponder a este má­
ximo, el cual constituirá la solución del problema.

Se confirma esta conclusión observando que para R = a:n 
la derivada segunda S" es negativa; en efecto:

/ y~)\ d i d i d /í*\
(R) =-- Sen ~R ' 7? C0S R "T” SerJL ]{

Concluimos que el radio del círculo para el cual es má­
xima el área del segmento correspondiente a un arco de lon­
gitud dada a es aquel para el cual la semicircunferencia vale 
esa longitud.

Una solución de este problema fue enviada por el Dr. Manuel Sadoski 
de Buenos Aires.

Si, al considerar la función (i), se desprecia su sentido 
geométrico que impone la condición (2), es evidente que ha-

La función (1) toma la forma indeterminada 00— co X o, lo cual hace menos 
fácil encontrar con el cálculo el valor verdadero. Para reducirse a una forma 
a la cual se apliquen las reglas ordinarias del cálculo, bastará escribir el 
segundo miembro de (1) en la forma

en la (1)

«3 a5

resulta

a3
i

2

en esta forma se ve en seguida que lim S (R) = 0. 
R—+ co

lo que lleva a calcular lim í sen x . Más cómodo es sustituir
a—>-o x2

misma en lugar de sen — los primeros términos del desarrollo en serie

a aa2 —-sen-^-

(i)2 ’



— 99 —

brá que considerar otras soluciones de las ecuaciones (4), (5); 
se ve inmediatamente que estas soluciones nunca hacen cero el 
valor (6) de S"(2); por lo tanto todas estas soluciones serán máxi­
mos o mínimos (relativos). Supongamos primero de conside­
rar sólo los valores positivos de a : R; se nota entonces que 
las soluciones de (4) son siempre representadas por los pun­
tos extremos del primer y tercer cuadrante, mientras las solu­
ciones de (5) son puntos internos a estos mismos cuadrantes; 
por lo tanto estas soluciones, ordenadas por valores crecientes, 
se presentan alternativamente las de las dos ecuaciones. Con­
cluimos que, para a : /?>o, las soluciones de (4) son todas 
máximos y aquellas de (5) son todas mínimos (3).

Finalmente notamos que, por lo dicho, en los puntos de 
máximo a : R es siempre múltiplo de n; por lo tanto la ex­
presión (i) se reduce a S(7?)=^-oR y decrece con R (es 

decir en cuanto crece a : %R); esto demuestra que los suce­
sivos máximos van decreciendo y que el máximo anterior­
mente considerado es máximo absoluto.

(El lector podría encontrar interés en dibujar la curva que 
representa la función S (fí) y determinar su tangente en el 
punto 7? = o).

Para los valores negativos de a : R la función (i) cam­
bia signo (es decir que (i) es función impar de a : 7?); el 
estudio hecho para a : fí> o informa luego completamente 
también sobre la otra rama de la curva; por efecto del cam­
bio de signo, los máximos y los mínimos se cambian entre sí.

(a) En efecto, realizándose (4), resulta S” (B) =—~ ; y realizándose 

(5)> »”W =
(3) Lo cual está confirmado por los valores de S” calculados en la nota 

precedente.



FLORES Y HOJAS
RESPUESTA

II. Donde está el error del razonamiento siguiente: Dos superficies alge­
braicas se cortan según una curva; consideremos una función trigonométrica 
del ángulo de los planos tangentes a las dos superficies en un punto variable 
de dicha curva, apta a caracterizar dicho ángulo (por ej. la tangente). El 
valor de esta tangente se vincula algebraicamente con las coordenadas de aquel 
punto variable; por el teorema fundamental del álgebra, existirá pues uno o 
más puntos de la curva que realizan el sistema de ecuaciones que se obtiene 
poniendo esta tangente igual a cero; es decir, que habrá siempre algún punto 
en el cual las dos superficies se tocan.

No habiéndose recibido hasta la fecha ninguna explica­
ción de esta aparente paradoja, la Redacción publica la si­
guiente.

Nada en el razonamiento está equivocado salvo la conclu­
sión. En efecto la afirmación de que los lados de un ángulo 
coinciden siempre cuando es cero su tangente es cierta solo en 
cuanto se admite hablar de elementos reales.

Sean (¿z b c) los coeficientes directores de una cierta di­
rección fija (en el lenguaje vectorial, sean las coordenadas de 
cierto vector); sean (? n í) los coeficientes directores de otra 
dirección variable; la condición jpara que la tangente (o el seno) 
del ángulo de las dos direcciones sea cero se expresa por

(<zq — b £)2+ (6<— cq)2+ (c£ —a<)2 = o.

Las rectas (£ q <) que pasan por el origen y hacen con la 
recta dada un ángulo de tangente 0 constituyen por tanto un co­
no. Se ve fácilmente que es precisamente un par de planos, los 
planos (imaginarios) que pasan por la recta dada y son tangentes 
al círculo absoluto.

En el dominio de los números complejos (y sólo en este 
dominio vale el teorema fundamental del álgebra que se apli­
ca en el razonamiento señalado), la condición de ser cero la 
tangente del ángulo entre dos planos (que es el mismo que el' 
ángulo entre sus normales respectivas) no incluye luego que los
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planos sean coincidentes — es decir, aplicando a los planos tan­
gentes a las dos superficies, que en el punto considerado estas 
superficies sean tangentes.

Por claridad, repetimos en forma completa el razonamien­
to que había sido propuesto y damos después la interpretación 
proyectiva de la conclusión exacta.

Dadas dos superficies

/(iyz)=o , g(xyz) = o, (i)

la condición para que los planos tangentes en un punto común 
(¡r y z) formen un ángulo de tangente nula, se expresa por

ef e(¡y | p/ of dg V
'ex oy ey dx' ^ey dz dz dy'

+(F?—F?-)’-0- w
(i) y (2) constituyen un sistema de tres ecuaciones algebraicas 
entre las tres incógnitas x, y, z, y, por las razones dichas en el 
enunciado de la cuestión, tendrán, en general, cierto número 
de soluciones comunes. La duda, que podría presentarse, de 
que el sistema fuese generalmente incompatible se excluye fá­
cilmente observando que, si así fuera, en los casos de realizarse 
la compatibilidad, deberían tenerse infinitas soluciones comu­
nes, de manera que la paradoja se presentaría nuevamente bajo 
otra forma.

Por lo tanto, como dijimos, el razonamiento es cierto hasta 
la afirmación de la existencia de un cierto número de puntos 
en los cuales el ángulo entre los planos tangentes a las dos su­
perficies tiene tangente trigonométrica — o.

Pasamos ahora a la interpretación proyectiva del proble­
ma. Dadas dos superficies S2, consideramos la superficie 
desarrollable de las tangentes a la curva intersección; ella corta 
el plano del 00 según una línea algebraica y de cierto orden v, 
la cual corta generalmente al círculo absoluto en 2 v puntos; 
para cada uno de estos puntos pasa una generatriz imaginaria 
de aquella desarrollable, recta de intersección de dos planos 
tangentes en el mismo punto, uno a y el otro a S2; estos 
dos planos son generalmente distintos; pero por dicha recta 
pasa un solo plano tangente al círculo absoluto. La razón do-
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ble de los primeros planos y de este, contado dos veces vale i, 
lo que es equivalente a decir que el ángulo entre los dos pri­
meros planos es o, sin que ellos coincidan.

Si las dos superficies Sx, S2 tuvieran un punto de contacto 
P, el plano tangente común en P se separaría, como parte ex­
cepcional, de aquella superficie desarrollable, con una cierta 
multiplicidad, dependiente de la naturaleza del contacto. Este 
plano tangente cortaría el plano del <x> según una recta que 
tendría que contarse (respecto al caso general) • como parte de 
la curva y; esta recta cortaría el círculo absoluto en dos pun­
tos a los cuales correspondería el mismo punto P de la curva 
de intersección. Esto demuestra que, en el caso de ser efectiva­
mente tangentes las dos superficies en algún punto P, el nú­
mero de los puntos imaginarios de la curva de intersección cu­
yos planos tangentes forman ángulo cero sin ser coincidentes 
se reduce en un cierto múltiplo de 2.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
PROPUESTOS

26. Si con n representamos un número entero cualquie­
ra (>o) el número (4+ j/To)n puede escribirse en la forma 
a —6 j/10, donde a y b son números enteros. Demostrar que 
a es siempre el número entero inmediatamente superior 
a 6/ 10.

27. Se considera la ecuación
#3-|~ (cc cz —p) x -j- (ya-|-b)3 = o,

donde a, 0, y, b son números reales y a un parámetro. Se 
pide caracterizar los valores de a para los cuales la ecuación 
tiene las tres raíces reales. Presentándose una distinción de

2

casos según los valores de los números ct, 0, y, b, dar ejem
píos numéricos.

28. Determinar las constantes A, B, C para que la ex-
presión

sen x (1—eos x) A B C1 -j- sen x í 3ltV X —
3tt------- —\ 2 / 2

tienda a cero cuando x tiende a — ti,



29. Dadas dos esferas exteriores una a la otra, encontrar 
sobre la parte exterior del segmento que une sus centros el 
punto tal que la suma de las áreas de los casquetes esféricos 
vistos desde él, sea un máximo. Tratar el mismo problema en 
el plano, considerando dos círculos en lugar de esferas.

30. Demostrar que si un punto cualquiera de una circun­
ferencia se une con los vértices de un polígono regular inscrito 
de un número impar de lados, y se consideran las cuerdas ob­
tenidas en su orden de sucesión a partir del vértice más pró­
ximo al punto considerado, la suma de las cuerdas de orden 
par es igual a la suma de las de orden impar.

31. Demostrar que la serie
0°

1 4- —- log n
' 71=1 721

es convergente para todos los valores de x. Dar acotaciones 
de la suma de la serie.

32. Se considera una barra rígida móvil sobre un plano, 
con la condición de tener sus extremos sobre dos rectas fijas 
de éste. Se pide el lugar de los centros instantáneos de rotación.

Suponiendo que el plano sea vertical y que la barra, sin 
peso propio, une dos puntos materiales de pesos dados, móvi­
les sobre las dos rectas dadas, se pide: i°. Determinar la 
posición de equilibrio de la barra; 20. Estudiar las pequeñas 
oscilaciones de la barra alrededor de esta posición.

CUESTIONES

5. En el artículo Isaac Newton y el Binomio de este mis­
mo fascículo de Mathematicae Notae. se recuerda un problema 
propuesto por N. Tartaglia a L. Ferrari consistiendo en la 
extracción de una raíz 11a. Con precisión se trataba de deter­
minar con la aproximación de 1/10 dicha raíz para el núme­
ro 999 999 999 999-

Se pide: i°. Determinar dicha raíz en la forma más rá­
pida suponiendo que no se dispone de tablas (en particular de 
tablas de logaritmos); 20. Resolver el mismo problema con 
5 cifras decimales exactas en la hipótesis de disponer de las 
tablas de logaritmos con 5 decimales. Se estimará una teoría
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general para la extracción de raíces de índice elevado de nú­
meros grandes, disponiendo de tablas de logaritmos con n 
decimales.

FLORES Y HOJAS

VI. Se pide la corrección del cálculo siguiente: Siendo 
m, p números enteros primos entre sí, m impar <2 p, se 
considera la integral

1 =

■ iog 
GO

2P k

—exp
k

’ mu i---- 711 -------

(zk+ijmni h,m 
2P

-- Jit ----- kíTlTíi ----- e 2p exp-------  
2?---------- k r P

i v (2k-+-i)mni .— -2 exp  -----— ------lim Ictó*
k ‘¿P

Las raíces del denominador son, como se sabe (1),

^ = €XP (^+yL) (fc = O,I,2,..,2p-í),

y por tanto, descomponiendo la diferencial en fracciones sim­
ples se tiene

-|— OO 
/(2&4-I) (m—2p) tií dx

exP-----------2?—-----------------(Ta7+i>tx—exp  -----1— —

(*) Usamos, como se acostumbra, el signo 4íexp” para significar 11 función 
exponencial”, equivaliendo al símbolo “e”. La diferencia entre los dos signos 
está solamente en que, con “e” el valor del exponente se pone arriba, mien­
tras con “exp.” el valor del exponente se pone sobre la línea misma, lo cual 
es particularmente conveniente en el caso de que el exponente tiene una expre­
sión complicada.
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En la segunda suma los límites son evidentemente o; que­
da pues solo la primera suma que puede escribirse todavía

---
w

mui2 P—1 
e 2 p JE 

k=o

Pero

—ni

2P

mu i
e 2 p

m ti i 2 p
1 —P ) 

m tí i 
i—e~p~

por lo tanto el resultado final es o. Sin embargo no hay duda 
de que la integral tiene valor finito ~/-“O, puesto que la función 
por integrar es siempre finita >>o para todos los valores rea­
les de x y además en el infinito es infinitésima de orden < 2 
(por ser —i).

RESULTADO DEL CONCURSO
ENTRE LOS SOLUCIONISTAS DE PROBLEMAS PROPUESTOS 

EN EL AÑO PRIMERO (1941)

En aplicación de lo dispuesto en el art. 4 de la ordenanza de institución 
del Boletín del Instituto de Matemáticas ‘ ‘Mathematicae Notae” (Ver Año 
I, pág. 4) y de las normas establecidas en el correspondiente aviso del Con­
curso (ibid. pág. 5 y tapas de los demás fascículos) el director del Instituto 
ha tomado en consideración las soluciones enviadas hasta la fecha de proble­
mas y ejercicios propuestos en el año primero.

En la tabla que sigue está resumido el resultado estadístico de dicho exa­
men.

Soluciones enviadas por estudiantes de la Facultad

Nombre del estudiante Año decurso N? de ej. 
resueltos

N? de soluc. 
publicadas

Bender (Abraliam H.)........................ 1*? Civil 1
Copello (Lorenzo 0.)........................... 3? » 4

2 XFajardo (Raimundo).......................... 3Q » 7
Grill (Moisés)...................................... 2? » 2 —
Krüger (Carlos A.)............................. 2*? » 1 —
Liserra (Guido 0. G.).......................... P » 1 —
Simian (Oscar P.)............................... 2? » 4 1
Zadunaisky (Pedro E.)....................... 5? » 5 2
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Soluciones enviadas por personas no estudiantes de la Facultad

Nombre Procedencia N? de los 
prob. resuel.

N? de las 
sol. public.

Cohén (José) .......................................... La Plata 2
Escalante Giacometti (J. B.) . . . . Tucumán 1 1
Freiberg (S.).......................................... Tucumán . 1 1
González (Modesto).............................. S. Luis 9 2
Gazzolo (Ester)..................................... B. Aires 1 1
Herrera (F.E.).................................... Tucumán 1 —
Molinelli Wells (Mabel)....................... B. Aires 3 —
Sadosky (Manuel)................................. La Plata 2 —
Silva (Ma. del Milagro)...................... B. Aires 1 —
Weidenbacli (R. Jorge)....................... B. Aires 1 —

Tomado en consideración las soluciones enviadas y los demás elementos que 
tenían que influir en la decisión relativa a la asignación de los premios, el Direc­
tor del Instituto lia presentado al señor Decano de la Facultad Ing. Civil Cortés 
Plá las proposiciones que, íntegramente aprobadas, se resumen en la Resolución 
que se publica a continuación.

“Fxpte. Letra G - n° 768/943. Posario. 37 de julio de 1943. — Visto el pre­
cedente informe del señor Director del Instituto de Matemática, Dr. Bcppo Le- 
vi, dando cuenta del concurso realizado por dicho Instituto en cumplimiento 
la ordenanza del H. Consejo Directivo del 37 de septiembre de 1940; atento a 
lo dispuesto en los artículos 4.° y 5.° de la misma y considerando que corres­
ponde adjudicar los premios respectivos, el Decano de la Facultad resuelve:

Art. l.° — Adjudicar al estudiante de la Facultad don Raimundo Fajardo 
el premio deí Año 1941, consistente en un libro cuya elección se 
deja librada al señor Director del Instituto de Matemática.

Art. 3.° — Adjudicar el premio para las personas que no son estudiantes de 
la Facultad por el mismo año 1941, al señor Modesto González, 
consistente en los volúmenes aparecidos de las Publicaciones 
de dicho Instituto.

Art. 3.° — Transcribir la presente resolución en el próximo fascículo del Bo­
letín del Instituto ‘ ‘Mathematicae Notae”.

Art. 4.° — Comuniqúese, regístrese, sáquese copia, etc. y dése cuenta al H. 
Consejo Directivo.

Firmados: Cortés Pla (Decano) Luis Aymí (Secretario).

El Director desea además felicitar personalmente a todos los que han de­
mostrado interés para la Revista, enviando soluciones y expresa la esperanza 
que ese interés vaya creciendo en lo sucesivo y crezca el número de los afi­
cionados.
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Alfredo Baños Jr. Temas selectos de física atómica. Curso de invierno de la 
Facultad de Ciencias. Universidad Nacional Autónoma de México. México 
1941. — 126 páginas en mimeógrafo.

El Autor de este libro es director del Instituto de Física de la Univer­
sidad Nacional de México y titular de Física Atómica. El libro resume un 
ciclo de conferencias ofrecido por aquella Facultad de Ciencias en los meses 
de enero y febrero de 1941 con el objeto, digno de la máxima consideración, 
de dar modo a los profesores de materias científicas en las escuelas medias 
de la República de profundizar y completar su cultura.

En el primer capítulo el A. introduce el concepto de átomo, tal como pro­
viene de la química. Se recuerda luego el fenómeno de la electrólisis como la 
primera oportunidad para introducir los conceptos de ión y de electrón; a tra­
vés de las leyes de Faraday nace el concepto de una carga electrónica cons­
tante, por lo cual se pone el problema de su determinación, de la que se po­
drá deducir, en particular, el número de Avogadro. Los dos párrafos siguien­
tes tratan de la determinación experimental de esa carga y de la masa del 
electrón y del análisis de los rayos positivos, presentando una exposición ló­
gica e históricamente muy buena. La descripción de las experiencias que han 
conducido al descubrimiento de los isotópos y de las relacionadas al estudio 
de la radioactividad natural proporciona una buena base para hablar de la 
constitución nuclear y de la equivalencia entre masa y energía. El último 
párrafo explica oportunamente los métodos experimentales que permitieron el 
análisis de las partículas para concluir con la teoría de Rutlierford sobre la 
estructura nuclear. Estimamos que este capítulo, que es el más desarrollado, 
ocupando % del volumen total del libro, es también aquel que corresponde 
mejor al programa cultural del curso.

En el segundo capítulo, titulado 11 Radiación Electromagnética’’ se em­
pieza con breves nociones sobre la teoría electramagnética de Maxwell, para 
tratar después el fenómeno fotoeléctrico y los rayos X. Dando la interpretación 
de Einstein del fenómeno fotoeléctrico, se encuentra por primera vez la no­
ción de cuantos de energía. Hablando de los rayos X se trata también de su 
difracción por los cristales.

El tercer capítulo es una breve exposición de algunos argumentos funda­
mentales de física teórica: hipótesis de De Broglie sobre la naturaleza ondu­
latoria de la materia, experiencias de Davisson y Germer y de Thomson sobre 
la difracción de los electrones, principio de indeterminación de Heisenberg, 
ecuación de Schroedinger. La dificultad de esos nuevos conceptos, conjuntamen­
te con una excesiva brevedad y un exceso de símbolos matemáticos probable­
mente no claros para todos los lectores, hacen que este capítulo no alcanza to­
da la claridad que sería deseable.
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Los capítulos IV y V están destinados a explicar la teoría del átomo de 
Bohr. En el primero, partiendo de las leyes experimentales de las series de 
rayas en el espectro del hidrógeno, se presenta con bastante claridad la teo­
ría elemental en la hipótesis de las órbitas circulares. Se generalizan luego 
las hipótesis con la consideración del movimiento del núcleo de las ór­
bitas elípticas y consecuentemente de los distintos números cuánticos; 
pero va desapareciendo, con el complicarse de la teoría, toda clara visión de 
las condiciones experimentales que justifican estas complicaciones. El cap. V 
retoma el problema general de la interpretación cuantista de la distribución 
de las rayas espectrales en los átomos cualesquiera, refiriéndose más que todo 
a las fórmulas empíricas, independientemente de toda verdadera teoría me­
cánica.

El libro termina, en el sexto capítulo titulado “La estructura del núcleo 
atómico ’ dando algunas noticias sobre las transformaciones nucleares, el 
descubrimiento del neutrón, del positrón y de la radioactividad artificial.

La empresa de dar en un espacio muy reducido y para lectores no espe­
cializados una vista general sobre las modernas teorías atómicas se presenta­
ba por si misma harto difícil; el A. ha logrado enfrentarla en algunos puntos 
en modo muy satisfactorio, en otros, como notamos, menos. Queremos añadir 
que están cuidadas las indicaciones históricas que ayudan a comprender 
la rápida evolución de las ideas. Al final de cada capítulo se encuentran indi­
caciones bibliográficas suficientes para el caso que el lector quiera profun­
dizar el argumento y unas figuras esquemáticas muy claras de los principales 
experimentos descriptos en el texto.

Para lo que se refiere al intento que ha sido el origen de este libro, no se 
puede ni siquiera poner en duda que, para lo que respecta a la enseñanza 
media, es todavía la física clásica el verdadero fundamento de la cultura. Pero, 
cuando los resultados admirables de las nuevas ideas, de los métodos nuevos 
y principalmente de la aplicación a la investigación física del progreso técni­
co llegan fácilmente al oído de los jóvenes a través de conversaciones, confe­
rencias, publicaciones de toda naturaleza, a través también de la rápida in­
fluencia que a la vez estos resultados realizan a menudo sobre ese mismo pro­
greso técnico, es imperioso que los profesores tengan conocimiento lo bastante 
claros como para contestar a preguntas y eliminar apreciaciones equivocadas.

Laura Levi

/

I
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