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ON AN OSCILLATORY PROPERTY OF THE RIEMANN
-FUNCTION

by

AvUrReL WINTNER

According to the notation customary since some time, Rie-
mann’s E-function is meant to be the product

- 1 L, & ol ;
(1) n(t):ES(s—l)n 2. I‘(Es)l(s), where s:?-{—zt.

It will be assumed that ¢ is real. Then the functional equa-
tion of ¢(s) states that E (¢) is real-valued (and even). Those ze-

1
ros of ¢ (E_Ht) which are of odd multiplicity (e. g., the simple

zeros ¢ and, therefore, possibly all zeros t) are the f-values at
which E (¢) changes its sign. This, when combined with«Gram’s
law» (1), suggests that, between 0 and t, where t>0 is arbilrary,
E is positive «on the average». If this is understood to mean that
i
2) [ E@du>0 for0<t<e,
0

it turns out to be provable (without any hypothesis).

First, if ¢(x) is positive and decreasing for 0 <x <, then

P . 2 .

(3) ‘ f smxtac S(Hls olion sn;t:v () do

X500
0

exists and is positive for 0<<t<<oo. In fact, if ¥(z)=0(z)/z.
then ¥(z) is positive for 0 <2 <o and tends decreasingly to 0
as ¢ — . Hence, (3) can be replaced by the series

(4) e f AP T (t>0),

e (n—1)T
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the terms of which have alternating signs, decreasing magnitudes,
and tend to 0 as n— . Consequently, the convergence and the
positivity of (3) follow if it is observed that the first term of
(4) is positive and finite (it is finite, since the «pole» of
b(z) ~d(0)/x at =0 is absorbed by the zero of sinzx).

This standard fact (the proof of which was given in detail
only because of the presence of the «pole» at x=0) will now
be combined with Riemann’s Fourier analysis of the E-function,
which supplies a representation of the form

(5) E (¢) :/ O(x) cos tx dz.
0

As proved some time ago (2), the Fourier transform of B (¢),
i. e., the ¢(x) in (5), besides being positive (Hurwitz, Jensen,
Schur), is decreasing for 0 <x < . This readily leads to (2).
In fact, since (5) is valid for t=0 also, .and since ¢(x) >0,
the integraal of |p(x)| over 0= x <o is finite. Hence, from

(5), ‘

(6) fE(u) du:f O(x) (f Cos ux du) da.

(1) 0 0

Since the repeated integral on the right of (6) is of the
form (3), the proof of (2) is complete. -

It should be mentioned that the «conjugate» of E (t), viz.,
the function

(5 bis) [ o) sintzda

0
[cf. (B)], is positive for 0<t<o. This follows by the same ar-
gument as (2) did.
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CURVAS D SOBRE CONOS
{ por

L. A. SANTALO

1. - Introduccién. — Recordemos que se llaman curvas-D, o
curvas de Darboux, de una superficie, aquellas cuya esfera oscu-
latriz en cada punto es tangente a la superficie (1).

En este trabajo nos proponemos estudiar las curvas-D sobre
las superficies conicas. Veremos que en este caso la ecuacion
diferencial de las mismas sc puede integrar por cuadraturas,
dando un resultado relativamente simple que permite la discu-
sion completa.

2. - Ecuacidn diferencial de las curvas-D.— La ecuacion di-
ferencial de las curvas-D fué dada por primera vez por Dar-
boux (2). Vamos a obtenerla rapidamente en la forma que nos
sera 1til para el objeto perseguido.

Sea

A =X 0) (2L

la ecuacion vectorial de la superficie; es decir, con (2.1) se in-
dican abreviadamente las tres ecuaciones paramétricas X; = X;(u,v)
(i=1,2,3) de la superficie.

Una curva sobre la superficic estari dada por dos funcio-
nes u=u(t), v=v(t) de un parametro t. Si ¢l punto Z({) es
el centro de la esfera osculatriz a la curva X=X(u(t),v(t)) y
r el radio de la misma, se cumplira la relacién vectorial

(*) Bibliografia sobre estas curvas se puede ver en la Encyclopddie der
Mathematischen Wissenschaften III, D 3, pags. 181-182. Ver también: G. Loria,
Curve sghembe speciali, vol. 2, pag. 225. d

(*) Comptes Rendus de 1’Academie des Sciences, Paris 1871, p. 733.
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(X —2Z)2=r2, (2.2)

Por definicion de esfera osculatriz se deben cumplir tam-
bién las relaciones que se obtienen derivando tres veces la ecua-
cién anterior suponiendo Z y r conslantes. Es decir,

(X—2)X'=0
(X—2Z) X"+ X2=0 (2.3)
X' X"+ (X—2Z)X"=0

donde los productos son productos escalares de vectores y los
acentos indican derivadas respecto el parametro 2.

Si la curva X=X(u(t),v(t)) es una curva-D, el centro Z
debe ser el punto de la normal a la superficie que dista r dek
punto X, o sea llamando & al vector unitario .normal a la
superficie debe ser

X——Z:I‘E

Sustituyendo esta expresion en (2.3), la primera ecuacién
se satisface idénticamente, por ser EX’=0 (por ser X’ tangente
a la superficie) y las dos restantes dan

X2 peX?=0
(2.4),
XX L X0

La ecuacion diferencial de las curvas-D se obtendra elimi-
nando r entre estas dos ecuaciones. Pareceria que la ecuacion
resultante es de tercer orden, pero derivando £X’=0 dos veces.
se obtiene ‘

E'X’—I—EX”:O i
(2.5)
E”X/_|_2EIX0_'_EX”’:0

y de esta ultima ecuacién se puede obtener &X", valor que
sustituido en la segundp ecuacion (2.4) y, eliminando r con
la primera, permite llegar al resultado final
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3X/Xn 0 :2EIXII +EIIXI

= 236
X/2 E/X/ ( )

que es la ecuacién diferencial de las curvas-D en forma vec-
torial.

3. - Curvas-D sobre conos. — Para definir un cono conside-
remos como curva directriz de las generatrices la curva de inter-
seccién del cono con una esfera de radio unidad cuyo centro sea
el vértice del cono. Esta curva serd una curva esférica cuya ecua-
cion vectorial sera de la forma

E=E(s) (3.1)

siendo s el arco de la curva y cumpliéndose la relacion 7'
el (3.2)
La ecuacién del cono puede escribirse, entonces, en la forma
X=X\E(s) : (3.3).

siendo X\ el parametro que fija los puntos sobre cada generairiz.
Es decir, los parametros u,v del n°. 1 son ahora s,\; el primero
fija el punto sobre la directriz y por tanto la generatriz del cono,
y el segundo el punto sobre esta generatriz. Una curva sobre el
cono estard dada por dos funciones A=X(t), s=s(t)." Para sim-
plificar los célculos tomaremos ¢{=s, con lo cual toda curva del
cono estard determinada por la sola funcion X=X\(s).

Para aplicar la ecuacién (2.6) necesitamos las dos primeras
derivadas de E(s); recordemos para ello que E’(s) =T(s), indi-
<cando por T el vector tangente de moédulo unidad a-la curva
(3.1) y que, ademas, valen las formulas de Frenet

T"=xN, N =—=xT+1B, B’:—r/N (3.4)
siendo N y B los vectores unitarios normal principal y binormal

respectivamente, y %,7 la curvatura y torsion de E(s).
Se tiene con esto derivando (3.3),
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X =NE+\T
(3.5),
X' =NE+2NT+XxN.
Ademas, el vector normal £ se expresa por _
Bl AT (3.6)
indicando A el producto vectorial, de doﬁde,
g =x (EAN)
€”=x"(EAN)+ xB—x2 (EAT) + %t (EAB) 3.7)
por ser B=TAN. ]

De las formulas anteriores se deduce

X8 i32 5
X' X" =XV 42X N AN« (EN)
g X' =xAxT (EAN)=—Xx (TAN) E=—\x(EB) (3.8)
g X" =2x VN (EAN)T=2%X E (NAT) =— 2%\ (EB)
g X' =« ) (EB) —\ ' (EB) + Xt (EN).

Sea o el angulo que forma la normal principal N con;
el radio de la esfera que contiene E(s) que va al punto de con-
tacto. Puesto que el vector E tiene la direccion del radio y el
sentido hacia el exterior de la esfera, es EN = cos (n—a) =—cos .
Ademas, por el teorema de Meusnier aplicado a la esfera (de
radio 1) que contiene E(s) es cosa=p, siendo p el radio de
curvatura de la curva E(s), o sea p=1/x. Por tanto

EN=——. (3.9)

x

Siendo E,N, B perpendiculares a T, estin en un mismo pla-
no y, por tanto,

/et
B Brt sl pigts e (3. 10)

%’






=ee=
De aqui
(A2HN2)8/2 =B N3} 2 1

siendo b la constante e?. De esta ecuacién se deduce

N e
T:i]/C(x?—l)w—l

siendo C la nueva constante H23.
Una tltima integraciéon nos da finalmente como ecuacidn de
las curvas-D sobre las superficies cdnicas

A=Aexp (- f | C (x2—1)1/3 —1ds) (3.14)

siendo A una nueva constante de integracion e indicando por
expx la funcion e=.

4. - Discusion. — En la ecuaciéon (3.14) aparecen dos' cons-
tantes arbitrarias A y C. La constante A queda determinada
dando el punto inicial ds la curva-D, pues haciendo s=0 resul-
sulta A=X(0). La constante C queda determinada por el angulo
que forma la curva-D con la generatriz del cono correspondiente
al punto inicial. En efecto, llamando » a este angulo, es

A 1 e
tang 0 =——& — . 4.1),
i +YC (x2—1)15—1 (1)

de donde se despeja C, teniendo en' cuenta que x tiene el valor
correspondiente a la generatriz que pasa por el punto inicial. Al
elevar al cuadrado para despejar C, el doble signo del radical
desaparece; es decir, dado ®, queda determinado un valor tni-
co para C. '

En cambio, a cada par de valores A y C corresponden dos
curvas-D, correspondientes al doble signo que aparece en (3.14).
Seguin (4.1) estas dos curvas se cortan en el punto inicial, segin
direcciones simétricas respecto la generatriz.

De (4.1) se deduce una consecuencia notable, a saber:
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una curva-D cualquiera de una superficie cénica corta a todas
las generairices que corresponden a un valor dado de x de la
curva directriz bajo angulo constante.

En consecuencia: 1°. Si una curva-D corta varias veces a
una misma generatriz del cono, lo hace siempre bajo el mismo
dngulo. 2°. La condicion necesaria y suficiente para que una
superficie conica tenga una curva-D que corta a todas las gene-
ratrices bajo un mismo dngulo (o sea, es una loxodromica), es
que sea de revolucion (o sea, x= constante). En ecste caso, todas
las curvas-D gozan de la misma propiedad. :

Segtin los valores de C, las curvas-D de un cono pueden
presentar dos formas diferentes. Cabe en efecto, d1st1ngu1r dos
€asos:

1. La curva-D da la vuelta completa al cono. Sea x,; el valor
minimo de la curvatura de la curva directriz E(s). Por estar esta
curva situada sobre la esfera de radio unidad es %, >=1.

Para que una curva-D de la vuelta completa al cono, o sea.
corte a todas las generatrices, el radical que figura en (3.14) debe
ser siempre real .y, por tanto, debe cumplirse la condicion

{

G

IV

(4.2)

I

En este caso, suponiendo que se trata de una superficie coni-
ca cerrada, la curva-D dara infinitas vueltas, alejandose por un
lado infinitamente del vértice del cono y acercindose asintdtica-
mente al mismo por el otro. Llamemos X\;, X, Xy, ... a los va-
lores de \ correspondientes a los puntos en que una curva-D
corta a una misma generatriz. Consideremos, por ejemplo, la
curva-D correspondiente al signo 4 en (3.14) y pongamos

A | g
K=exp [/ Coe—1)18—1ds (4.8)
0

siendo L la longitud total de la curva cerrada E(s). Segim la
ecuacion (3.14) de la curva-D, sera

No=4, N=AK,

Y, por tanto,
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Ap==X, Kn , e (4.4)
y, analogamente, hacia el lado del vértice,
N, =R (4.5)

Estas expresiones nos dicen que los puntos en que una curva-
D corta a una misma generatriz van alejindose o acercindose
al vértice del cono, sequn lz ley potencial (4.4) o (4.5), res-
pectivamente.

Ademas, por verificarse \;;;/\;= K = constante, igualdad va-
lida para cualquier generatriz, se tiene: los arcos de una misma
curva-D comprendidos entre pares de puntos de interseccion con-
secutivos de una misma generalriz, son homotéticos respecto -2l
vértice del cono.

Si en lugar de considerar la curva-D correspondiente al
signo + en (3.14) consideramos la correspondiente al signo —
con los mismos valores de A y C y al mismo tiempo invertimos -
el signo de la variable s de integracién, todo lo anterior vale
igualmente. Ademas, después del punto inicial, las dos curvas vol-
veran a cortarse en un punto de la generatriz correspondiente al
valor de s, para el cual es

f—_%f (4.6)

donde debe entenderse que bajo el signo de integracion esta la
misma funcion que figura bajo el signo integral en (3.14).
Ademas, si a partir de un punto de interseccién se conside-

ran las dos curvas, sean X y X, correspondientes a los dos signos

dee (3.14), es M\=A2, siendo la constante A el valor de X\
correspondiente al punto de interseccion considerado. Esto nos
dice que las dos curvas son inversas respecto de la esfera de
centro el vértice del cono que pasa por el punto de interseccion.

Se puede, por tanto, enunciar:

Las dos curvas-D que corresponden a los dos signos de
(3.14) prolongadas cada una en los dos sentidos del arco s, se
cortan infinitas veces, estando los puntos de interseccion sobre dos
generatrices: la correspondiente al punto inicial y la correspon-
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en la generatriz correspondiente al valor de x(x>=x%,) tal que

CEW (4.8)

y segin (4.1) la curva-D incide ortogonalmente sobre esta ge-
neratriz de detencién.

A partir de este punto de detencion puede retrocederse.
cambiando el signo en (3.14) y al mismo tiempo el sentido de
recorrido de la variable s de integracién. Se obtiene asi la pro-
longacién de la curva-D segin una nueva rama que es inversa
de la anterior respecto de la esfera de centro el vértice del cono
y que pasa por el punto de retroceso. Se obtiene asi una sucesion
de ramas comprendidas entre las dos primeras generatrices para
las cuales vale (4.8) y comprenden al punto inicial, las cuales,
alternativamente, son homotéticas respecto del vértice del cono.
Es decir:

Considerando todas las ramas como una sola curva-D, ella
resulta inversa de si misma respeclo cualquier esfera de centro
el vértice del cono que pasa por uno de los puntos de retroceso.
Ademds, tomadas alternativamente, las ramas son homotéticas
respecto el vértice del cono.

Si a partic del punto inicial se hubiera tomado el signo
opuesto en (3.14), se tendria otra sucesion de arcos andloga a
la anterior, siendo cada arco de esta sucesion homotélico del
correspondiente en la sucesion anterior, respecto el vértice del
cono como centro de homotecia. Estas ramas se cortan alterna-
tivamente en puntos de la generatriz quz pasa por el punto ini-
cial y de otra generatriz.

Sis; y —s, son los valores de s correspond1entes a las ge-
neratrices para las cuales vale (4.8), el valor de s correspon-
diente a la segunda generatriz que conticne los puntos de inter-
seccion estd dado por la condicion

f- /

—82

donde, como antes, la funciéon subintegral, que se omite por
brevedad, es la que figura en (3.14).
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o sea: el desarrollo de las curvas-D de los conos de revolucion
son espirales logaritmicas.

Hay que observar que, puesto que el desarrollo del cono
llena solamente un anguo del plano, para tener la espiral loga-
ritmica completa hay que suponer el cono formado por infinitas
hojas superpuestas, que se desarrollan una a continuacion de otra.

En vez de considerar el desarrollo se puede considerar la
proyeccion de la curva-D sobre el plano de la base del cono de
revolucion. Como el radio vector R de la proyeccion esta re-
lacionado con N\ por R=X\sen?, siendo & el angulo que for-
man las generatrices con el eje del cono, resulta que también
esta proyeccién es una espiral logaritmica y reciprocamente.
o sea: :
La proyeccion ortogonal de las curvas-D de un cono de re-
volucidn sobre el plano de la base son espirales logaritmicas y.
reciprocamente, cualquier espiral logaritmica del plano de la ba-
se de un cono de revolucion cuyo punto asintdtico sea el centro
de la base, se proyecta sobre el cono seqin una curva-D.

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.
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en las cuales tendremos que admitir valores positivos y negativos

2
de (1—8 0—2) y valores reales e imaginarios de k,.
c

2.-La integral de Poisson.—La integral sobre z en (1)
representa un caso particular de la integral de Poisson

Zb( ) 2 . eiwz
(D) == —— dw (2
“/l/l—wz (2)

lomada entre dos puntos a y b fijos en el plano complejo de la
variable w=u -} iv.

(x4
_______ POV o LT
- *é Vu’-/

Fig. 1. J1—w?® en el plano w = u 4

Tratindose de una funcién analitica, el camino de integra-
cion entre a y b puede ser deformado segim el teorema de Cauchy.,
siempre que se evite los cortes indicados en la fig. 1.

En lo que sigue nos interesara el comportamiento de la
funciéon Z% (z) en los ejes real e imaginario de la variable
z=x+41iy. Para nuestro proposito resultara conveniente consi-
derar la integral (2) como funcién de la variable z real y
estudiar por separado la integral

b .
70 e 2 / ST g @)
=

e
V1—w?
Es bien sabido, que las funciones de Bessel representan
casos particulares de la integral (2):
ZH @)=l 2 ey =H (e d s ) —8 G )

La estrecha relacién entre la integral de Poisson y las fun-
ciones de Bessel sugiere estudiar la ecuacion diferencial a la
cual obedece la integral de Poisson en el caso general. Formando
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con (2) y (2) la ecuacion diferencial de Bessel encontramos in-
mediatamente

e2) 1 dZ} o >
dzz(z) i (z)—l—?b( )__ Vl—a einz _11—b2 eiv?} (4)
o 17b

dzdlzg<z) 1 df (Z) b( )_ {]/1 a?eao_'l/l b2ebz} (5)

En el caso de la funcién Jo(z)_. a=—1, b=+1, el segundo
miembro de (4) se anula. En general, sin embargo, las funciones
7! (z) satisfacen a la ecuacion diferencial inhomogénea. Notamos,
en particular, que las funciones de Hankel, H{® y HY satisfacen a
la ecuacion diferencial de Bessel homogénea solamente fuera del
punto z=0, hecho que tendremos que tener en cuenta mas abajo.

3. -Transformacidn de la integral / Jo(2) Z (0z) . zdz. — Par-
0

tiendo de las ecuaciones diferenciales

d2Jo(z) | 1 dJO(z)

dz2 z el 50
d2Z2(az) il dZ’;(az) o
r —|—~Z— & +a2Zy(az) =
__2_1_(1_{]/1_(12 eLa@Z_“/l‘_ﬁ eibaz}’
G

después de multiplicar la primera por Z%(az) y la segunda por
Jo(2) y restar, obtenemos inmediatamente, para «=/=1,

0

f]o(z) Z%(0z)  2dz=

oL e ) S )

-+ E'_m‘_/‘,]()(z) { V]_ — b2eiboz _ Y1 — g2 eiaaz} dz
(6)

Ul {2 () ‘?Zgi“z) e Siz) Z8(02)} ]

—a? 20
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_11 hm[ {J()dZ o (02) dJO(z)7b

—a2 2=>0

a(@2)} ]

Jo(z) [V1—b2eiboc — |1 — g2 einaz} d.

Un calculo anlogo conduce a

0

/ Jo(2) Z8 (0z) . 2dz=

0

. dZ (az) dJs(2) 3 B |
= L By o) 722} ]

Jo(z) {V1 — b2 ebez 11 — a2 eacs} dz.

1+2

Las formulas (6) y (7) nos ensefian, que podemos evaluar
las integrales que nos interesan, si conocemos el comportamien-

to de las runciones Z%(2) y 7 (z) y de sus primeras derivadas
cerca de los puntos z=0 y z=ow .y si podemos evaluar, ademas,
las integrales

f;o(z) eBzdz y /;O(z) e B dz. | (8)

4.-La integral / Jo(2) eBdz. — Usando para la funcion

Jo(z) su representacion por la integral de Poisson (2), Jo(2)=
i.ZlL} (z), obtenemos con Im(B)>4-0

]
i du 1]
J eip? dz__ S et dideosaf . d
/0() /1 u2 ]/1 o u_[_B

La dltima 1ntegral se simplifica por la substltucmn
. du 2dw

T G e e
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]Jo(z) eiBZdz__—— |/1+/ 1+ﬁ
= 148
0
& |/1+
e 1-H3 l3 1-‘-’!2

con

i Ll 9

ey 1+[3 ®)

La integracion se efectua en el plano complejo de la variable

£ y el camino de integracion puede ser deformado conforme con
el teorema de Cauchy. En particular, la integracién se puede
efectuaar en el eje real de &, cuidando, sin embargo, que la de-
formacion evite los dos puntos singulares £=--i. El sentido en
el cual el eje real de & debe ser recorrido, depende luego dél valor

de I/ 1-8
148

riable B, en la fig. 2.

, el cual estd indicado, en el plano complejo de la va-

x-,
-Z‘*/

______ '_E____.. a_____--____...._.
“V—/—z ' * / x+/

Fig. 2. l/l*'_z en el plano z = x 4 iy

‘Encontraamos, luego:

i

1/[3_2——; para [3 >41

" 1
f]o(z) eBrdz= — «  —1<B<+1(10)
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— « Bsai =






















o 5 1

/f Jo(n)cos & ndn dg /f Jo(n)cos & ndn dg .
V—a~ 2-%—22 _a, n?_[_'g‘z

:1° _ _ind(1—a) + ind(1+a)

f/ o(Tl sen E d d'g S| / O(n)sen E (‘]‘I’- dg
V—aznz4g2 / —atneiE?

— e —a) — nd(1+a) (21)
/f Jo(n)eE el d‘E_«Q o
Va2n2—|—Eﬁ =02
0 —00

donde hemos usado los simbolos de Dirac para

ei(1—a)z
2n5(1—a) =—ilim —
( == Vo(1—)
(22)
27{6(1—[—@) e TR e i(1+a)z
o Va(lta)

T7.-El valor limite 6.—Las\ expresiones (22), que hemos
introducido formalmente, contienen una singularidad para o=
-1 respectivamente. Como necesitamos las expresiones (21) para
calcular coeficientes de Fourier, nos interesan principalmente las
integrales del tipo ,

fb(l—oc) .do y /6(1—}—@) . da.

La indeterminacién introducida en estas integrales por la
singularidad deja lugar a una definicién suplementaria, la que
podemos elegir, dentro de cierta medida, arbitrariamente, segun
el fin que perseguimos. En nuestro caso, la condicién que tene-
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mos que satisfacer consiste en asegurar que la serie de Fouricr,
a la cual llegamos, represente la funcién inicial que nos propo-
nemos desarrollar. En la presente nota nos contentaremos con
establecer por definicion las integrales que necesitamos para el
problema fisico arriba mencionado.

La condicién suplementaria suficiente para nuestro fin con-
siste en la imposicion de que la singularidad tiene que ser
rodeada del lado de «z positivo imaginario, con z positivo real.
Como, por un lado, es suficiente que az difiera de un valor real
en una cantidad del orden € y como, por otro lado, en (22) z
tiende a infinito, nuestra imposiciéon implica para o cerca de la
singularidad apenas una modificacién de segundo orden.

Con nuestra condicién suplementaria verificamos, inmedia-
tamente,

1 ( N
i(1—a)z [
8(1—a).do=lim — T o B g
2w 27Il V(],(]_ a)z 2m1
1—4 — o
= ey +Az.( +o
/a(1+a> do SR d(l—[—a)z:__l___/e i
>0 21 V—(l—i—a)z s 8
il — Az -
Y, p- ej., para
1 [ I foant g Wt b
ei " [cos cos :
PRSI [0 ¢ dE:l'm - dE —_ d‘é
oni| € 90 (zni / Z +2m" € )
g 45
—I—i.lim __/‘seni seni U—‘,)
>0 g
+e
+e.
4 lim i ks dé.
e->0 271

—{d

El primer término del segundo miembro se anula, por ser

—






SUR UNE SURFACE REPRESENTANT UNE INVOLU-
TION CYCLIQUE DU QUATRIEME ORDRE

par

LucieN GODEAUX

Nous avons consacré de nombreux travaux a l'étude des in-
volutions cycliques appartenant & une surface algébrique et n’a-
yant quun nombre fini de points unis (1). Nous avons, a diver-
ses reprises, appliqué les résultats obtenus a des exemples par-
ticuliers. Dans cette note, nous étudions une involution cyclique
du quatriéme ordre appartenant & une surface de I'espace & cing
dimensions. La surface image de l'involution appartient a I'es-
pace ordinaire; nous retrouvons, par des procédés clémentaires,
les propriétés que nous avions d’autre part établies dans le cas
général. D’une maniére précise, nous montrons que les points de
diramation sont des points doubles biplanaires ayant, dans leur
domaine du premier ordre, un point double conique, et que cer-
taines surfaces ont un contact du troisiéme ordre avec la surface
image le long de certaines courbes.

1. Considérons, dans un espace linéaire S5 a cinq dimensions,
I’homographie cyclique H, de période quatre, d’équations

= ot apl s o oSl v ol esanlEies s . . . On 1 . ’
B Ty 2B B 2 X i T Ty Tyttt Ty 2 Uy 3~

Si (g, &y, %o, 3), Pa(Tg, Ty, Ty, %) sont des formes algé-
briques du quatriéme degré et ¢(xg, &y, &y, &) une forme algé-
brique du second degré, la surface F d’équations

7
»

S

() Les involutions cycliques appartenant a une surface algébrique (Actua-
lités scient. et indust., N? 270. Paris, Hermann, 1935); Sur les points unis
des involutions cycliques d’ordre p* appartenant a une surface algébrique (Bu-
lletin de 1’Académie de Belgique, 1940, pp. 28-43, 100-110, 115-128).
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Tt=0y, Tt=9Q, T, T;=¢

est transformée en elle-méme par 1'homographie H. Sur cette
surface, cette homographie engendre une involution I, d’ordre
quatre.

Désignons par O; le point de S; dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf z;.

Les axes de I'homographie H sont:

1) L’espace a trois dimensions O,0; 0, 0;, d’équations

Ti—2r— ()

2) Le point Og;

3) Le point O;.

Ces deux derniers points n’appartiennent pas a la surface
F, mais celle-ci rencontre l'espace 0,0, 0,0; en 32 points
communs aux surfaces o

?1=0, 9;=0, ¢=0, =0, x;=0.

Il en résulte que l'involution I, posséde 32 points unis.

2. Pour obtenir une surface F’, image de I'involution I, pro-
jectons la surface F de la droite O, O; sur l'espace O,0; O, O;.
Nous pbtenons, pour équation de F,

P1 P2 =%

F’ est donc une surface du huitiéme ordre. Les points de
diramatipn de F’ sont les 32 points communs aux surfaces

?1=0, ¢;=0, ¢=0.
Pour étudier la singularité de la surface I’ en un point de
diramation, supposons que O, soit un de ces points et écrivons
Py == TP Gy + 7 g+ X g+ oy,
P27 %% By + 20 By + %9 Bz 1 Bos
Q=T Y1+ Yo

ol les «,B,y sont des formes algébriques dont les degrés sont
indiqués par les indices, par rapport aux variables x,z,, z;. On
peut d’ailleurs supposer, sans restreindre la généralité,
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G =xy, Bi=,.
L’équation de F’ prend la forme

(Ted 2y + x? ag - & g + 0y (T3 To + X2 By + 2o By + By) —
— (T Y2 = Y2 )*=0.

Passons aux coordonnées non homogénes en posant
Gy=—1, my==%, m=9  #=z
L’équation de F’ s’écrit
[z+as(2, y, 2)+. . ] [y+Bs(2. y, 2)+. . .]—
[va(@, y, 2)+va(, y, 2) [*=0.

L’origine O, des coordonnées est un point double biplanaire
pour la surface F”, les plans tangents étant =0, y=0.
Effectuons la transformation birationnelle

TT, Sy —

qui fait correspondre au point infiniment voisin de O, sur l'axe

des 2z, le point =y =2'=0. Aprés suppression gu facteur
commun 2’2, I'équation de [ devient

[/ 20y, y, 1) +. . ] [y +2Bo(, v, 1)+ . .]—
22[vy(#, ¥, )+ 2vp(2, ', 1) £ =0.

La nouvelle origine est un point double conique pour cette
surface, le cone tangent ayant pour équation

[#7+2'a5(0, 0, 1)] [y'+2'B5(0, 0, 1)] — 2#[1,(0,0,1) |+ =0
Par conséquent, en un point de diramation, la surface F’
posséde un point double biplanaire auquel est infiniment voisin

un point double conique.

3. A la section de la surface F par I'hyperplan z,=0, cor-



— 208 —

respond sur la surface F’ la section de cette surface par ¢; =0,
c’est-a-dire la courbe du huitiéme ordre

(P1:O, (P:O.

Cette courbe est évidemment simple pour la surface F,” mais
si 'on introduit ¢; =0 dans 'équation de cette surface, on ob-
tient ¢4=0, par conséquent, la surface ¢, =0 a un contact du
troisiéme ordre avec la surface F’ le long de la courbe ¢, =0,
@ =0

De méme, a la section de F' par ’hyperplan x5—=0 corres-
pond sur F’ la courbe

¢=0, ¢=0

et le long de cette courbe, la surface 9,=0 a un contact du
troisiéme ordre avec [F.

4. La surface F’ est I'enveloppe de la famille de surfaces
o, —21 924 9, =0 (1)

et la surface générale de cette famille touche F’ le long de la
courbe découpé par

Ay —¢?=0.

Aux sections de I par les surfaces (1) correspondent sur
I’ les courbes découpées par les hypersurfaces ’

N d—2Nz, 2zl o t—=0,
c’est-a-dire par les hypersurfaces
(Axy2— 2212 =0,
Chacune de ces hypersurfaces se compose de deux hyperplans

passant par l'espace O,0, O, 0;, comptés chacun deux fois.
Inversement, considérons la section de F par I'hyperplan

px, + 2, =0. : (2)
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L’homographie H lui fait correspondre la section de F par
I'hyperplan

p.w4-—.’275=0

et & cette section, H fait correspondre la section par I'hyperplan
(2). A TI'ensemble de ces sections correspond, sur F, la courbe

W —9?=0," proi—gy=0, (3)

d’ordre 16. '
Lorsque p varie, les derniéres équations représentent deux
faisceaux projectifs de surfaces du quatriéme ordre et l'inter-

section des surfaces homologues engendre la surface I’.
La surface

Py 2ot 95 =0
touche la surface I’ le long de la courbe (3). Elle coincide avec
la surface (1) pour A=p2.
5. Désignons par |C| le systéme lineaire de courbes découpées
sur F par les hypersurfaces du quatriéme ordre.

Ces hypersurfaces forment quatre familles invariantes pour
I'homographie H, a savoir

NNzt Ny 2,2 2,2 + x4 5 by 9, =0, (1)
DO RE PR W :1?4 Z53 + 2,2 by + 2,2 hy1 =0, (2)
4% x5 by + 253 0y + 2,03 =0, (3)
Ty 257 by + 2% st 25 03 =, (4)

ou les ¥ sont des formes algébriques en x,, x,x,, x5, a coeffi-
cients variables, dont les degrés sont indiqués par les indices.

Comme nous avons a considérer les courbes découpées par ces
hypersurfaces sur F, nous pouvons tenir compte des équations de
cette surface. Les équations précédentes deviennent alors

by (-',”0: L1, Lo, “"3) =0, (1)
42 g (g, Ty, Tgy Ty) + L5275 (0, Ty, Tpy T3) =0, (2)
53 by (@9, Ty, T, T3) 4 Ty b5 (%, Ty, Ty, T3) =0, (3)

%43 by (@9, Ty, Ty T3) + T by (X, T4, T, T3) =0. (4)
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Nous désignerons par |G|, |Cs|, |C3|, |C4| les systémes li-
néaires découpés sur F respectivement par ces hypersurfaces. A
ces systémes, correspondent sur I’ des systémes linéaires com-
plets que nous désignerons par |C'y|, |C'5], |C'5], |C'4].

Le systéme |C’;| est évidemment découpé sur I’ par les sur-
faces $,=0, du quatriéme ordre.

En élevant au carré les deux membres de 1'équation (2') et
en tenant compte des équations de F, on obtient

Py 0o? + 292 by b5+ @y B2 =0. \5)

Appelons X le coefficient de x,2 dans ¥, par exemple et
cherchons l'enveloppe du systéme formé par les surfaces précé-
dentes lorsque \ varie. Dans ce but, posons

o=\ 22 + 0.
L’équation (5) devient
Py [N w2 +-as? 4 202 [N B2+ ay] ¥’y - @y 12 =0.
En dérivant par rapport a X, on obtient
2o ¢y (AL2+ay) + @2 P53, =0.

L’élimination de \ entre les équations précédentes donne

by (<P1 D osss (P4> =0.

On en conclut qu’il existe une surface (5) tangente a la
surface F’ le long de chaque courbe (7.
Observons que les équations de la courbe C’, peuvent s’écrire

P b+ 92y =0, P2yt y P, =0.

6. Occupons-nous des courbes (7.

En multipiant les deux membres de 1’équation (3') soit par
z,3, soit par x5, on obtient, en tenant compte des équations de F,
les équations d’une courbe C’,,

P30+ 9,0, =0, @0+ b;=0.










— 213 — Rk

b
5 AR
( ) cosoc.—.a,

sin necesidad de calcular k.

Si se quiere determinar, p. ej., el perimetro de una elipse
cuyos ejes miden 20 y 18 unidades respectivamente, de a=10 y
b—=9 resultard: cosa=0,9 y a=25°50,5" e interpolando lineal-
mente entre E(sen250)=1,4981 y E(sen26°)=1,4924 (valores
que hallamos, p, ej., en las conocidas tablas de funciones de
Jahnke-Emde), encontraremos que E(sen25°50,5") =1,4933 y.
por consiguiente, P =59,73 unidades de longitud.

En cambio, cuando no se dispone de una tabla de integrales
elipticas, se presenta el problema de encontrar métodos o for-
mulas que den un valor numérico suficientemente aproximado
de la integral (2).

Uno de estos métodos ya ha sido tratado en esta Revista:
véase el articulo de J. V. Uspensky: «Sobre las medias aritmé-
tico-geométricas de Gauss» en el vol. V, 1 (1945) de «Math.
Notae». No hay, pues, necesidad de volver a exponer ese método
que da rapidamente muchas decimales, pero cuya justificacion re-
quiere el estudio de dichas medias aritmético-geométricas, de
las integrales elipticas de primera especie, etc.

El método més elemental que puede haber para resolver el
problema del célculo numérico del perimetro de la elipse, es, sin

duda, el desarrollo en serie del integrando Vl——k2 sen? @ (apli-
cando la férmula del binomio para exponente 1/2) para efectuar
después la integracién término por término; se llega de esta ma-
nera a la serie siguiente:

7 il 3 53
_ o Y e i) TR
©) CUsRERC - ol )

(Omitimos los calculos intermedios, que se pueden ver en mu-
chos textos de calculo infinitesimal). Sin embargo, la serie (6)
es rapidamente convergente sélo cuando k tiene un valor sufi-
cientemente pequeiio; en cambio, cuando k tiene un valor cerca
de la unidad, el desarrollo (6) es demasiado lentamente conver-
gente para ser util desde el punto de vista practico. (Trate el
lector de calcular, p. ej., el perimetro de una elipse con a=10,

b=1).
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Mas conveniente serfa, por lo tanto, el empleo de una fér-
mula aproximada en términos finitos, donde no haya tales difi-
cultades de convergencia, p. ej., de una férmula del tipo para-

2 =
tholico: P~4a{a—}—B.—%—+Y. (%) }, en que 5 se aproxi-

xima por una funcién de segundo grado de la razom —, con
a

coeficientes «, B, Y que se determinan de manera que resulte una
aproximacion suficiente. Muy usada es, p. ej., la formula si-
guiente (que se encuentra en la conocida obra: «HUETTE — Ma-
nual del Ingeniero»): s

2 b o
(7) P ~ 4a(0,9827 40,311 —+0,2867 —).
a a=

Esta férmula da resultados bastante satisfactorios (con un
error inferior a 0,5 %), cuando el moédulo % no se acerca de-
masiado a uno de los dos extremos: O o 1; p. ej., para la
elipse con a=10, b=9, que tratamos ya antes, resultaria se-
gun la formula (7): P ~40.1,4948 ~59,79 en lugar de 5,73,
con un error de 0,1 9%. Pero la férmula (7) tienc la desventaja
que con ella se obtienen resultados mucho menos satisfactorios,

A b
cuando se trata de elipses muy achatadas (—— muy pequeiio, o
a

sea k casi igual a la unidad) o muy poco distintas de circunfe-

rencias (b~a, o sea k muy pequefio), lo que no puede sor-
prender, si nos damos cuenta de que el segundo micmbro de la
férmula (7) no tiende hacia 4a, cuando b— 0, sino hacia
3,9308a; tampoco tiende hacia 2ma ~ 6,2832a, cuando b—a.
sino hacia 6,3216 a.

Pero es facil obtener también férmulas que dan resultados
satisfactorios para toda clase de elipses (sin excluir los -casos ex-
tremos de elipses muy achatadas o muy poco distintas .de cir-
cunferencias). Basta para ‘eso recurrir a la conocida férmula de
cuadratura mecanica de Gauss y aplicarla a la integral (2).
La férmula de Gauss (cuyo desarrollo se puede ver, p. €]« en
el libro de Julio Rey Pastor: Curso de Cdlculo infinitesimal)
da para una integral definida cualquiera (con limites simétricos
con respecto al origen) el siguiente valor aproximado:
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La férmula (10) de Gauss nos proporciona de esta ma-
nera la siguiente formula aproximada para la integral (11):

1 = 8+10/1—0,88k2
(16) E(l) ~ 5 o= - :
O Ssea
(17) E(k) ~ gé (8 + 1100 — 88 k).

Con esta formula se pueden calcular valores aproximados
de integrales elipticas completas de segunda especie con errores
generalmente inferiores a 0,1 0%; para transformar esta for-
mula en otra que dé directamente el perimetro de la elipse basta
multiplicarla por 4a y reemplazar k por su valor (3), lo que
nos da: :

P=da.E(k)~ %{811 41100 a2 — 88 (a2—b?)}
O sea:
(18) PN%(8a+V12a2+8W).

Debido a la necesidad de extraer una raiz cuadrada, esta
féormula es tal vez menos comoda que la (7), pero ofrece la
ventaja de dar para cualquier elipse resultados muy satisfacto-
rios (con un error que, por lo general, no alcanza a 0,1 %),
lo que no ocurre con la férmula (7). P. ej., para la elipse con-
siderada mas arriba (¢=10, b=9) resulta con la (18):

p,w_g(go+V8328)N59,78 (en lugar de 59,73);

para una circunferencia (b=ga) la férmula (18) da el valor co-
rrecto P—=2na, y para el otro caso extremo (b=0) la (18) da

P~ % (84 V_lg) a~4,002a (en lugar de 4a) con un error

despreciable.
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Para terminar diremos que otra férmula atn mas exacta
se podria obtener partiendo, en la aplicacién de la férmula de
cuadratura de Gauss, no de la integral (11), con el intervalo

L L 4 n T[ . i .
de integracion ——:zg@g—z—, sino directamente de la integral

T[ .
(2), cuyo intervalo de integracion Ogcpg—z‘ se puede reducir
a limites simétricos, p. ej. —1=x =<1, por medio de la sustitu-

cién q):'—g:— (z+1); escribiendo, pues,

1
(19) E(k) e %f l/;— k2 sen? zt—%——{:l—) dx
=7

y aplicando ahora la féormula (R), obtendremos (después de algu-
nas reducciones obvias) la siguiente féormula aproximada:

(20)
E(k) ~

s

og (BV1—05k2+5V1—0,031k2 4571 —096912).

En todos los casos que examiné, esta formula me ha dado
hasta la cuarta decimal valores idénticos a los de una tabla de
integrales elipticas; pero no se puede negar que la necesidad de
calcular tres raices cuadradas (en lugar de una) es algo molesta.
Lo mismo se puede decir de la férmula siguiente para el peri-
metro de la elipse que se deriva de la (20):

(21)

P~ (812(a57) 4 V96902 + 3,152 + V3,12 + 96,9 b°);

p- €j., para a=10, b=9 se obtiene con esta féormula P=59,73
(con 4 cifras exactas). Sin embargo, el calculo numeérico es
mas largo que con las férmulas (7) o (18) y el empleo de la
formula (21) se justificara solo en aquellos casos en que se
necesite una exactitud superior a la que ofrecen las otras for-
mulas mas sencillas. '

VALPARAISO, UNIVERSIDAD SANTA MARfA.



SOBRE EL CALCULO APROXIMADO ;
DE INTEGRALES

A PROPOSITO DE LA NOTA DEL Sr. ROBERTO FRUCHT

por

Bepro LEvI

El calculo aproximado es uno de los problemas mas im-
portantes en las aplicaciones de la matematica; por ofra parte,
en un namero muy grande de casos, cuando se pueden tener en
cuenta condiciones de continuidad demostradas o supuestas, po-
dria decirse que el problema verdadero desaparece, roducién-
dose a una cuestion de tiempo y de paciencia, para acercarse
al resultado deseado con una sucesiéon de pasos, y eventualmente
de ensayos convenientemente ordenados. Tal es, por ej., el caso
del célculo de integrales numéricamente definidas, que se rea-
liza, en el modo mi&s simple, por la sola aplicacion de la
definicion como limite de sumas de productos de valores de
la funcion integrando por las anchuras de intervalos en los
cuales el intervalo de integracion se habrd oportunamente divi-
dido. Bastar4, como ‘se sabe. considerar como valor aproxi-
mado de la integral una cualquiera de estas sumas; y, si la
funciéon por integrar es continua, podra siempre elegirse esa
suma de manera que el error debido a la aproximacion sea tan
pequefio como se quiera, bastando, para este fin, elegir aquellos
intervalos parciales bastante pequefios para que en cada uno de
ellos la oscilacién de la funciéon sea menor del cociente entre el
error admitido y la longitud total del intervalo de integracion.

Desde luego, en la aplicacién efectiva de tal procedimiento
no faltan todavia dificultades de orden practico, debidas a la
cantidad de célculos — aunque substancialmente elementales — que
de esta manera pueden resultar necesarios; y entre éstas princi-
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palisima sera la necesidad de tener en cuenta los errores sistema-
ticos debidos a nuestros métodos de calcular por cifras decima-
les, que imponen, cuando el ntmero de los términos de la su-
ma sea muy grande, determinar y tener en cuenla, en los
calculos parciales muchas cifras méas de las que al final que-
darin utiles para expresar el resultado con la aproximacion que
se queria (1).

Para remediar a estos inconvenicntes se pone al matemalico
el problema, teéricamente méas importante y dificil, de ulilizar
propiedades particulares de las funciones con las cuales ce trata, para
imaginar procedimientos que impliquen un menor ndmero de
calculos aritméticos. Para el caso de la integracion definida se
acude ordinariamente, con este fin, a las llamadas formulas
de cuadratura. De este procedimiento ofrece un ejemplo la Nota
que precede del Dr. Frucht.

Sin embargo es evidente que. para que una regla para cilculo
aproximado pueda decirse verdaderamente util, es necesario que
ella nos ensefie también la confianze que podemos tener en el
resultado; es decir que sea asignade un limite superior del
error posible (siempre se debe entender error sistematico, es de-
cir, suponiendo que los célculos numéricos sean llevados a cabo
con exactitud y ¢on nimero de cifras tan grande como sea nece-
sario). En el caso nuestro el Sr. Frucht indica, en efecto, en 0,1
% el valor de este error posible, limitando débilmente el alcance
de la afirmacion con la reserva de que ella vale «en la mayoria
de los casos». Como nos expreso en carta el autor, estos porcenta-
jes fueron determinados en forma empirica. Débes2 notar que,
siempre estando en el dominio de la continuidad al cual hemos
previamente aludido, también en cierto empirismo no falta de valor
matematico, pues podemos estar seguros que, si el error estd
conocido empiricamente por determinados valores de los paré-
metros, el mismo debe considerarse del mismo orden de magni-
tud para valores proximos que se asignen a éstos. Con todo,
resulta que el namero de los experimentos que se necesitan para
concluir de esta manera puede ser muy grande, y mas que todo,

() Consideraciones muy extensas e interesantes de esta naturaleza pue-
den verse en un articulo reciente del Bulletin of the American Mathematical
Society (noviembre 1947): Numerical Inverting of Matrices of high Order por
JouN VOoN NEUMANN y H. H. GOLDSTINE.
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queda todavia indeterminado, a falta de consideraciones tedricas
que sirvan de guia.

En el caso de las formulas de cuadratura, se dan en muchos
libros expresiones del llamado resto (2), analogo al resto de la
formula de Taylor, generalmente también por su forma, que se
expresa como producto de un coeficiente constante (dependiente
solo de la férmula adoptada e independiente de la integral que
se quiere aproximar), de una potencia de la anchura del intervalo
de integracion y del valor de una determinada derivada de la
funcién integrando en un punto determinado (esto es, descono-
cido) del intervalo de integracion —el exponente de aquella po-
tencia y el orden de esta derivada dependiendo en modo caracte-
ristico de la férmula de cuadratura adoptada. Asi para la for-
mula de Gauss usada por el Sr. Frucht el resto puede expre-
sarse por (3)

19 (g) I, - (D

[

~ 2016000

donde h representa la anchura del intervalo de integraciéon y &
un conveniente valor de la variable, interno a este intervalo.

El valor numérico del resto, convenientemente calculado,
proporciona un limite del error que se hace al sustituir el valor
de la integral por él proporcionado por la férmula de cuadratura.

Una caracteristica de estas expresiones de restos es que el
coeficiente constante decrece generalmente mientras crecen el
orden de derivacion y el exponente de h; surge de alli la impre-
sion de que una férmula de cuadratura nos dard una aproxima-
cién tanto mayor, cuanto mas grandes serin estos numeros; si
pensamos que, por ej., para la simple formula de los trapecios
el orden de derivacién y el exponente de h son respectivamente

(*) TUna teoria general para muchas clases de férmulas de euadratura y
la determinacién de los restos correspondientes puede verse por ej. en B. Luvi.
Analisi matematica, algebrica e infinitesimale p. 341-350.

(*) Pueden darse también expresiones del resto en las cuales figura la de-
rivada 3%, o 42 o 5%, variando correspondientemente el coeficiente eonstante y
el exponente de h. El lector puede reconstruir ficilmente estas férmulas apli-
cando la teoria general citada en la nota anterior; puede también encontrar-
las desarrolladas por varios casos particulares, por ej. en PICONE y TORTORICI:
Trattato di Matematiche Generali. Vol. I. Roma, 1947, p. 428-430.
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2 y 3, y correspondientemente el coeficiente constante es 1:12 y

1 : el y
~comparamos con el valor ~-— 106 del coeficiente en la formu-

&

la (1), queda por estas apariencias justificada una creencia de que
la formula ‘de Gauss deba considerarse como extremadamente
més provechosa.

La ilacién encuentra en efecto confirmacion en muchos
casos, por ej., cuando la funcion que se quiere integrar fuera un
polinomio o fuera exponencial u otras funciones relativamente
elementales, y aun en otros casos mas complejos esta justificada
por una razoén que en la féormula del resto no aparece, es decir,
que el mas elevado orden de derivacién se acompaiia con el
hecho de que la férmula de cuadratura corresponde a sustituir a
la funcién propuesta otra que coincide con ella en un nu-
mero creciente de puntos (luego talvez (*) de aproximacién cre-
ciente). Sin embargo se debe observar que, a raiz de que el
valor representado por & nos esti completamente desconocido,
salvo que sabemos que es interno al intervalo de integracion, si
queremos utilizar la féormula del resto para limitar con seguri-
dad superiormente el error de la aproximacién, deberemos asig-
nar a § el valor que hace maximo el valor absoluto de la deri~
vada, y es cosa muy frecuente que las derivadas crecen muy

(*) Importa notar que la razén aludida estd lejos de justificar la presun-
cion de mas elevada aproximacién que estaria aconsejada por la intuicién. Si
en efecto es f(z) una funcién dada y P(z) un polinomio arbitrario de grado
n; si ademis se indican con @n+i polinomios de grado n4i (i=1,B,C,...)
ortogonales en el intervalo @b a los monomios 1,z,4%...,2n (por ej. polinomios
de Legendre si el intervalo es —171), y si @, ,..., 0y, ap Son nimeros arbi-
trarios, es

b b b
/F(m)dx:/P(x) (14+S o Quti (v))da :f P(x)dz; (@)

pucden siempre determinarse los ntmeros ¢; de manera que
P(x) (14-Zai Quti(2)) = F(2)
para p valores asignados de  y el ndmero p podrd tomar valores grandes como

se quiera, es decir los puntos de coincidencia hacerse tan densos como se quiera
sin variar el valor de la diferencia

/bF(x)dx—-ff(:t)dx.
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el cual, comparado con el anteriormente calculado, de D(1).
hace ver en seguida que la diferencia D(k), creciendo k a par-
tir de O, aun partiendo del valor 0> D(1), empieza con valores
negativos, cuyo valor absoluto resulta pronto mayor del de cse
mismo D(1); se infiere que, para un valor convenientc de k,
debe D(k) alcanzar un minimo negativo (maximo valor abso-
luto), después del cual debe crecer nuevamente para llegar al
susodicho D(1)=—4,2.10~* o eventualmente a valores mayores.

Vamos, luego, a buscar esos maximos y minimos. Obser-
vemos que la derivada de D(k) respecto de k es

dD(k) _ C snfedp 23
ke ) Vi-ktsen2e 18V 252212

A e
E'l 9 Vos_29ok2

—F(k)—E(k)} (5)

donde E(k) es la misma integral eliptica completa de segunda
especie, cuyo valor numérico se quiere calcular y F(k) (con otro
simbolismo, también K(k)), es la correspondiente integral com-
pleta de la primera especie

/2 d

2
iyt :
") [ V1—k2sen? ¢

Estas integrales, como ya fué dicho, estan tabuladas (7), y.
para los calculos siguientes, podemos valernos de esa tabulacion
sin ponernos en contradiccién con el problema, pues nuestro fin
es de encontrar, una vez para siempre, una regla que nos per~
mita juzgar de la confianza que podemos atribuir a la férmula
aproximada cuando a ella nos dirijamos, por no disponer de
las tablas, momentianeamente.

Otra expresion de la misma derivada podemos evidente-
mente obtener derivando, término por término, la serie (4) y
se obtiene:

(") Ver, por e¢j. JAHNKE y EMDE - Funktionentafeln mit Formeln und Kur-
ven.
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: e 0,
quedando asi, como indica el autor, en =0,07<<0,1 0o el

(G

error relativo.

Es, sin embargo, necesario continuar el estudio para los va-
lores de k comprendidos entre 0,56 y 1.

Se sabe que F(1)=ow, E(1)=1; por lo tanto, la férmula
(5) nos da, para k=1, dD/dk=—o; es decir, que en proxi-
midad de k=1, a la izquierda de este valor, D(k) crece rapida-
mente; y por cuanto sabemos que D(1) es negalivo, muy pe-
queiio en valor absoluto, debemos esperar que vaya, por estos k.
alcanzar valores positivos, presentando la funcion D(k) un maxi-
mo positivo en el intervalo considerado.

Para su determinacién observemos que

100k k2

9 Vo5—22k2

para k=1, vale 2,2169; de las tablas deducimos que el mismo
valor es alcanzado por la diferencia F(k)— E(k) por un valor
de &k <sen8l°, pero muy préoximo a éste. Considerando que la
funcion (6), lo mismo como F(k)—E(k), son funciones cre-
cientes, inferimos que la coincidencia de valores dz las dos fun-
ciones puede ocurrir tnicamente por valores de k tales que

ke << sen 81° ~ 0,9877.

Para determinar con muy buena aproximaciéon este valor
aplicaremos un normal procedimiento de aproximaciones sucesi-
vas. Se calcula facilmente que:
para k=sen80° el valor de (6) resulta 1,9764

mientras de las tablas resulta F—FE=2,1133

dD(k

luego —dgc—) =1,9764 —2,1133 —=— 0,2369
para k—=senT700 el valor de (6) resulta 1,5854
y de las tablas F— E =1,3862

a()

dk

luego =10,1992.
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Entre estos dos valores cae por tanto un cero de dD/dk; no-
tando que el valor negativo del primer caso difiere sélo en 0,03
del valor positivo del segundo, y observando, como es muy ficil
averiguar, que la rapidez de la variacién de esta derivada dismi-
nuye mientras disminuye el valor de k, se prevé sin mas que ex-
perimentando con k=sen75° deberemos aproximarnos en mu-
cho al cero buscado. Se obtiene, en efecto, quz para

k=sen 750 el valor de (6) es 1,6938
y las tablas dan F —E=1,6917

y para nuestros fines una mayor aproximaciéon no tendria nin-
gin objeto.
El valor correspondiente de D(l) resulta

D(0,966) =0,0091 d
constituyendo luego un error de aproximacion del orden de 0,9 9.
es decir, 9 veces mayor de lo supuesto por el Dr. Frucht por
tanteos sobre casos particulares.

Se presenta, por tanto, el problema de dividir el intervalo
de variabilidad de %k en intervalos parciales a cada uno de los
cuales corresponda un determinado grado de aproximacién con
el uso de la formula de cuadratura adoptada. Vamos, como ej.,
a delimitar el campo en el cual puede aceptarse la conclusion
del Dr. Frucht, que el error no pasa de 0,1 %.

Este campo se compone, por lo visto anteriormente, de dos
partes: una que se extiende de k=0 hasta un valor intermedio
entre 0,56 y 0,966; la otra que se extiende de un cierto valor
=>0,966 que habra de determinar hasta 1.

El valor medio entre 0,56 y 0,966 es aproximadamente

k =sen 45°=0,707107;

para este k la formula de cuadratura proporciona para E(k) el
valor 1,3513, mientras las tablas dan 1,3506; resulta luego

D(k)=1,3506 — 1,3512 =— 0,0006.

Concluimos que el extremo a derecha del primer intervalo
es >0,71. iy /
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Consideremos todavia

J: = sen 560 30’ = 10,8339 ~ %%26— ;

resulta

D(k) =1,2444 —1,2418 =0,0026;

el valor de k buscado es luego intermedio entre 0,7071 y 0,8339;
como valor medio aproximado puede tomarse

I =sen 500 20’ =0,76977
al cual corresponde
D(k)=1,3024 —1,3018 =0,0006

dD(k)  0,6578—0,6393
0 | 0,77

=0,0240.

Por comparacion de estos dos valores se infiere que el valor
de D(k) quedarad todavia < 0,001 para valores de k que sobre-
pasen el tltimo considerado en

0,0004
<= —0,017.
00240 017

Resulta asi determinado como extremo superior del primer
intervalo de aceptabilidad de la f6rmula del Dr. Frucht con la
aproximaciéon de 0,1 % el valor

k=0,7698 4+ 0,017 =0,787.

Con una consideracion aniloga, y aun més simple, vamos a
determinar el extremo inferior del segundo intervalo, el cual ter-
mina, como sabemos, en k=1. Hemos notado, en efecto, que
en este extremo la derivada dD/dk vale —o. Observando la ta-
bla de las integrales elipticas completas, se nota que, para los
valores menores de k, el valor absoluto de esta derivada baja
riapidamente, reduciéndose la diferencia F—FE a 6,74 ya para
l: =sen 890 54’ =0,9999984 y reduciéndose correspondientemente
dD/dk a —4,52. En aplicacion del teorema del valor medio po-

























— 236 —

Sustituyendo, por otra parte, el valor A\=-1 en las (6) y
(5) se obtiene que esta distancia méaxima corresponde a los 4
puntos

22 2 2 2D 2 B2 D
Gy sy s ol

4. - Interseccion con la esfera x2+y2+22=1 'y minimo tetrae-
dro que la contiene.

La curva interseccién dz la superficie con la esfera estd com-
pletamente definida por las dos ecuaciones

&2y 4 y222 - 222 4 22y =0 (7)
a4yt 2=1. (8)

Siendo estas ecuaciones, respectivamente, dz orden 4 y 2, la
curva scra de orden 8. Para analizar las caracteristicas de esta
curva, vamos a determinar la ecuacidon del cono que la proyecta
desde el origen; esta ecuacion debera ser homogénea en las tres
coordenadas w,y,z; ademés, observando que el origen no perte-
nece a la curva, debera esta ecuacion ser de orden ocho. Guian-
donos por estas observaciones, transportemos primero el ltimo
término de (7) en el segundo miembro y elevemos al cuadrado;
podemos escribir

(22y24y222 2222)2 —4 x2 4222 ],
El primer miembro es de orden 8, el segundo es de orden 6;
pero sustituyendo el factor 1 por el primer miembro de (8) pasa

en seguida al orden 8, resultando asi la ecuacion homogénea que
se queria:

(x?y?_{_y?z?_l_z?x?)? A0 4 (x?__l_y?_i_z?) x? y2 22 — 0.

Desarrollando calculos esta ccuacion se escribe
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0 — (x?yz_l_yzzz _22x2)2 e 4 x? y4 22
= (22y24-2xy2z-+y222—2%?) (x2y?—2xy2zt-y222—2%2?)
—(ey-tyertzo) (ay-+yz—zz) (oy—ye-tex) (ey—ye—za).  (9)

que, como se ve, se descompone en cuatro conos cuadricos cqua
proyectan desde el origen la interseccién; la curva buscada se
compone luego de cuatro ramas algebraicamente dislintas.

Podemos también observar que, siendo el cono (9) de orden
8, su interseccion con la esfera sera de orden 16 y debe por lo
tanto comprender, ademas de la curva considerada, otra curva de
orden 8. Esta observacion nos permite presumir que, a su vez.
cada uno de los conos parciales que componen (9) debera encon-
trar la esfera segin dos curvas distintas de orden 2, es decir, co-
nicas y, por cuanto la esfera no contiene otras coénicas sino circu-
los, ya vemos que la curva considerada se compondra de cuatro
circulos.

Para puntualizar analiticamente estas intuiciones, consideremos
en particular la interseccion de

xy+vyz422=0
r2+y2+22=1;

ella serd comuan también a todas las superficies
N xy+yztzz) + p (x2+4y2+22—1) =0

donde X\ y p son parametros arbitrarios; poniendo p=1, A\=2
esta ecuacion da

(x+y+2)2 — 1= (x-+y+z+1) (x4y-+2—1) =0.

La interseccion del cono con la esfera se compone luego
efectivamente de los dos circulos interseccidn de la esfera con
los planos

z4+y+2z+1=0, z+y+2z—1=0. (10’).

Procediendo de la misma manera con los demas factores de
(9) se obtienen otros seis circulos cortados sobre la esfera por
los planos
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z+y—z4+1=0 z+y—z—1=0
: z—y+z+1=0 x—y+z—1:0 (10”)
z—y—z4+1=0 z—y—2z—1=0.

Entre los ocho circulos asi determinados habra cuatro que
forman la curva deseada. Para su identificacién observemos que
los ocho planos (10’), (10”) forman un octaedro regular cuyos
vértices son los puntos a distancia 1 del origen sobre los tres
ejes coordenados. Los ocho circulos son los circunscriptos a los
ocho triangulos equilateros que forman las caras de este octaedro.

Observemos ahora que en todos los puntos reales d la super-
ficie ('7) el producto xyz debe ser negativo, por dar suma cero
con los tres primeros términos, necesariamente positivos; por lo
tanto los puntos de los circulos que forman la interseccion de (7)
vy (8) estan siempre en algin octante en el cual una coordenada
es negativa y dos positivas o/ bien las tres negativas; estos circulos
deben pues ser circunscriptos a las caras situadas en octantes don-
de las tres coordenadas son positivas o bien dos negativas y una
positiva, es decir, que estén sobre los planos

z+y+z—1=0 r+y—z4+1=0
—2+y+z+1=0. t—y+z+1=0

Estos cuatro planos forman un tetraedro tal que sus aristas
son tangentes a cada uno de los circulos situados sobre los dos
planos que se cortan en ellas; estos circulos son pues inscriptos
en los tridngulos caras del tetraedro. Por simetria este tetraedro es
regular y circunscripto a la esfera determinada por los ceniros
de los circulos. Este es también el minimo tetraedro que contiene
la curva dada en su interior o sobre sus caras. En efecto, si
hubiera otro menor, deberia de todos modos cada una de sus
caras ser tangente a alguno de los circulos que forman la curva;
se ve en seguida que las distancias de estas caras del origen debe-
rian ser mayores que el radio de la esfera inscripta en el tetrae-
dro anterior. Deberia, por lo tanto, esta esfera estar contenida
(propiamente) dentro del nuevo tetraedro hipotético, y éste tendria
volumen mayor del tetraedro regular circunscripto a esa esfera.

Esta solucién fué desarrollada por el sefior ADOLFO DAGHETTO en el Insti-
tuto de Matemética.
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N. 110 ~ Se desea una explicacion del hecho 'siguiente:

Supongamos que un problema cualquiera haya conducido a busear los
valores maximos y minimos de cierta expresién f(z). Si se cambia la varia-

ble de referencia en otra t ligada a la  por la tarnsformacién =0 (%), habra
que busecar los extremos de la expresién f(® (¢) ). Si ahora se aplica sin re-
servas la regla de la derivada, se deberd inferir que en la primera posicién
estos mAximos y minimos deben busearse entre las soluciones de la ecuacién
Ji@) =05 mientras en la segunda posicion ellos deben buscarse entre las so-
luciones de la ecuacién f7(® (1)) .®’(t) =0, que se separa en las dos (P (%)) =0
y ®’(t)=0. Es evidente que, sin algn cuidado que se pide especificar, en
uno de los dos casos habri soluciones pardsitas o soluciones faltantes.

El lector puede estudiar, por ejemplo, la solucién del problema 94, pu-
blicado en este mismo fasciculo (afio V, fase. 4, p. 820-232) ateniéndose exac-
tamente a lo indicado en el enunciado, de tomar como variable independiente
el angulo 9.

RespUEsTA | — Cuando un problema de maximos y minimos
sa'e de una cuestidn geométria o mecdnica o de otra manecra de
matematica aplicada, se trata, en geaeral, de determinar los va-
lores extremos de una cierta magnitud variable, los que, en
aplicacién de determinadas teorias, sabemos representar como los
valores de una cierta funcion f(x). Esta representacion aiade sin
embargo al simple hecho de considerar un determinado conjunto
de valores (los valores de la funcién f(x)) un orden de los mis-
mos segtn la variaciébn mondtona de la variable z. El teorema
de analisis que afirma que, salvo determinadas excepciones, estos
maximos y minimos corresponden a los valores de la variable que
anulan la derivada, tiene en cuenta este orden, por cuanto consi-
dera extremos relativos, es decir, valores que son maximos o mi-
nimos con respecto a los valores que asume la funcion por valo-
res de la variable x suficientemente proximos al valor considerado,
precedentes y siguientes a él en el orden establecido. Para que el
problema quede el mismo problema después de un cambio de
variable es necesario que la relacion entre la antigna y la nueva
variable sea mondtona sin excepciones y quz no haga corresponder
a valores extremos del dominio de variabilidad de una dz las va-
riables valores internos al dominio de la otra.

Si el cambio de variables esti representado por z=¢(t).
los valores de ¢ para los cuales ¢’(t) =0 corresponden general-
mente (1) a miximos o minimos de la funciéon z—¢(f); es decir

(*) Como es sabido, la excepcién que sobrentiende este ‘‘generalmente’’
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que, al variar ¢ monétonamente, = repite, después del valor con-
siderado, nuevamente valores tomados antes; por consiguiente,
también f(x) repite los valores correspondientes simulando un
extremo que no se habria presentado al variar 2 mono6tonamente.

Es de notar que el cambio de variable podria hacer desapa-
recer un extremo existente, en vez de introducir uno aparente.
en el caso de que, para un mismo valor de ¢ para f'(¢({))=0 y
¢’(t) =0 de manera que f(¢(t)).¢’(¢)-/=0, dependiendo el fe-
némeno de que la variable ¢ habra alcanzado un valor extremo
de su dominio de variabilidad, bajo la condicién de continuidad y
derivabilidad de la funcién f(¢(?)). El ejemplo méas claro de
este fenomeno se tendria en el caso de que x=¢(t) fuera la
funcién inversa de ¢{=f(z), resultando t=7(¢(t)), la que, evi-
dentemente, no puede tener extremos denunciables por derivacién.

Un ejemplo mas interesante, porque menos banal, lo ofrece.
como seiiala el enunciado de la cuestion, el problema n°. 94; se
trataba de determinar el maximo cono que tiene por vértice el
centro O de una esfera de radio R y por base la seccion hecha
en esta esfera por un plano que pasa por una dada recta r,
cuya distancia al centro de la esfera se llama a. En el enun-
ciado del problema se indicaba tomar como variable el angulo &
que el plano de la base forma con el plano Or; siguiendo a los
trabajos recibidos, la solucién publicada en el afo Vi, pi. 230,
toma, por contrario, como variable la altura h del cono; entre
las dos variables pasa la relacion

h=asen¥9;

el volumen del cono resulta expresado por

V\:-lg x (Re—he) h=" 7 (Re—a? sen ) sen .

ocurre cuando con ¢’(?) fueran cero algunas derivadas hasta una de orden

por ¢(2n) (%), mientras ¢@n+1) (¢) == 0. Para un valor de ¢ tal se caleula fa-
cilmente.

a7 (e (1))

T =1 (1) gD ()

en estas condiciones la variable # sigue variando monétonamente y al mismo
tiempo df (¢ (f))/dt se anulard solamente si se anula f’(2).
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salucion ha resultado mas completa. Como se observo entonces.

; R :
el caso correspondiente a a<—— habia escapado a los autores
3

de las soluciones enviadas por no aparecer en la derivacién res-
pecto de la variable h.

Desde el punto de vista de la discusion gnneral que precede, se
observard que por cos9 =0

dh d9
gl pos

e

£

y en efecto el valor h—=a es extremo del dominio de variabilidad
de h, con respecto al problema geométrico, siempre cuando, toda-
via, sea un valor posible (lo que necesita a <R).

N© 129 — Hallar los valores maximo y minimo de la expresién
2 =acos’z 4 bsen’y ;

donde z e¢ y estan ligados por la relacibn y —z —

+\|=|

Soruci6N.— Mediante las derivadas parciales de la funcion
z y de la condicién se forma el determinante

—asen2x bsen2y
= bsen 2y — asen 2x
=] 1

el cual se anula por

= —— =tg2rx= -

sen 2x sen 2% b
- b
Sensy  gen (—~ +21) o

Los maximos y minimos de = corresponden luego a los va-
lores de « que cumplen con esta condicién. Se tiene entonces

cos?y= —12- (1+4-cos 2z)

(1 cos( +2z ))

sen2 x— l2 (1—cos 2y) =

ro |~









A
f(z) =et g(&) =e'* (a€24-bE+c)

y sera |z|<1, |f(2)|<1 por |§|<1, |g(§)|<1; la funcion ¢(%)
tiene coeficientes reales y se pueden aplicar las conclusiones pre-
cedentes.

- Por cuanto el cambio de signo de algunos de los coeficientes
equivale a cambiar en w algunos de los multiplicadores de i en la
(4), resulta también demostrada la ultima proposicién del proble-
ma con la pequeiia generalizacion de poner como condicion

f

arga-+argc—2argb=Fkn, (k entero).

7l
N © 132 — Siendo {c,} una sucesién de nféimeros positivos y Sp=2Xa;, de-
n

mostrar que es condicién necesaria y suficiente para que la serie ¥c, S, sea
convergente, que sea convergente la o .

o

RésoLUTION. — Si Xo; est convergent on obtient, en tenant
i .

ntk
compte que Xo; est aussi petit que 'on veut pour n assez grand,

i—=n

en vertu de

nt-k n--k
ZciSi = Snﬂ_]‘ ZUi

que le premier membre est aussi petit que 1'on veut pour n assez
grand, d’ou la convergence de Zo;S;.
Inversement on a I'inégalité

nt-k n+k n-}-k
ZGiSi> Sn26i>61 (e
i=n e

i=n n

Or si =o;S; converge, le premier membre devient aussi petit
que 'on veut pour n assez grand; donc aussi le deuxiéme, qui a
comme conséquant la convergence de Zo;.






EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

142. — Demostrar que, siendo n un nimero entero arbitrario,
existen mltiplos de n formados por un grupos de cifras 1 seguido
eventualmente por un grupo de 0. La propiedad vale cualquiera
sea el sistema de numeracién.

¢ Cuando se presenta el grupo de ceros y cual es el minimo
nimero de cifras que lo componen?

143. — Demostrar que entre los tridngulos de igual area S,
el tridngulo equilatero es el de minimo perimetro, minimo radio
del circulo circunscripto, maximo radio del circulo inscripto.

Si, partiendo de un tridngulo cualquiera de 4rea S, se repite
indefinidamente la operacion de formar un tridngulo de igual
area con un lado comun con el ultimo triangulo obtenido, susti-
tuyendo a los otros dos lados (que se suponen desiguales) dos
iguales, la sucesion de estos triangulos tiende al dicho equllatero.

En el didlogo de Platon Menon (De la virtud) el autor hace proponer
por Séerates la cuestion de decidir si un cuadrado dado pueda transformarse en
un tridngulo que pueda caber dentro de un circulo dado; no es probable que la
soluciéon pensada por el autor sea la que resulta del problema, porque nada se
encuentra en Euclides en este orden de ideas, aunque los fundamentos de la
demostracién no salgan del dominio de los Elementos. Podria el lector con-
firmar esta observacién.

144. — Dado un tridngulo ABC, se propone trazar por
uno de los vértices, sea A, una transversal que lo divida en dos
partes tales que los circulos inscriptos en ellas sean iguales,
Digase si o cuindo puede construirse dicha transversal con la
regla y el compas.

Este problema nos fué sefialado en una tltima carta del malogrado ami-
go de nuestro Boletin, prof. J. V. Uspensky.
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Torfas DaNtTzic - Nidmero: el lenguaje de la Ciencia. Traduceién por Manuel
Balanzat, Buenos Aires. Libreria del Colegio. Coleccién ‘¢Ciencia y Método’’
(1947), 332 pég. ine. 8°.

La obra original inglesa tuvo su primera edicién en 1930; aleanzé la ter-
cera en 1938; y en el prélogo de la segunda, que se public6 en 1932, el autor
ya pudo anunciar el éxito del libro que, en el curso de los dos afios habia ob-
.tenido una traduccién francesa, una alemana y una rusa. En efecto se trata
de una exposicién fécil, a la altura de cualquier persona culta, de algunos de
los concepots fundamentales del anélisis mateméitico, considerado en su des-
arrollo histérico y psicolégico; una exposicién cuya lectura hace amena la
forma discursiva y una cantidad de noticias, de anéedotas, y de observaciones
filoséficas.

Se compone el libro de 12 capitulos, euyos titulos, elegidos con el evidente
proposito de despertar la curiosidad, no siempre dejan entender inmediata-
mente el contenido verdadero. Asi se titula el capitulo I, Impresiones digitales
y contiene una historia de la génesis y del desarrollo de la mnocién del néimero
natural, cuyo origen puede remontarse mis atrds de cualquier ecivilizacién,
pues en medida limitada ya se manifiesta en algunos animales; se dan no-
ticias sobre los distintos modos de representacién de los mnémeros al correr
los ‘tiempos. El cap. IT, La columna vacia toma evidentemente su titulo de la
introduceién del cero, que, como se sabe, es relativamente reciente; pero habla
generalmente del arte del eileulo en su desarrollo histérico. El cap. III, La
ciencia de los miimeros, es una muy corta corrida en el dominio de la teoria
de los ntmeros. El cap. IV, El dltimo nimero, es efectivamente la negacién de
su propio titulo: 7Tla exposicién del principio de indueceién matemitica que
nos permite trascender a cualquier nlGmero expresable. El cap. V, Simbolos,
deseribe el nacimiento del Algebra; el cap. VI, Lo inewplicable, quiere aludir
al descubrimiento de la nocién de nfimero irracional por la escuela pitagérica
¥ llega hasta el problema de la cuadratura del eirculo (transcendencia de =). El
cap. VII, Este mundo fluente, entiende presentar la mnocién de funecién. Los
dos capitulos siguientes, Bl acta de legitimacion y Llenando las brechas, se
refieren a la mocién de limite, a los procedimientos infinitos y a la teoria de las
cortaduras de Dedekind. El ecap. X, El dominio del ndmero, més bien que fijar
limites a tal dominio, alude al ineludible desborde: la aparicién de los nd-
meros complejos. Bl cap. XI, La anatomia del infinito, abarca de Zenon a
«Cantor; por fin el Gltimo, Las dos realidades, pone una contra la otra la rea-
lidad sensible y la abstraccién mateméitica.
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Hemos dicho que se trata de una lectura ficil y amena, a la altura de
cualquier persona culta; ya estd dicho con esto que no se anda en profun-
didades. Reconoce a este propésito el autor haber recibido de lectores muchos
pedidos de ampliaciones y aclaraciones, para contestar las cuales seria nece-
sario, dice, otro volumen; quizd seria todavia poco; pero también alteraria,
observamos, la naturaleza de la obra. De todos modos el volumen termina con
un Apéndice compuesto por 27 breves trozos sueltos, en su mayor parte sacados
de otros libros del autor y que, en pequefia parte, pueden servir para contestar
esas preguntas,

B. Levi

Mauro PicoNE y Paono Torrorici. Trattato di Matematiche Generali. Vol. I.
Roma - Stadium Urbis. 1947, pag. 591 XIV in 8°.

Matemdticas generales debe entenderse aqui como sinénimo de lo que en -
la nomenclatura universitaria se ha dado en llamar andlisis matemdtico; y,
si los autores han descartado este titulo al cual la costumbre ha asignado
un sentido, convencional por cierto, pero de todos modos relativamente deter-
minado, ello fué ciertamente con el propésito de llevar el acento sobre el con-
cepto director que ha inspirado la redaccién, no ya de plasmarse sobre un po-
sible programa de ensefianza universitaria, sino de ofrecer a toda persona que,
por su oficio o sus intereses cientificos necesita de la mateméitica ecomo ins-
trumento de trabajo, el modo de conseguir con cierta facilidad un conoei-
miento suficientemente detallado de las distintas teorias, partiendo de los co-
nocimientos béisicos, no superiores a los que corresponden al bachillerato. Sin
ninguna duda estaba indicado para dirigir este programa el Director del
Istituto nazionale per le applicazioni del calcolo de Roma por sus miltiples vin-
culaciones con los problemas mis elevados del andlisis al mismo tiempo que
con las pricticas aplicaciones. :

El libro empieza con dos capitulos de introduecién, destinados el primero
a rememorar algunos elementos fundamentales del caleulo algebraico (Com-
binatoria, progresiones, determinantes, sistemas de ecuaciones lineales), y el
segundo a dar los fundamentos de la geometria analitica del plano y del es-
pacio, incluyendo las coénicas, la trigonometria y los ntmeros complejos.

Los capitulos siguientes estin destinados al céleulo infinitesimal en una
y varias variables: limites, series numéricas, series de funciones, potenciales
y trigonométricas, derivacién e integracién riemanniana, mfiximos y minimos,
ete. En relacién a los fines de las aplicaciones, es particularmente notable el
cuidado dado al estudio del diagrama de una funcién, a los céleulos numéri-
cos con determinaciéon del error y del ntimero de cifras exactas en la solu-
cién, el cual nimero puede ser asignado a priori como condicién del problema;
al céleulo aproximado de raices de ecuaciones, interpolacién y extrapolacién;
un desarrollo mucho mayor que la costumbre estd dado a las férmulas de
cuadratura. Notable también, por su importancia creciente en las aplicaciones,
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es ¢l estudio del desarrollo de Fourier de funciones periédicas, que se vincula
con la representacién aproximada de dichas funciones.

Muchas figuras y particularmente ejemplos numéricos son de ayuda para
la lectura.

Muchos otros argumentos esenciales para responder a los fines declarados
de la obra han tenido que reservarse para formar un segundo volumen que estéd
en preparacién, seglin se anuncia en el prefacio: se hablari de campos vee-
toriales, funciones analiticas, desarrollos en series generales de funciones
ortogonales, ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales y en derivadas
parciales; todas mociones que no pueden hoy dia ser despreciadas aun por el
téenico que no quiera cefiirse a la aplicacién material de férmulas hechas. Hay
por tanto de augurar la pronta aparicién de este segundo volumen.

En la exposicién de las mociones fundamentales, los autores se detienen
algunas veces sobre puntualizaciones y puntos de vista menos acostumbrados
que pueden considerarse mas bien de carédcter didactico o de sutileza logica;
cabe observar que el lector interesado particularmente en las aplicaciones y
que ya tenga esas nociones adquiridas por un camino cualquiera, estarid per-
fectamente cémodo por abandonar esos detalles, y pasar directamente a la
lectura de las teorias y de las aplicaciones con los medios que posee. Para
facilitar el conseguimiento de este fin sirven éptimamente los indices alfabé-
tico y analitico.

B. Levi

E. S. CaBrERA y H. J. MEDICL. La ensefianza de las matemdticas en la Argentina,
pags. 44. Libreria del Colegio. Buenos Aires.

Los recientes programas oficiales de mateméatica para las Escuelas de Magis-
terio han incluido un nuevo tépico que expresa: Breve reseiia de la historia
de las matemdticas en la Repiublica Argentina; los AA. del presente librito,
destacados cultores de la didactica matemética y autores de muchos libros de-
dicados a este fin, han interpretado la seiialacién oficial, acaso un poco inde-
terminada, en la forma especial de una historia de la ensefianza.

En efecto, segin parece por la bibliografia que nuestros autores sefialan
al principio del libro, y aun por los pocos informes que personalmente hemos
podido obtener en otras oportunidades, en este sentido se han orientado casi
todos los que anteriormente se han ocupado del argumento. Uniea exeepeién
posiblementg un libro reciente del 8. J. Guillermo Furlong sobre Los matemd-
ticos argentinos en la dominacién espaiiola, donde se habla preferentemente
de hombres interesados si por la matemitica como ciencia auxiliar de la geo-
grafia, cosmografia, ete. como corresponde a exploradores, misioﬁeros, hombres
cultos que viajan a través de un pais de cultura incipiente, pero no precisa-
mente de matemditicos especializados. Por otra parte una més literal interpre-
tacién del texto del programa oficial estaba dificultada también por la histg-
ria politica relativamente joven del pais, a la cual es mayormente sensige
una ciencia’ de pensamiento abstracto como la mateméitica; mo tiene en efecto
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