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phie h a comme points unis les sommets Oy, Oy, Oy du triangle
de référence; elle détermine, sur la courbe L, une involution d’or-
dre trois, rationnelle, ayant trois points unis Oy, O,, O;.

Considérons la surface F' qui représente les couples de points
non ordonnés, de la courbe L.

A wn point P de F correspondent deux points Py, P, de la
courbe L. Soient P’;, P’, les points que h fait correspondre a
Py, P, et P”;, P”, les points que cette homographie fait corres-
pondre a P’;, P’,. Au couple P’; P’ correspond un point P’
et au couple P”, P”, un point P” de F. Appelons T la trans-
formation birationnelle de F en soi qui fait correspondre P’ a P.
T fait également correspondre P” a P’ et P a P”. La transfor-
mation T' est birationnelle de période trois; elle engendre sur F
une involution I3 d’ordre trois, dont P, P’, P” forment un groupe.

Nous désignerons par F” une surface image de l'involution I;.
On sait que F appartient & la classe des réglées elliptiques;
nous démontrerons que la surface F” est rationnelle.

2. Aux couples de points de L comprenant un point fixe R,
correspondent sur F les points d’une courbe elliptique K. Lorsque
le point R, décrit la courbe L, la courbe K varie dans un
systéeme continu, simplement infini, {K], d’'indice deux et de
degré un.

L’enveloppe du systéme {K} est une courbe K;, dont les
points représent les couples de points de L formés de deux
points confondus.

Aux couples de points de L alignés sur le point R, couples
qui appartiennent donc & une série linéaire g¢,!, correspondent
sur F les points d’une courbe rationnelle H, rencontrant en un
point les courbes K. ‘

Lorsque le point R, décrit la courbe L, la courbe H décrit
un faisceau elliptique {H}.

Soit maintenant R un point du plan de L, n’appartenant pas
a cette courbe. Aux couples de points de L alignés sur R corres-
pondent sur F les points d'une courbe €. Chaque droite passant
par R coupe L en trois points se répartissant en trois couples
auxquels correspondent sur C trois points. Ces points engen-
drent sur C une série linéaire g;1. Les points doubles de cette série
correspondent aux tangentes & L menées par R; la série posséde
donc six points doubles et si = est le genre de G, on a
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2(3+x—1)=6,

d’ott x=1. La courbe C est donc elliptique.
Les courbes G forment un réseau |C|, de degré trois et ce
réseau est complet. Observons en effet que I'on a

YO =Kl

la dégénérescence de la courbe C ayant lieu lorsque le point R
appartient a la courbe L. Sur une courbe K, les courbes C dé-
coupent une série linéaire g,! et elles rencontrent une courbe H
en un seul point. Il ne peut exister qu'une courbe H déterminée,
par conséquent |C| ne peut avoir une dimension supérieure a
deux.

3. Désignons par Ky, K, K; les courbes K correspondant
aux points Oy, O,, O3 de L, unis pour ’homographie h. Soient
Hy, H,, H; les courbes H associées & K;, K,, K;. Chacune de ces
six courbes est transformée en elle-méme par T'.

L’involution I; posséde six points unis: les point Ay, Ay,
Ay,, représentant respectlvement les couples 0,05, 050, 0,0,, et
les points A;y, Ayy, Ags, representant respectivement les points
04, O,, O3 comptés chacun deux fois.

Les points Ay, Ays, Ags sont les points de contact des cour-
bes K,, K,, K; avec 'enveloppe K, de {K]. Les points Ay, Ay,
Ayp sont les points d'intersections des couples de courbes K, et
K;, K; et K, K, et K,.

Considérons la courbe H,, représentant la série g,1 découpée
sur L par les droites passant par O;. La droite O, O; est lan-
gente & L au point O;, donc le point A,, appartient a la courbe
H,. D’autre part, la droite O; O, touche L au point O,, donc la
courbe H, rencontre la courbe K, au point A,,.

De méme, la courbe H, passe par les points Ay, et Ags; la
courbe Hj passe par les points A23 et Ayy.

Dans le domaine du premler ordre du point A23, T opére
comme une homographie ou, si I'on préfére, T détermine une
homographie dans le faisceau des tangentes & F' au point Ag.
La courbe Hj; ne peut toucher en ce point I'une des courbes
K,, K;, car les courbes H rencontrent les courbes K en un seul
point. Par conséquent les tangentes aux courbes K,, K;, H; en
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Ags sont unies pour 1’homographie en question et cette homo-
graphie est I'identité.

I1 en résulte que les points infiniment voisins de A, sur F
sont unis pour T, c’est-d-dire que le point A,; est, suivant notre
terminologie, un point uni parfait.

Il en est de méme des points Az, et Ay,.

4. Considérons maintenant le point A;. Dans le faisceau des
tangentes & I en ce point, T détermine une homographie de pé-
riode trois, dont nous connaissons deux tangentes unies: la
tangente commune aux courbes K;, K, et la tangente a la courbe
H,. Ces deux droites sont distinctes, car la courbe H, nerencon-
trant les courbes K qu’en un point, ne peut étre tangente a K;.

Envisageons les courbes C relatives aux points R de la droite
0, O,. La droite O, O, touche L en Oy, donc la courbe C relative
a un point R distinct de Oy, O, passe par le point A;; —sans y
toucher ni K,, ni Hy—et par le point Ay, ou elle touche Kj.
Lorsque le point R varie sur la droite O; O, la courbe C décrit
un faisceau déterminé dans le réseau |C| par les courbes K -4- Hj,
K;-+H,. Ce faisceau est transformé en lui-méme par 7. Si le
point A,; était uni parfait pour I, une de ces courbes C et ses
transformées par T' se toucheraient en A,;. Mais cela est impos-
sible, car |C| est de degré trois et toutes les courbes C du faisceau
envisagé touchent K; en A,y Il en résulte que le point Ay; est
un point uni non parfait.

Il en est de méme des points Ayy, Ags.

Ainsi: L’involution Iy posséde trois points unis parfails A,;,
- Agq, Ay, et trois points unis non parfaits Ay, Ags, Ass.

5. Pour construire un modéle projectif de I'image F’ de
I'involution I, partons du réseau |C|. Ce réseau est transformé en
lui-méme par T et contient trois courbes transformées en elles-
mémes par T'; ce sont les courbes K, + Hy, K, +H,, K3+ H;.

A une courbe C correspond sur F” une courbe (7, elliptique,
possédant trois points doubles, homologues des couples de points
de la courbe C qui appartiennent & des groupes de l'involution /5.
Lorsque la courbe C varie, la courbe C’ et ses trois points doubles
varient; elle engendre précisément un systéme continu rationnel
{C"} de genre virtuel quatre et dont la dimension est deux. Ce
systéme appartient totalement & un systéme linéaire |C’| de genre
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quatre et dont la dimension est au moins égale a trois. Ce
systtme |C’| a pour homologue sur F un systéme linéaire ap-
partenant au systéme |3C| et par conséquent il a le degré neuf.

Rapportons projectivement les courbes ¢’ aux hyperplans
d'un espace linéaire S, a r dimensions, r étant la dimension du
systétme |C’|. A la surface F’ correspond birationnellement une
surface d’ordre neuf, a sections hyperplanes de genre quatre, que
nous continuerons a désigner par F’.

Aux points unis de I3 correspondent sur F’ des points de di-
ramation is6lés qui sont, comme nous l’avons établi ailleurs:

1) Trois points triples 4’5, 4’5y, A’y5, homologues des points
unis Az, Agy, Ayy. En chacun de ces points, le cone tangent a
la surface est rationnel.

2) Trois points doubles biplanaires ordinaires A’y;, A’y A’ss,
"homologues des points unis A, Asy, Ass.

Les courbes C rencontrent les courbes K en des groupes de
deux points et par suite les courbes 3C rencontrent K, en des
groupes de six points; a la courbe K, correspond donc sur F’
une conique K’, passant par les points A’yy, A5y, A'ys.

La courbe H; est rencontrée en trois points par les courbes
3C, donc a H; correspond sur I’ une droite H’; joignant les
points A’y et A’s,.

De méme, a la courbe K, correspond sur F’ une conique K’,
passant par les points A’y,, A’y5. A’y, et & la courbe K; une
conique K’; passant par les points A’sg, A’5q, A'ss.

A la courbe H, correspond une droite H’, joignant les points
A’g3 et A’y5; 4 la courbe \H correspond une droite H’; joignant
les points A’y; et A’ss.

Nous avons vu qu’a une courbe C correspond une section hy-
perplane C’ de F’ possédant trois points doubles, donc faite par
un hyperplan tangent en trois points a la surface. Lorsque la
courbe G varie d’'une maniére continue dans |C| et tend vers la
courbe K,+ H;, la courbe (’ tend vers la courbe K’ + H’,
comptée trois fois. Par conséquent, il existe un hyperplan oscu-
lant F” le long de la courbe K', + H’,.

De méme, il existe des hyperplans osculant F’ le long de
chacune des courbes K’ + H’s, K’y + H's.

6. On sait que la surface F appartient a la classe des reglées
elliptiques (C. Segre). Nous allons démontrer que la surface F’
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est rationnelle. Dans ce but, il nous suffira de démontrer que la
surface I’ contient un faisceau linéaire de courbes rationnelles.

Rappelons que les courbes H forment sur F un faisceau ellip-
tique. A une courbe H correspond sur ” une courbe rationnelle
H’ et inversement, & cette courbe H’ correspondent sur F la cour-
be H et ses transformées par T' et T2. Lorsque la courbe H varie,
la courbe H’ décrit un faisceau. Ce faisceau est linéaire, car les
les groupes de trois courbes H qui correspondent aux courbes H’
forment, dans le faisceau elliptique {H}, une involution d’ordre
trois ayant trois éléments unis: les courbes H,, H,, Hj; et par
conséquent cette involution est rationnelle.

Ainsi donc, F’ posséde un faisceau linéaire |H’| de courbes
rationnelles et par conséquent est rationnelle (Noether).

Les courbes H’ sont des cubiques gauches, car les courbes
3C rencontrent une courbe H en trois points. Dans le faisceau
|H’| se trouvent trois courbes H’;, H’;, H’; formées de droiles
comptées chacune trois fois.

On peut également démontrer la rationnalité de F’ par une
autre voie. ) »

Tout d’abord, si F” possédait une courbe bicanonique, la
transformée de celle-ci sur F serait une courbe bicanonique de
cette surface, ce qui est impossible. Donc la surface F’ a le
bigenre P,=0.

D’autre part, entre le ganrs arithmétique p, de F et celui p’,
de I, nous avons démontré que L'on a la relation

12 (p,+1) =36 (p/y +1) — 40— 83,

o étant le nombre de points unis parfaits, § le nombre de points
unis non parfaits. Actuellement, on a p,=—1, «=f=3, donc
P'.=0. Rk

La surface F” ayant les caractéres p,= P, =0, est rationnelle
(Castelnuovo).

7. Observons qu'a la courbe
Ky +K;+ Ky +Hy + Hy + H,,

qui appartient au systéme |3C|, correspond sur F’ une section hy-
perplane, formée des courbes K’,, K’y, K’s, H’y, H', H';. L’hy-
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perplan contenant ces courbes passe par les six points de dirama-
tion A’gs, A'gy, A'yy, A’yy, A’sy, A’s5. Par conséquent, la dimen-
sion de cet hyperplan est au moin égale a cinq et l'espace conte-
nant F’ a la dimensions r = 6.

D’autre part, le systéme |C’| des sections hyperplanes de F’
a le degré 9, le genre 4 et par conséquent la dimensions r=6.
On a donc r=6. :

La surface F’, d’ordre 9, a sections hyperplanes de genre 4,
est normale dans un espace d siz dimensions. Elle posséde
trois points triples, a céne tangent rationnel, et trois points dou-
bles biplanaires ordinaires.

8. Chacun des points triples A’y5, A’5;, A’y est équivalent,
au point de vue des transformations birationnelles, a une courbe
rationnelle de degré —3. Nous désignerons respectivement par
Y1s Y25 Y3 ces courbes. :

Chacun des points doubles biplanaires ordinaires A’yy, Ay,
A’35 est équivalent & deux courbes rationnelles de degré — 2, se
coupant en un point. Nous désignerons par v;, Y les courbes
équivalentes au point A;’. D’une maniére précise, nousavons
établi que ces courbes correspondent aux points unis pour I, in-
finiment voisins du point uni correspondant. Nous supposerons
que la courbe vy, correspond au point uni de /5 infiniment voisin
de Ay; sur les courbes K, K, et que la courbe y,, correspond au
point uni de [; infiniment voisin de Ay, sur la courbe H;. Nous
utiliserons des notations analogues, obtenues par permutation tour-
nante, pour les autres points.

Cela étant, nous avons les relations fonctionnelles

=3 (K’1 S H'1) +2¥1F Y1a + Yoy +2Ye0 1 Va1 2Vs)
C'=3 (K’z A H’z) + 2Y51 + Yoo + Ys1 + 2Y35 + Y1+ 2vs,
C'=3 (K's+ H's) +2v3;+ Yao + Yuu + 2Y12 + Yo 4+ 211

Pour établir la premiére de ces relations, par exemple,
remarquons que sur F, la courbe K, 4 H, passe une fois par le
point Ay, deux fois par le point Aj;, une fois par le point A,
et une fois par le point A,, sans toucher en ce point la courbe K,.
Par conséquent sur F’, la courbe K’; + H’; rencontre en un point
la courbe Y3, en deux points la courbe Y,, en un point la courbe
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Y11 sans rencontrer la courbe Y;,, en un point la courbe y,, sans
rencontrer la courbe y,.

Puisqu’il y a un hyperplan osculant F’ le long de la courbe
K’y + H’,, nous avons

C'=3 (K'y +H";) + X1 Y11+ M2 Y1z + X1 Yo +Xoe Yoo hs Yo7 A3 Yse

Exprimons que la courbe y;; coupe K’y +H’; en un point,
mais que Y, ne rencontre pas cette courbe. Nous avons

3—2)11{—}\12:0, .\11 —-2)\12:0,

dioti” XNg=2. Xia=—1:

On trouve de méme Ay =1, N =2.

Exprimons que Y, coupe K’; +H’; en deux points et Y; en
un point; on a

8= 3X=0; .F=3); =0

d’Ol‘l )\2:2, )\3:1.
Les autres relations s’obtiennent de la méme maniére, ou
par parmutation tournante.

9. Désignons pour simplifier par |D| le systétme |3C|. Aux
courbes C’ correspondent, comme on 1’a vu, des courbes du systé-
me |D|, formant un systéme de dimension six, que nous désig-
nerons par |D;]|.

Le réseau |C| est un systéme régulier, il en est donc de
-méme du systéme |D|=|3C]| et ce systéme a la dimension 17.
Il a d’autre part le degré 27 et le genre 10.

Observons que T' opére, sur le réseau |G|, dont les courbes
sont considérées comme éléments, comme une homographie de
période trois, car & une courbe C,T fait correspondre une courbe
C et a un faisceau de courbes C, un faisceau de courbes C. Cette
homographie posséde trois éléments unis, les courbes K, + Hj,
K,+H,, K;+ Hg, n’appartenant pas 4 un méme faisceau, donc
cette homographie est non homologique.

On peut donc attacher a chacune des courbes unies K -+ 15,
Ky, +H,, K+ Hj, respectivement les nombres 1, €, €2, ot ¢ est
une racine cubique primitive de I'unité.

Cela étant, les courbes
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3(Ki+H,) 3(Ky+H,), 3(K;+Hy),
K, +K,+K,+H,+H,+H,

appartiennent, comme nous l'avons vu, au systéme |D,|, auquel
est attaché le nombre 1. .
Considérons les courbes

2(Ky+Hy)+ Ky +Hy, 2(K,+H,)+K;+H,,
2(Ky+H,) + Ky +Hy,

auxquelles est attaché le nombre e. Ces courbes appartiennent
au systeme |D|; elles déterminent dans ce systéme un réseau
que nous désignerons par |D,|. On voit aisément que les cour-
bes D, passent simplement par les points A,z Asy, Agy, Ay, Asg,
Azs. En Ay, elles touchant H;, en A,,, elles touchent H; et en
Ajs, elles touchent H,.

Les courbes D, sont transformées en elles-mémes par T et
le réseau |D,| appartient donc & I'involution /5. Il lui correspond
sur F’ un réseau |D’;| de courbes d’ordre neuf. -

A une courbe de |D|, non transformée en elle-méme par 7T,
correspond sur F”’ une courbe D’ variable dans un systéme li-
néaire. Lorsque D varie d’'une maniére continue dans |D| et tend
vers une courbe D;, la courbe D’ tend vers une courbe de |{3C'|.
Lorsque D tend vers une courbe Dy, D’ tend vers une courbe 3D',.
On a donc

8C" =38D"y + M y1 4+ NgYo + XgYs +NyaYas + MyoVio +
+ Xo1Yo1 + XooYos + A31 V31 + AgaYse-

En tenant compte du fait que la courbe D', rencontre en un
point chacune des courbes Yy, Ys. Y3, Y125 Y22, Y32, On trouve faci-
lement la relation fonctionnelle

8C"=8D'3+ Y1+ Yo+ Y5 + Y11+ Yor + Y1 + 2 (Yi2 + Yoz + Y32)-

Projectivement, cela signifie que le long de chacune des
courbes D'y, il y a une hypersurface cubique osculant la sur-
face F’.

Le réseau |D’,| est de degré six et, par la formule de Zeu-
then, de genre deux.
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10. Envisageons maintenant, dans |D|, le réseau, appartenant
a linvolution I3, déterminé par les courbes

K, Ty By Hy, 20Ky Hode K R
2(K3 '|_H3) +K2+H2!

auxquelles est attaché le nombre 2.

Ces courbes D, ont des points doubles en A,;, Agy, Ay, et
passent Smelement par les points A,q, A22, Ajs en y touchant
respectivement K, K,, K.

Si nous désignons par D’; les courbes qui, sur F’, corres-
pondent aux courbes Dj, on obtient, en raisonnant comme tantot,
la relation fonctionnelle

8C' =3D"3 42 (Y1 + Y2 +Y3) +2 (Y11 + Yor + Ys1) 4 Y11 + Yoo + Yso-

Le réseau |D’;| a le degré trois et, en utilisant la formule
de Zeuthen, on voit que ses courbes sont rationnelles. Les cour-
bes D; ayant trois points doubles, sont du reste de genre sept.

Désignons par ry,rg les dimensions des systémes complets
|D’s|, |D’s| sur la surface F’. D’aprés le théoréme de Riemann-
Roch sur les surfaces rationnelles, on a

ls = Dysheer

v

Bl
D’autre part, dans |D]|, la transformation T agit comme une
' homographie ayant trois axes ponctuels |D,|, |Ds|, |Dsl et on a
~ donc

6+ry+r;+3=17+41,
c’est-a-dire

On a donc ry=5, ry=4.

Sur la surface F’ existent deux systémes linéaires de courbes
d’ordre neuf: le premier a la dimension cing, le degré six et le
genre deux; le second la dimension quatre, le degré trois et le
genre zéro. Le long de chacune des courbes de ces systémes, il y
a une hypersurface cubique osculant la surface F’.
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11. La surface I, d’ordre 9, posséde trois points triples
A’y3, A’y;, A’y, et les hyperplans passant par ces trois points
doivent couper la surface suivant une courbe. Nous allons mon-
trer que F’ contient un faisceau de cubiques gauches passant
par A’y A’yy, A’y; et que tout hyperplan passant par ces trois
points coupe F’ suivant trois de ces cubiques gauches.

Retournons & la courbe L et considérons la série g;2 compléte
découpée par les courbes

No &y g T3+ Xy 42 Ty + Ny Bp? T3 4 X 3% 21 =0. (1)

Pour \;=0, on obtient la série g5 engendrée par I’homogra-
phie h. Aux couples de points appartenant aux greupes de cette
série correspondent sur F' les points d’une courbe G,. En reprenant
le raisonnement fait & propos des courbes C, on voit que la cour-
be G, est elliptique. '

Donnons maintenant a X\;, Xy, \; des valeurs fixes, distinctes
de ay, ay, a; et faisons varier \,. Nous obtenons une série ¢!
transformée en elle-méme par h (mais dont les groupes ne sont
pas en général transformés en eux-mémes par h). A cette série
g5t correspond sur F' une courbe que nous désignerons par G.
En reprenant le raisonnement fait pour les courbes C, on voit que
la courbe G ‘est elliptique. Observons de plus que la série ¢t
considérée contient un groupe formé des points O;, O, O; ct
que par conséquent la courbe G passe par les points Ay, Agy,
Ay, e A

Deux séries linéaires g4! données sur L ont en commun trois
ocouples de points, donc les courbes G rencontrent les courbes C
en trois points. Par conséquent, elles rencontrent les courbes D
et en particulier les courbes D en neuf points.

Les courbes analogues a G forment un faisceau |G|. Chaque
courbe de ce faisceau est transformée en elle-méme par 7' et
rencontre les courbes D, en neuf points formant trois groupes de
I;. Par conséquent aux courbes G correspondent sur F’ des cubi-
ques gauches G’ formant un faisceau |G’| et passant par les points
Algg, Algy, Alys.

Il existe un hyperplan passant par les points A’y5, A’gy, A'y5
et par trois points pris chacun sur trois cubiques gauches G’
distinctes M. Cet hyperplan contient ces trois cubiques gauches
et par conséquent les hyperplans passant par les points triples
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Nota sobre el alcance del procedimiento. — La funcion
¢(t) obtenida en los ejemplos ¢) y d) es no acotada. En efec-
to es conocido que las funciones Li y Ei tienden a o al ten-
der la variable respectivamente a 1 y a 0. Lo mismo ocurre
para la funcion F(t) del ejemplo d) como se ve, sin mayo-
res calculos observando que, siendo evidentemente log?z 472 <z
para z>e%, sera

oo (o) [o0)
etzdz < etdz (e EdE
log2z-4-n2 z 5

v ! er te™

Ahora se debe observar que ya al principio se puso de re-
lieve que el método suponia, que de antemano se supiera que la
funcién propuesta f(s) fuera representable como transformada de
Stieltjes de alguna funcion; y para resolver este problema pre-
liminar se indicaron, como ejemplo, los criterios cofrecidos por
el libro de Widder.

Pero estos criterios aseguran también que la funcién deter-
minante de la cual se trata serd acotada; ellos habrian luego cai-
do en defecto si se hubiera intentado aplicarlos.

Por otra parte, esos criterios se fundan, en su enunciado,
en una infinidad de comprobaciones, que sélo se podran reducir
a un numero finito en casos particulares, teniendo en cuenta esas
particulares condiciones.

Con respecto al caso ¢) se sabe sin embargo por otros me-
dios que el resultado es exacto. Respecto del caso d) tal compro-
‘bacién no hicimos, pero consideraciones comparativas como la
acotacion tultimamente indicada le dan una extrema confianza.

Se infiere de estas observaciones que el método tiene apa-
rentemente aplicacién méas amplia y aun .méas inmediata que los
criterios aludidos. Podria acaso pensar el lector que bastari en
cualquier caso suponer, en via de hipotesis la representabilidad
de la f(s) como transformada de Stieltjes por cuanto, en caso de
ser equivocada la hipdtesis, el calculo mismo se encargara de
denunciar la eventual equivocacion con alguna imposibilidad.
Para convencerse de lo contrario basta observar que si se al-
tera la funcion f(s) sumandole otra racional o mas generalmente
sin puntos de ramificacion en el finito, no se cambia la funcion
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Im f(se=ix) y por lo tanto el procedimiento ofrece la misma
funcion determinante para infinitas posibles generatrices.
En otra forma, bien se sabe que

[e)

L =fe—ts dt’
S

0

por lo que la funcién determinante de He es 1; pero el procedi-
s

miento daria ¢(t)=0, que puede considerarse como la deter-
minante de la funcién 0.

Noétese que con este ejemplo se ha comprobado que el
métodono asegura el resultado tampoco en el caso de que se su-
piera que la funcién propuesta es transformada de Laplace de
alguna funciéon; lo cual, por otra parte, podia preverse por
cuanto se ha supuesto que la eventual funcién determinante de
la transformacién fuera ella misma una transformada de Laplace.

Se ve, resumiendo, que el procedimiento, para ser com-
pleto, implica cuando menos la sucesiva comprobacién que la
transformada de Laplace de la ¢(t) obtenida es verdaderamente
la funcion f(s) propuesta; el célculo efectivo de esa transformada
tropieza a menudo con dificultades practicas; en el caso d) se
encontr6 una ¢(t) que no se supo expresar mis comodamente
que por la integral de definicion.

Un método para efectuar la verificacion puede fundarse
sobre el propio concepto que ha generado la teoria de la trans-
formacion de Laplace (7) es decir en la propiedad de esta trans-
formacion de referir una relacion diferencial para la funcion
generatriz a una relacién algebraica para la funcién determi-
nante. Siendo dada la funcién f(s) bastard entonces buscar una
relacion entre ella y algunas de sus derivadas que se preste a tal
transformacion. Nos explicaremos con un ejemplo proponién-
donos de verificar la representacion sugerida por el ejemplo a):

2 |
e*V_s—:_L e—ts AL dt
271/2 13/2

0

(") Cfr. p. ej. PIcARD. Traité d’analyse. T. III, p. 394.
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ALBERTO E. SAGASTUME BERRA. Introduccién a la Matemdtica Superior. Pubil-
caciones de la Facultad de Ciencias Fisicomatematicas de la Universidad
Nacional de La Plata, 1946.

El titulo de esta obra seria probablemente mis sugeriente para el lector
si dijera Introduccién a la Teoria de las Funciomes. Se trata, como advierte
en el Prélogo el autor, del curso que el mismo desarrolla desde hace afios en
la Universidad de La Plata, destinado a complementar, para el uso de los es-
tudiantes que aspiran al doctorado en matemética, las mnociones de anilisis
adquiridas ya en los cursos de iniciacién comunes con otras especialidades de
la Facultad. Este programa determina también la eleceién de los argumentos
en aquellos capitulos del anilisis infinitesimal en los cuales mayormente puede
ejercitarse la moderna critica de los principios.

El primer capitulo presenta los elementos de la teoria gemeral de los con-
juntos, sin especificacién de los elementos constituyentes; estos estin especifi-
cados en los ntmeros reales en el capitulo IT que trata los argumentos alle-
gados a las nociones de continuidad y de limite. Sigue en los capitulos IIT y
IV la aplicacién a la teoria de las funciones de variable real. El cap. V
constituye un paréntesis en aplicacién de los conceptos adquiridos en los eap.
II-IV y preparacién de las teorias siguientes, tratando de las series, primero
numéricas, luego funcionales, luego potenciales, con lo que aparecen de pasada
los ntimeros complejos ordinarios, y la mnocién de funcién analitica. El cap.
VI vuelve a las funciones de una variable real desarrollando la teoria de la
integral de Riemann, reservindose la integral de Lebesgue al cap. X donde la
teoria de la medida de conjuntos lineales, y por comnsiguiente también la defi-
nicion de la integral, estd presentada con toda generalidad, para un ntmero
cualquiera de dimensiones. Los capitulos VII, VIII, IX constituyen otro parén-
tesis, tratando el primero de las series de Fourier y de funciones ortogonales,
y los dos siguientes las propiedades de las funciones de varias variables depen-
dientes de las nociones de continuidad y derivabilidad. Por fin el cap. XI trata
de la integracién de ecuaciones y sistemas diferenciales ordinarios.

El libro estd redactado en forma clara, con numerosos ejercicios, elegidos
a menudo entre los ejemplos clasicos de las singularidades que el esfuerzo ha-
cia el rigor que earacteriza el anilisis de los dltimos cincuenta afios ha puesto
en evidencia. En cada caso estin cuidadas las relativas referencias biblio-
graficas.

Tenemos, en resumen aqui, una obra de sumo interés didactico y cientifico,
representando un enriquecimiento de la bibliografia de habla castellana, en un
argumento donde los estudiantes tenian hasta dahora que dirigirse principalmente
a tratados extranjeros, algumnos clisicos, otros menos.

B. LEv1
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GEORGES VALIRON. Cours d’analyse mathématique. I. Theorie des fonctions.

II. Equations fonctionnelles. Applications. Paris-Masson et Cie. 1942-1945

(in 89 gr.).

En dos volimenes con un total de mas de 1100 paginas de composicién
excepeionalmente cerrada nos ofrece el autor el contenido esencial de su cur-
so de céleulo diferencial e integral en la Universidad de Paris, aumentado,
segin dice el prefacio, por algunos complementos. Si agregamos que a la for-
ma exteriormente compacta corresponde casi siempre el estudio de igual bre-
vedad en la redaccién, puede el lector juzgar en seguida de la extensién de
las materias tratadas. Debe notarse, a este respecto, que el curso va dirigido
a j6venes que todos, aunque en forma un poco dispar, ya poseen las primeras
nociones y el mecanismo del céleculo, lo cual permite ocasionalmente al autor
de aprovecharlas aun antes del momento en que serd nuevamente presentada
la definicién para aclarar el concepto en modo uniforme.

Asi empieza el primer volumen volviendo sobre las nociones generales de
los ntmeros reales y limites, incluyendo series, fracciones continuas, produe
tos infinitos, y topologia de los conjuntos de puntos; vienen luego las nociones
ligadas a la continuidad de las funciones de una variable, derivacién, ete.;
sigue el estudio de la integral de Riemann y de la integral de Lebesgue, se-
ries trigonométricas, caleculo numérico de integrales, mientras las teorias ge-
nerales son oportunidad para introducir casi casualmente las més variadas no-
ciones especificas, como desarrollo del seno en produecto infinito, transcenden-
cia de ¢ y de =, funciones analiticas y casi-analiticas de variable real, poli-
nomios de Legendre y de Bernoulli, férmula de Stirling, ete. Sigue la exten-
sion a funciones de varias variables de las mismas teorias de continuidad y,
entre las aplicaciones, noticias ttiles para la mecénica, como vectores y trans-
formaciones de contacto. Por fin, para cerrar el volumen, un pequefio tratado
sobre las funciones analiticas de una variable, encaradas sucesivamente en for-
~ ma elemental preparatoria, luego en la forma geométrica de Cauchy, luego en

la forma de Weierstrass con consideracién particular de las funciones enteras,
funciones elipticas, hasta la funcién ¢ de Riemann y su relacién a la teoria
. de los ntimeros primos.

El segundo volumen llama un poco la atencién por el titulo, ecuaciones
funcionales, que bien corresponde posiblemente al sentido literal de las pala-
bras, pero no al sentido habitual, debiéndose entender aqui todas las ecuacio-
nes que llevan como incégnitas funciomes; luego, ecuaciones en varias varia-
bles, ecuaciones diferenciales, variaciones y muchas aplicaciones. Empieza este
volumen con la teoria de las funciones algebraicas de una variable, considera-
da sea desde el punto de vista puramente algebraico (o geométrico), sea
desde el punto de vista de las integrales abelianas y de la correspondiente in-
versién. Sigue, después de una corta preparacién sobre las series potenciales
con varias variables, el estudio de los sistemas de ecuaciones analiticas, para
llegar a la resoluci6n de ecuaciones y sistemas diferenciales analiticos. Se in-
serta aqui la teoria de los contactos y envolventes que encontrard alguna apli-
cacién en los desarrollos sucesivos de la teoria general de las ecuaciones dife-
renciales. Esta se desarrolla en forma muy detenida a lo largo de 6 capitulos,
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correspondiendo el primero al contenido més o menos clasico de los tratados
- de caleulo, el siguiente al estudio de las soluciones de ecuaciones lineales a
coeficientes analiticos uniformes (en particular ecuaciones fuchsianas), luego
a las ecuaciones clisicas de segundo orden (de Gauss, de Legendre, de Bessel);
el cuarto al estudio de las soluciones alrededor de puntos singulares; el quinto
a los teoremas generales de existencia y por fin el sexto a las ecuaciones de
primer orden de la forma ¥y’ = R(ay) con R funcién racional y a la teoria
Ge Sturm y Liouville para las ecuaciones lineales de segundo orden. Méas ra-
pidamente se dan luego los fundamentos del célculo de variaciones y en los
dos tltimos capitulos (XV y XVI) las teorias clisicas sobre ecuaciones en de-
rivadas parciales de primero y segundo orden. En medio (Cap. XII y XIITI)
ge insertan los fundamentos de geometria diferencial en tres dimensiones
(eurvas alabeadas y superficies).

Como aludimos al principio, el autor asigna en los prefacios de los dos
volimenes, dos fines pricticos con relacién a los estudiantes franceses; el de
comentar su propio curso de andlisis infinitesimal y el de proporcionar todos
los conocimientos requeridos en los programas del certificat de calcul differen-
tiel et integral. El lector extranjero, que no tiene tales intereses particulares,
encontrard en él en forma mAs concisa y puesta al dia aquella informacién
que ya estd acostumbrado a buscar en otros eclisicos y exteénsos tratados fran-
ceses como el de Goursat o el de Jordan.

B. LEvI

GRAVES, LAWRENCE M., The Theory of fumctions of real wvariables, MeGraw-
Hill Book Company, Ine. New York, 1946. 300 pag. (4 $ U. S. A.).

Los propositos del autor al eseribir este libro son indicados por el mis-
mo en el comienzo de la Introduccién: ‘‘Los capitulos siguientes han sido
eseritos teniendo en mente tres propoésitos. El primero es de dar a los estu-
diantes una perspectiva general del campo del anilisis desde sus fundamen-
tos. El segundo es de pasar revista a los conceptos fundamentales y teoremas
del céleulo; se supone que el-lector ha alecanzado la etapa en que puede enten-
der los enunciados precisos de estos conceptos fundamentales y las demostra-
ciones rigurosas de los teoremas. En los capitulos siguientes se incluyen varios
teorémas para los cuales se dan a menudo, en los textos elementales de célcu-
lo, demostraciones incompletas o equivocadas. El tercer propésito es el de in-
formar al estudiante acerca de los teoremas y métodos de investigaeién que
son fundamentales para trabajar en el analisis moderno. Estos teoremas y mé-
todos son también frecuentemente usados en otras ramas de las. matematicas
y en sus aplicaciones’’. ;

De acuerdo con estos propésitos, la obra es un excelente resumen de los
puntos més delicados del céalculo y de la teoria de funciones reales, expuestos
con rigurosa concisién y con el simbolismo y nomenclatura actualmente en
boga. Este simbolismo puede exigir al lector acostumbrado a los tratados cla-
sicos, cierta atencion y ofrecer cierta dificultad, pero el esfuerzo exigido no
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serd en vano, pues va siendo cada dia mis necesario para quien desee intro-
ducirse en los métodos actuales del Andlisis. Por otra parte, el autor resume -
en el Cap. I las notaciones y conceptos fundamentales de la légica simbélica y
del céleulo de clases que utiliza en lo sucesivo.

En el Cap. IT define axiométicamente los mGmeros naturales (por un sis-
tema de postulados andlogo al de Peano), los mtmeros racionales y, por las
cortaduras de Dedekind, el sistema de los nimercs reales. El cap. III contiene
las definiciones mas necesarias de la teoria de conjuntos de puntos y sus teo-
remas fundamentales. En el Cap. IV se introduce con toda generalidad el
concepto de funeién, con especial atencién a las funciones continuas y semi-
continuas, junto con sus propiedades. El Cap. V trata de las derivadas y di-
ferenciales de funciones de una o varias variables, con aplicacién al desarro-
ilo de Taylor y al céleulo de formas indeterminadas. El Cap. VI estd de-
dicado a la definicién de integral de Riemann, sus propiedades y a los teo-
remas fundamentales del célculo integral. En el Cap. VII, bajo el titulo ge-
neral de ‘‘convergencia uniforme’’ se exponen los principales teoremas rela-
tivos a limites de funciones de varias variables, permutacién del orden en el
paso al limite, junto con algunos teoremas sobre las sucesiones y series de
nimeros y funciones. E1 Cap., VIII trata de las funciones implicitas, con sus
correspondientes teoremas de existencia, enunciados principalmente en vistas
al Cap. IX que se refiere a las ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual no
contiene los métodos efectivos de integracién, sino que se limita a diseutir
ampliamente y analizar con todo cuidado las condiciones minimas exigibles
para la existencia de las soluciones. Los Cap. X y XI estan dedicados a un
detallado estudio de la integral de ILebesgue y a la medida de conjuntos, con
las propiedades y aplicaciones usuales de estos conceptos. El Cap. XII y fl-
timo trata de la integral de Stieltjes, con sus propiedades y sus relaciones con
los, demés tipos de integral.

Bn todo el libro, muchas demostraciones, sobre todo las de ciertos lemas
y corolarios, estin tnicamente esbozadas, debiendo el lector desarrollarlas y
completarlas; - esto, segtin dice el autor, es el ejercicio més 1wtil que aconseja
a los lectores. Sin embargo, la obra contiene también de tanto en tanto ejer-
cicios propuestos, algunos verdaderos ejercicios, y otros, mis bien nuevos teo-
remas complementarios de los desarrollados en el ‘texto. Para otros teoremas o
ejemplos de funciones espeeciales cuyo desarrollo ocuparia demasiado espacio,
el autor se limita al enunciado, remitiendo a otros tratados més ecompletos
(Pierpont, Hobson, Caratheodory...). Al final de cada capitulo contiene la
bibliogratia correspondiente, acompaiiads de comentarios acerca de la misma.

Tanto por el contenido, como por las indicaciones bibliograficas y Ila
original exposicién y sistemitica ordenacién de las materias, el libro cumple
de manera excelente los propésitos enunciados por el autor en la Introducecidn.

L. A. SANTALG
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FrEDERICK G. W. BROWN, Elementary mathematics for Workshop Students,
p- 369 4- XV. Macmillan and C° London 1945, 5 sh. 6 d.
4 short applied Workshop Mathematics, p. 208 4 VIII. Macmillan an C°
London, 1946, 3 sh. 6 d.

Estos dos pequefios volimenes pueden interesar a mnuestros lectores tan solo
como una sefialaciéon diddctica para el ingeniero que tenga que dirigir a obre-
ros especializados. El primero se ofrece como una moderna adaptacién de un
libro publicado en 1900 por Frank Costle con el titulo un poeco méis corto:
Workshop mathematics, (matemdtica de taller) destinado entonces, segfin el
autor, a remediar al inconveniente que cuando el artesano debe desarrollar su
trabajo en modc inteligente se encuentra a menudo en la dificultad de haber
olvidado también las reglas de las cuatro operaciones aprendidas en las pri-
meras clases. En la nueva redaceién, segtin nos informa su autor, ha sido re-
ducido esencialmente el volumen de la obra, aun habiendo aumentado la ex-
- tensién de las materias para tener en cuenta las necesidades del actual des-
arrollo industrial. Los sucesivos eapitulos del libro tratan luego las mociones
fundamentales de la aritmética, las ecuaciones de primer grado en una ineég-
nita, elementos de célculo algebraico, ecuaciones de segundo grado y simul-
tneas, elementos de geometria, sistema métrico inglés, logaritmos y regla
logaritmica. Una tabla de logaritmos y de valores naturales de las funciones
trigonométricas en 4 decimales estd afiadida al final del volumen. El método
adoptado es esencialmente préctico; se proporcionan reglas que se explican so-
bre ejemplos y muchos ejemplos estin propuestos como ejercicios, de los
cuales estin reunides al final del volumen las respuestas. Si tuviéramos que
dar un juicio deberiamos adelantar la duda que el lector deba fécilmente sen-
tirse abrumado por una excesiva demsidad de las materias, no sostenida por
una suficiente confianza en la educaciéon de la capacidad racionativa, pues
consideramos que esta, en todos los grados de la cultura, es el mejor instrumen-
to de clasificacién, aun de las reglas pricticas. El remedio puede estar pro-
porcionado por el gran ntmero de ejercicios préicticos, en el caso que el lector
cuide intensamente realizarlos.

El segundo volumen, méas corto, tiene también un nivel netamente supe-
rior: ‘‘el autor ha estudiado los métodos empleados en el Ceniro de prepara-
cion de ingewieros instituido por el ministerio del trabajo y servicio nacional’’
y considera que la experiencia le ha sido muy 6til: ‘‘se tiene aqui la esencia
embrional de la practica aplicacién’’, Después de una muy breve recapitula-
cién de las reglas de la aritmética, 4lgebra y geometria, la parte esencial del
libro se desarrolla por ejercicios de caleulacién numérica sobre problemas de
meeanica, elasticidad, resistencia de materiales ete. propios de la practica de
taller. Una buena coleccién de problemas por resolver y las respuestas a los
mismos reunidas al final del volumen acrecentan la practica utilidad.

B. LEvI
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