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Resumen

Los resultados de esta tesis se enmarcan dentro del área de la Optimización Combinatoria.
Principalmente, se conjugan técnicas asociadas a las áreas de Complejidad Computacional,
Algoritmos y Teoŕıa de Grafos, entre otras.

Se exponen los resultados obtenidos luego del estudio de la complejidad computacional
para cada número entero positivo k fijo, de las siguientes variantes del problema clásico de
dominación en grafos en algunas subclases de los grafos arco-circulares: k-upla dominación,
k-dominación y k-dominación total. Para k = 1, todas ellas coinciden con el concepto usual
de dominación, 1-dominación o dominación total en grafos. Desde el punto de vista de la
complejidad computacional de problemas de decisión, estas variantes de la dominación clásica
son “dif́ıciles” de resolver. Como es habitual, se planteó entonces estudiar subclases donde los
problemas sean tratables, es decir, resolubles a través de un algoritmo eficiente (de tiempo
de ejecución u orden polinomial en el tamaño de las instancias).

Se investigaron instancias dadas por clases de grafos para los cuales existen en la literatura
algoritmos que resuelven el problema para k = 1 en tiempo polinomial y que su tratamiento
estaba abierto para los restantes valores de k enteros o bien, que disponen de un tal algoritmo
pero el mismo es poco eficiente en algún sentido.

Si bien los problemas abordados generalizan los diferentes conceptos de dominación, los
algortimos que presentamos en esta tesis no son una generalización de los existentes en la
literatura para el problema de dominación usual.

Aún notando que la diferencia en las definiciones de los problemas estudiados es muy
sutil, la estructura intŕınseca de cada clase de grafos abordada mostró que en general no es
sencillo, o bien no es posible, aplicar el mismo tratamiento a las tres variantes del problema
estudiado en esas clases.

Más precisamente, en esta tesis se desarrollan: para la k-dominación y k-dominación total
y sus versiones ponderadas, un algoritmo espećıfico de orden polinomial en función de k para
la clase de los grafos de intervalos propios; para la k-upla dominación, sendos algoritmos
eficientes para dos subclases de grafos arco-circulares, la de los grafos co-biconvexos y la de
los grafos web, instancias para las que no se contaba hasta el momento con un algoritmo de
resolución.
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Muchos problemas de interés práctico y teórico, como lo son los problemas de locación de
servicios, requieren cubrir objetos. Más precisamente, se puede requerir cubrir con el menor
número posible de sensores cierta zona para ser monitoreada, teniendo en cuenta que pocos
sensores cercanos a un determinado lugar pueden no realizar un monitoreo completo. Esta
circunstancia particular y muchos otros casos referentes a situaciones de locación de servicios
pueden ser modeladas a través de ciertas variaciones de la dominación usual en grafos. Las
variaciones de dominación en grafos forman un área muy vasta de la teoŕıa de grafos, con
numerosos problemas desafiantes [43, 44].

Las variaciones de la dominación clásica que abordamos en este trabajo son las siguientes:
para un entero positivo k, la k-dominación , la k-dominación total y la k-upla dominación,
algunas de éstas en sus variantes ponderadas. A continuación se introducen estas nociones,
para un entero no negativo k y un grafo G dados.

Un conjunto D de vértices de un grafo G es k-dominante (k-dominante total) si todo
vértice de G que no está en D (todo vértice de G) es adyacente a al menos k vértices de
D. Desde el punto de vista de la complejidad computacional de problemas de decisión, el
problema de hallar un conjunto k-dominante (k-dominante total ) en G del menor tamaño
posible, para cada k fijo, es NP-dif́ıcil en grafos generales.

Por otra parte, un conjunto D de vértices de G es una k-upla dominante en G si todo
vértice de G es adyacente a al menos k vértices de D, ó es un vértice de D y es adyacente a
al menos k − 1 vértices de D. Para cada k fijo, también el problema de hallar un conjunto
k-upla dominante en G del menor tamaño posible, para cada k fijo, es NP-dif́ıcil en grafos
generales y aún en grafos cordales.

A continuación desarrollamos un pequeño análisis para remarcar las diferencias entre
los conceptos mencionados. Recordando que un vértice de un grafo se domina a śı mismo
como aśı también a todos los vértices adyacentes (o vecinos) a él, en el caso de un conjunto
k-upla dominante D en G, la definición impone una condición que deben cumplir todos los
vértices del grafo; dicha condición puede expresarse imponiendo que cada vértice domine a
al menos k vértices del conjunto D. En cambio, para la definición de conjunto k-dominante
total en G, aunque la definición impone una condición a todos los vértices del grafo, dicha
condición puede expresarse pidiendo que cada vértice de G domine a al menos k vértices del
conjunto D distintos a él. Finalmente, para la noción de conjunto k-dominante, la condición
correspondiente impone solo a los vértices que se encuentran fuera del conjunto k-dominante
que dominen a al menos k vértices de ese conjunto.

Estas diferencias expuestas hacen que los problemas considerados requieran tratamientos
diferenciados para su análisis. Incluso, si bien son todos problemas NP-dif́ıciles de resolver
en general, se conocen de la literatura instancias dadas por clases de grafos en las cuales
cierta variación del problema es dif́ıcil de resolver mientras que otra no lo es. Por esta razón,
todo aporte que se realice para avanzar en el conocimiento de la complejidad computacional
de estos problemas, marca un avance hacia una prueba de dónde se encuentra una barrera
que separa a un problema de otro, o bien, hacia una prueba de la equivalencia polinomial
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entre ellos.
Cuando se abordan problemas NP-dif́ıciles es importante la determinación de clases de

grafos donde los mismos pueden ser resueltos en un tiempo computacional razonable (poli-
nomial) en función del tamaño del grafo de entrada. Otra ĺınea de estudio sobre problemas
dif́ıciles de resolver, es diseñar para instancias que poseen un algoritmo de resolución, nuevos
algoritmos que, o bien mejoren el tiempo de resolución del mejor algoritmo existente, o sean
de más sencilla implementación que cualquiera de los existentes.

Estos tópicos motivaron los objetivos de investigación en esta tesis.

Antecedentes y estado actual del tema

El concepto de dominación en grafos fue introducido por Claude Berge en 1958 [6] y
desde entonces, estudiado en muchos trabajos. Numerosas variantes de este concepto fueron
surgiendo con el correr de los años. Algunas de esas variantes son las que se estudian en este
trabajo.

Dado un entero positivo k, el problema de k-dominación, el de k-dominación total y el
de k-upla dominación tienen como objetivo encontrar el tamaño mı́nimo de un conjunto
k-dominante, k-dominante total o k-upla dominante, respectivamente en un grafo dado.

La noción de k-dominación fue introducida por Fink y Jacobson en 1985 [34] y estudiada
en una serie de art́ıculos (por ejemplo, [17, 18, 27, 33, 40, 55]). La noción de k-dominación
total fue introducida por Kulli en 1991 [54] y estudiada bajo el nombre de k-upla dominación
total por Henning y Kazemi en 2010 [45] y en una serie de art́ıculos recientes [51, 68, 56].
Por otra parte, la terminoloǵıa k-upla dominación fue introducida en 2000 por Harary y
Haynes [42] y estudiada en algunos trabajos [1, 2, 29, 56, 57, 67].

Las diferencias en sus definiciones hacen que estos problemas sean de gran utilidad en
varias aplicaciones, por ejemplo, en la asignación de diferentes tipos de recursos, en la dis-
tribución en sistemas informáticos (ver, por ejemplo, [43]) o en la ubicación de servicios de
diferente naturaleza. Sin embargo, cuando pensamos en sus resoluciones, se sabe que desde
el punto de vista de la complejidad computacional, todos ellos son problemas NP-dif́ıci-
les [50, 58, 68] y también dif́ıciles de aproximar [23].

Sobre k-dominación y k-dominación total

A continuación se resumen los antecedentes relativos a la complejidad computacional
para los problemas de k-dominación y k-dominación total (k fijo).

El problema de k-dominación es NP-dif́ıcil en las clases de grafos bipartitos [4] y grafos
split [55] y se puede resolver en tiempo lineal en la clase de grafos donde cada block es
una clique, un ciclo o un grafo bipartito completo (incluidos árboles, grafos block, cactus y
grafos cactus-block) [55], y, más generalmente, en cualquier clase de grafos con clique-width
acotado [26, 65] (ver también [22]).
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El problema de k-dominación total es NP-dif́ıcil en las clases de grafos split, en grafos
doblemente cordales y en grafos bipartitos [68], en grafos caminos [56], y para k ∈ {2, 3} en
la clase de grafos bipartitos planares [2]. Por otra parte, se puede resolver en tiempo lineal en
la clase de grafos donde cada block es una clique, un ciclo o un grafo bipartito completo [56],
y, más generalmente, en cualquier clase de grafos con clique-width acotado [26, 65], y en
tiempo polinomial en la clase de grafos bipartitos cordales [68].

A su vez, ambos fueron también estudiados respecto de sus propiedades de inaproxima-
bilidad, en grafos generales en [23] y en subclases particulares en [4], como aśı también desde
el punto de vista de la complejidad parametrizada [13, 48].

Para los problemas usuales de dominación y de dominación total (es decir, cuando k = 1)
se conoce que pueden resolverse en tiempo lineal en la clase de grafos de intervalos ( [8, 14, 47]
y [14, 15, 52, 69, 70], respectivamente).

Otras variantes de problemas de dominación que no abordamos en esta tesis se pue-
den resolver en tiempo polinomial en la clase de los grafos de intervalos propios, entre ellos
se encuentran la dominación conexa [69], la dominación independiente [32], la dominación
emparejada [19], dominación eficiente [16], la dominación del mentiroso [66], la dominación
restringida [67], la dominación eterna [10], la dominación de poder [59], la dominación co-
nectada externamente [63], la dominación romana [60] y la dominación Grundy [11].

Pero para la k-dominación total y k-dominación, no se contaba hasta ahora para k ≥ 2,
con algoritmos espećıficos que los resuelvan en la clase de los grafos de intervalos propios. Solo
podemos decir que es posible resolverlos en tiempo de ejecución polinomial en la superclase
de los grafos de intervalos a partir de resultados desarrollados en un contexto más general.
En efecto, se conocen los siguientes resultados:

i. Para una gran clase de problemas de partición de vértices y subconjuntos de vértices,
en [12] se presenta un algoritmo ejecutable en tiempo O(n4 · necd(T, δ)

3), donde n es
el orden del grafo de entrada, d es un parámetro asociado al problema y necd(T, δ)
es el número de clases de equivalencia de una relación de equivalencia espećıfica del
problema, definida en un árbol de descomposición dado (T, δ) de G.

ii. Belmonte y Vatshelle muestran en [5, Lemma 3] que dado un grafo de intervalos G con
n-vértices y un entero positivo d, se puede calcular en tiempo polinomial (de hecho,
lineal) un árbol de descomposición (T, δ) de G con necd(T, δ) ≤ nd.

iii. Para los problemas de k-dominación y de k-dominación total puede verse que d = k.

A partir de estos resultados mencionados podemos decir que los problemas de k-dominación
total y k-dominación es posible resolverlos en tiempo de ejecución O(n3k+4) en la clase
de los grafos de intervalos, superclase de los grafos de intervalos propios, donde n es el
orden del grafo de entrada. Remarcamos que este orden se puede deducir de los recientes
trabajos [5, 12] desarrollados en un contexto general como una consecuencia de los resultados
que se enumeraron arriba (i. a iii.).
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Cabe destacar que la deducción de un algoritmo espećıfico para nuestros problemas y su
correspondiente implementación a partir de lo detallado en i. a iii. no es sencilla ni directa.

Por esa razón, uno de los objetivos de esta tesis fue encontrar algoritmos espećıficos para
la k-dominación y la k-dominación total para los grafos de intervalos propios.

Sobre k-upla dominación

A continuación se resumen los antecedentes relativos a la complejidad computacional para
los problemas (k fijo) de la k-upla dominación que, como podrá verse, no son demasiados en
relación a los dos problemas anteriores.

El problema de la k-upla dominación es NP-completo incluso para los grafos cordales [58].
Algoritmos eficientes para cada k son conocidos solo para la clase de grafos fuertemente
cordales [58], para los grafos P4 -tidy [29] y para los grafos con clique-width acotado [3].

En particular, en la clase de los grafos de intervalos propios, como éstos son fuertemente
cordales, puede decirse que el problema puede resolverse eficientemente para cada valor de k
siguiendo el algoritmo en [58] recién mencionado. Constituyen entonces los grafos de inter-
valos propios, la subclase maximal de grafos cordales que conocemos en los que el problema
puede resolverse de manera eficiente. Los grafos de intervalos propios fueron caracteriza-
dos por Roberts [71] como aquellos grafos cuyas matrices de adyacencia ampliada tienen la
propiedad de los 1’s consecutivos por columnas (propiedad definida en [35]).

Con respecto a la clase de los grafos arco-circulares, superclase de la de intervalos propios,
en [14] y [47] se presentan algoritmos eficientes que resuelven el problema correspondiente
solo para k = 1.

Desde el punto de vista práctico, los grafos arco-circulares son de interés en estudios
relacionados a la teoŕıa de codificación debido a su relación con los códigos “circulares” [75]
y en el testeo para la disposición circular de moléculas genéticas [53].

Desde el punto de vista teórico, han recibido considerable atención desde 1964 en una
gran cantidad de trabajos de investigación. Varias subclases han sido también estudiadas,
entre ellas, están los unitarios, los propios y más recientemente, los arco-circular Helly, los
co-bipartitos y los concave-round, entre otros. En estos estudios se han formulado carac-
terizaciones y algoritmos de reconocimiento para los grafos arco-circulares y sus subclases.
En particular, es importante remarcar que se cuenta con algoritmos de reconocimiento en
tiempo lineal para todas estas subclases mencionadas [9, 31, 46, 61, 62, 64].

Estudiar las variantes de dominación que abarcamos en esta tesis en grafos arco-circulares
es un problema abierto de interés actual que en śı mismo presenta muchos desaf́ıos.
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Descripción de los objetivos generales y los resultados

obtenidos

El objetivo general de esta tesis es el diseño de algoritmos espećıficos de resolución de
tres variaciones del problema de dominación usual en grafos en algunas subclases de grafos
arco-circulares.

Para los problemas de k-dominación y k-dominación total, en esta tesis se comienza tra-
bajando sobre los grafos de intervalos propios. Usando fuertemente su estructura e inspirados
en el trabajo en [7] para la dominación usual (k = 1), diseñamos sendos algoritmos espećıficos
para todo k, cuyo orden de convergencia es O(n4k+1), donde n es el orden del grafo de entra-
da. Para k = 2 y k = 3, este orden de convergencia es mejor o igual que O(n3k+4), orden del
único algoritmo que puede encontrarse en la literatura y que fue desarrollado para otro tipo
de problemas en un contexto más general. Ádemás, para cualquier valor de k fijo, nuestro
algoritmo es de fácil implementación. El enfoque se basa en una reducción que muestra que
para cada entero positivo k, el problema de la k-dominación total en un grafo de intervalo
propio dado G se puede reducir a la búsqueda de un camino más corto en un grafo aćıclico
dirigido ponderado derivado del grafo de entrada. Una reducción similar funciona para el
problema de la k-dominación. Cabe destacar que el trabajo [20] derivado de esta tesis (ver
más abajo en Difusión de resultados), muestra que con una implementación adecuada, el or-
den de nuestros algoritmos se puede mejorar a O(n3k). Decidimos no incluir esta mejora en
esta tesis para no desviar nuestra atención de los objetivos planteados, pudiéndose encontrar
las demostraciones e implementación de esta mejora en [20].

A continuación de lo realizado hasta este punto, decidimos abordar el estudio de la k-upla
dominación también en la clase de de los grafos de intervalos propios, ya que solo para k = 1
y k = 2 se cuenta en la literatura con un algoritmo espećıfico para este problema en esta
clase. Pero como puede deducirse de la definicón, la noción de k-upla dominación involucra
a las vecindades cerradas del grafo dado, en lugar de las vecindades abiertas como en las
otras dos variaciones de dominación estudiadas. Luego de un estudio profundo de trabajos
de A. Tucker sobre el comportamiento estructural de las matrices de vecindades cerradas de
esta clase de grafos, concluimos que un enfoque similar al que veńıamos desarrollando no
seŕıa adaptable a esta otra variación de la dominación en grafos de intervalos propios. Cabe
recordar que los grafos de intervalos propios están caracterizados por Roberts como aquellos
para los cuales su matriz de vecindades cerradas (o más conocida como de adyacencias
ampliadas) tiene la propiedad de los 1’s consecutivos por columnas. De todos modos, como
mencionamos en la sección Introducción, podemos notar que al menos se cuenta con un
algoritmo (de Liao y Chang) existente para grafos fuertemente cordales, aplicable ya que
éstos incluyen a los grafos de intervalos. Decidimos entonces trasladarnos al estudio de la
k-upla dominación en una clase definida de manera similar, la de los co-biconvexos, definida
a través de la propiedad de los 0’s consecutivos por columnas de sus matrices de adyacencias
ampliadas.
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Para la clase de los grafos co-biconvexos entonces, mostramos cómo, resolviendo el pro-
blema para k = 2 y k = 3, se puede resolver el problema para otros valores de k, en función
de la cantidad de vértices universales que presenta el grafo co-biconvexo dado.

El siguiente objetivo planteado, como es habitual, fue pretender extender nuestro estudio
a una superclase de los grafos co-biconvexos, objetivo que teńıa como meta seguir completan-
do el estudio del problema sobre todos los grafos arco-circulares, o de otra manera, encontrar
una ĺınea o barrera hasta donde poder seguir consiguiendo resultados de polinomialidad pa-
ra los problemas de dominación que abordamos. Nos propusimos explorar entonces la clase
de los grafos concave-round, que constituyen una superclase de los grafos co-biconvexos y
también están caracterizados por una propiedad de sus matrices de adyacencias ampliadas
(o de vecindades cerradas), la propiedad de los 1’s circulares por columnas.

En la búsqueda de resultados generales respecto de la dominación en grafos concave-
round, se decidió comenzar el estudio sobre una subclase de los mismos, la clase de los
grafos web, para los cuales esa propiedad circular se satisface de una manera particular. En
realidad y a nuestro entender, el problema de la k-upla dominación ha sido solo parcialmente
estudiado en la clase de los grafos web en un único trabajo [1], en el cual solo se muestran
cotas para el número mı́nimo de cualquier conjunto k-upla dominante y su valor exacto solo
para k = 2 y k = δ(G). En esta tesis se muestran resultados que conducen al diseño de un
algoritmo que resuelve el problema para todo valor de k y todo grafo web.

Creemos que el estudio realizado se podrá adaptar y/o generalizar en un futuro para
todos los grafos concave-round y para las demás variantes de dominación estudiadas en esta
tesis.

En el desarrollo de esta tesis hacemos uso de técnicas y herramientas que proporcionan
la teoŕıa de grafos y de complejidad computacional de problemas de decisión. Detallamos a
continuación un resumen de los contenidos espećıficos de cada caṕıtulo.

En el Caṕıtulo 1 introducimos conceptos necesarios para la comprensión de este trabajo,
la notación básica general y los resultados conocidos que están relacionados con esta tesis.

En el Caṕıtulo 2 consideramos los problemas de k-dominación total y k-dominación —
también en sus versiones ponderadas— en la clase de los grafos de intervalos propios. En la
Sección 2.2 se describe la reducción diseñada a partir del problema de k-dominación total
en esta clase de grafos a un problema de búsqueda de un camino más corto en un grafo
dirigido. Se detalla cómo se puede modificar el enfoque para resolver el problema de la k-
dominación en la Sección 2.3. También se presentan las extensiones a los casos ponderados
en la Sección 2.4.

En el Caṕıtulo 3 mostramos el estudio realizado sobre el problema de k-upla dominación
en la clase de los grafos co-biconvexos. En las Secciones 3.2 y 3.3 demostramos resultados
generales para grafos con vértices universales que nos permiten resolver el problema para
k = 2 y k = 3 en esta clase. Luego mostramos cómo utilizar esos resultados para resolver el
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problema para otros valores del parámetro k que dependen del número de vértices universales
del grafo. El análisis del tiempo de ejecución de los algoritmos se desarrollan en la Sección
3.4.

En el Caṕıtulo 4 mostramos el estudio realizado sobre el mismo problema abordado en el
Caṕıtulo 3, el problema de k-upla dominación, en la clase de los grafos web. Se muestra un
algoritmo eficiente que resuelve el problema de la k-upla dominación en cualquier grafo web
para todo valor de k. El valor mı́nimo de un conjunto k-upla dominante ajusta estrictamente
a las cotas superior e inferior que exist́ıan para este valor en la literatura.

Por último, en el Caṕıtulo 5 presentamos algunas conclusiones de esta tesis y perspectivas
de trabajo.
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como se muestra en la Fig. 3.10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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Caṕıtulo 1

Preliminares



Resumen

En este caṕıtulo introducimos conceptos necesarios para la comprensión de este trabajo,
resultados conocidos que se utilizan en su desarrollo y acordamos algunas notaciones. En
la primera sección se muestran las definiciones relacionadas a la teoŕıa de grafos y otras
generales que se recuerdan para ser empleadas en los siguientes caṕıtulos. En la segunda
sección, se introducen conceptos relacionados a los problemas de optimización y/o decisión
y a su complejidad computacional. En la última sección se presentan formalmente algunas
variaciones del problema de dominación; aquellas que se abordan en esta tesis.



1.1. ALGUNOS CONCEPTOS DE LA TEORÍA DE GRAFOS

1.1. Algunos conceptos de la teoŕıa de grafos

1.1.1. Conceptos básicos y notaciones generales

Toda definición y/o notación relativa a la teoŕıa de grafos que no esté especificada en
este trabajo se puede consultar en [77].

Un grafo G es una terna consistente de dos conjuntos finitos, V (G) (el conjunto de
vértices) y E(G) (el conjunto de aristas), y una relación que asocia a cada arista de E(G)
dos elementos de V (G). Diremos que una arista es incidente en cada uno de los vértices
a ella asociados. Además, si una arista es incidente en los vértices u y v, notaremos dicha
arista con uv y diremos que u y v son vértices adyacentes en G.

Un lazo en G es una arista que tiene asociado dos elementos iguales de V (G). Aristas
múltiples son aquellas que asocian los mismos pares de vértices. Un grafo simple es uno sin
lazos ni aristas múltiples.

Un grafo es trivial cuando no tiene aristas.

A partir de aqúı y en todo el desarrollo de esta tesis se considerarán grafos simples.

Es usual representar a los grafos a través de gráficos consistentes de puntos y ĺıneas, como
los que se muestran en la mayoŕıa de los ejemplos en este trabajo. Los puntos representan
los vértices del grafo y las ĺıneas, las aristas.

Cuando V (G) = {v1, v2, ..., vn}, diremos que G en un grafo de orden n.

El grado de un vértice v ∈ V (G) es el número de aristas incidentes en v y se denota
por d(v). El grado mı́nimo de G se denota por δ(G) y es el menor entre todos los grados
de vértices de G. El grado máximo de G se denota por ∆(G) y es el mayor entre todos los
grados de vértices de G.

Para v ∈ V (G), N [v] = {u ∈ V (G) : uv ∈ E(G)} ∪ {v} denota la vecindad cerrada del
vértice v en G y N(v) = {u ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}, la vecindad (abierta) del vértice v. Cuando
sea necesario especificar el grafo que se está considerando, se utilizará la notación NG[v] o
NG(v), si éste es G por ejemplo.

Un vértice v es simple si N [v] = {v1, v2, ..., vr}, donde v = v1, y tal que se satisface
N [vi] ⊆ N [vj] para todo 1 ≤ i ≤ j ≤ r.

Un vértice v ∈ V (G) se llama universal si es adyacente a todo otro vértice del grafo.

G′ es un subrafo inducido (por vértices) de G y se escribe G′ ⊆ G, si E(G′) = {uv :
uv ∈ E(G), {u, v} ⊆ V ′}, para algún V ′ ⊆ V (G). Cuando sea necesario, se usará G[V ′] para
denotar a G′ y se dirá que G′ es inducido por V ′. Dado S ⊆ V (G), el subgrafo inducido
G[V (G) \ S] se denota por G − S. Para simplificar, escribimos G − v en lugar de G − {v},
para v ∈ V (G).

Dado un grafo G, se denotará con co-G al grafo complemento de G.

Una clique en G es un subconjunto de vértices mutuamente adyacentes en G. Una clique
es maximal si no existe ninguna otra clique de G que la contenga propiamente. Una clique
es máxima si no existe ninguna otra clique de mayor tamaño en G.

29
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Un conjunto estable en G es un subconjunto de vértices mutuamente no adyacentes. El
cardinal de un conjunto estable de máximo tamaño en G se denota por α(G) y se llama
número de estabilidad (o independencia) de G.

Un grafo dirigido o digrafo, denotado por D = (V (D), E(D)), es una terna consistente
de dos conjuntos finitos, V (D) llamado conjunto de nodos , y E(D) conjunto de arcos del
digrafo, y un función que asigna a cada arco un par ordenado de nodos. Los arcos de E(D)
serán denotados por (u, v), con u ∈ V (D), v ∈ V (D) y u 6= v.

Un lazo en un digrafo D es un arco de E(D) de la forma (u, u). Arcos múltiples son
aquellos que asocian los mismos pares ordenados de nodos. Un digrafo es simple si no tiene
lazos ni arcos múltiples.

Un camino dirigido en un digrafo D es un digrafo simple cuyos vértices pueden ser
ordenados linealmente tal que existe un arco (u, v) si y solo si v es el que le sigue a u en ese
ordenamiento. De manera similar se define ciclo dirigido en un digrafo D.

Un digrafo aćıclico es uno sin ciclos dirigidos.

Una función longitud en un digrafo D, que denotamos con l, es una función que asigna
a cada arco (u, v) de E(D) un entero no negativo. Este entero no negativo asignado al arco
(u, v) lo denominamos longitud del arco (u, v).

Un digrafo ponderado es un digrafo junto con una función longitud.

Dado un digrafo ponderado D y un camino dirigido en él, la longitud del camino dirigido
se define como la suma de las longitudes de sus arcos.

1.1.2. Algunas clases de grafos

Se presentan a continuación las clases de grafos que se mencionan como aśı también
aquellas clases sobre las cuales se desarrolló el estudio en este trabajo.

Un camino es un grafo tal que sus vértices pueden ser ordenados de tal manera que dos
de ellos son adyacentes si y solo si son consecutivos en la lista. La longitud de un camino es el
número de aristas que hay en el camino. Denotaremos con Pn al camino donde n = |V (Pn)|.

Un grafo G es conexo si existe un camino entre cualesquiera dos vértices distintos de G.

Dado un grafo G y dos vértices u, v ∈ V (G), la distancia entre u y v denotada por d(u, v)
es la longitud del camino más corto en G de u a v, si tal camino existe. Si G no contiene un
camino de u a v, entonces d(u, v) =∞.

Un ciclo, que se denota con Cn, es un grafo donde V (Cn) = {v1, · · · , vn} y E(Cn) =
{vivi+1 : i ∈ {1, · · · , n − 1}} ∪ {vnv1}, para n ≥ 3. Decimos que vi y vi+1, y v1 y vn son
vértices consecutivos en el ciclo. Decimos que un ciclo es par (impar) si tiene una cantidad
par (impar) de vértices, observemos que en un ciclo se verifica que |V (Cn)| = |E(Cn)|. Se
llama cuerda de un ciclo a una arista que une a dos vértices no consecutivos del ciclo. Una
cuerda uv de un ciclo par C es impar, cuando la distancia en C entre u y v es impar.
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Un grafo completo de n vértices, que se denota con Kn, es uno para el cual V (Kn) induce
una clique.

Un grafo es cordal si no posee ciclos inducidos de cuatro o más vértices.

Un grafo G es fuertemente cordal si es cordal y, dado cualquier ciclo en G de longitud
par mayor o igual que seis, existe una cuerda entre vértices a distancia impar en el ciclo.
Otras formas equivalentes de definirlos son las siguientes:

todo subgrafo inducido de G tiene un vértice simple;

admite un orden de eliminación fuerte es decir un orden [v1, v2, ..., vn] de V (G) tal que si
i ≤ j ≤ k y vj, vk ∈ Ni[vi], luego Ni[vj] ⊆ Ni[vk], donde Ni[vj] = {vp ∈ N [vj] : p ≥ i} .

La Figura 1.1 presenta un ejemplo de un grafo cordal que no es fuertemente cordal.

Figura 1.1: Grafo cordal.

Un grafo G es un grafo bipartito si existe una bipartición del conjunto de sus vértices
de manera tal que toda arista tiene un extremo en cada conjunto de la partición. Es decir,
existen V1, V2 ⊆ V (G) tales que V (G) = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = ∅ y cada arista de G es de la
forma vw, con v ∈ V1 y w ∈ V2. Si cada vértice de V1 es adyacente a todos los vértices de
V2, se dice que G es bipartito completo.

Dada una familia de conjuntos {Ri : i = 1, · · · , n}, su grafo de intersección es el grafo G
tal que V (G) = {Ri : i = 1, · · · , n} y E(G) = {RiRj : Ri ∩Rj 6= ∅}. A la familia {Ri : i =
1, · · · , n} se la llama modelo de intersección para el grafo G.

Un grafo G es un grafo de intervalos si tiene un modelo de intersección que consiste en
intervalos cerrados en la ĺınea real, es decir, si existe una familia I de intervalos cerrados
en la ĺınea real y una correspondencia uńıvoca entre los vértices de G y los intervalos de I,
de manera que dos vértices son adyacentes en G si y solo si los intervalos correspondientes
tienen intersección no vaćıa. La familia I de intervalos se denomina modelo de intervalos del
grafo del grafo.

Un grafo de intervalos propios es un grafo de intervalos que tiene un modelo de intervalos
propios , es decir, un modelo de intersección en el que ningún intervalo contiene a otro [71]. La
Figura 1.2 muestra un modelo para el grafo de intervalos propios representado. Se conocen
varios algoritmos de reconocimiento en tiempo lineal de los grafos de intervalos propios (ver
por ejemplo [25] y las referencias citadas alĺı).
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Figura 1.2: Grafo propio de intervalos y un modelo de intervalos para él.

Un grafo G es arco-circular si tiene un modelo de intersección que consiste en arcos en un
ćırculo, es decir, si hay una correspondencia uno a uno entre los vértices de G y una familia
de arcos en un ćırculo de modo que dos vértices distintos son adyacentes en G cuando los
arcos correspondientes tienen intersección no vaćıa. Un tal conjunto de arcos se llama modelo
arco-circular de G. La Figura 1.3 muestra un modelo para el grafo arco-circular representado.
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Figura 1.3: Grafo arco-circular y un modelo arco-circular para él.

Una familia R de conjuntos tiene la propiedad Helly si para cada subfamilia T de R se
cumple lo siguiente: si los elementos de T tienen intersección no vaćıa dos a dos, entonces la
intersección de todos los elementos de T es no vaćıa.

Un grafo G es arco-circular Helly si es un grafo arco-circular con un modelo arco-circular
que satisface la propiedad Helly.

Un grafo web, denotado por Wm
n con m ≥ 1 y n ≥ 2m + 1, es un grafo para el cual

el conjunto de sus vértices es {v1, v2, · · · , vn} y tal que vi y vj son adyacentes si y sólo si
j ≡ i± l (mod n), l ∈ {1, · · · ,m} [74]. En la Figura 1.4 se muestra el grafo web W 4

15.

Un grafo G es concave-round si sus vértices v1, · · · , vn pueden enumerarse de tal manera
que para cada vértice vi, existen enteros no negativos l y r (dependientes de i) tal que
N [vi] = {vi−l, vi−l+1, · · · , vi+r}, donde los sub́ındices se calculan módulo n.

Un grafo bipartito G donde V (G) = V1 ∪ V2 es convexo sobre V1 si los vértices pertene-
cientes a V1 se pueden ordenar de tal manera que para todo v ∈ V2, los vértices adyacentes a
v son consecutivos en ese ordenamiento, o de manera similar, N(v) es un intervalo natural.
Un grafo bipartito G donde V (G) = V1 ∪ V2 es biconvexo o doblemente convexo si existe un
ordenamiento lineal de sus vértices tal que la vecindad abierta de cada vértice, N(v), es un
intervalo en el ordenamiento.
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1

 
4

 
7

 
10

 
12

 
11

 
9  

8

 

 6

 
5

 
3

 
2

 
13

 
14

 
 15 v

v

v

v

v

v
v

v
v

v

v

v

v
v v 

Figura 1.4: Grafo W 4
15.

Un grafo es co-biconvexo si es el grafo complemento de uno biconvexo. El grafo de la
Figura 1.3 es co-biconvexo. En efecto, su complemento exhibido en la Figura 1.5 es biconvexo
ya que sus vértices fueron indexados de modo que la vecindad abierta de cada vértice es un
intervalo natural.

v1 v2 v3

v4 v5 v6 v7

Figura 1.5: Grafo biconvexo.

Efectivamente, notar que:

N(v1) = {v5, v6} ↔ [5, 6]Z+ , N(v2) = {v4, v5, v6} ↔ [4, 6]Z+ ,

N(v3) = {v4} ↔ [4, 4]Z+ , N(v4) = {v2, v3} ↔ [2, 3]Z+ ,

N(v5) = {v1, v2} ↔ [1, 2]Z+ , N(v6) = {v1, v2} ↔ [1, 2]Z+ ,

N(v7) = ∅.

Un grafo es co-biconvexo si es concave-round y es el complemento de un grafo bipartito
[72, 76].

Observación 1. La clase de grafos web como aśı también la clase de grafos concave-round
son subclases de los grafos arco-circulares [75].

1.1.3. Matrices asociadas a grafos y algunas caracterizaciones

Una matriz cuyas entradas son ceros o unos se llamará matriz 0, 1.
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La matriz cuadrada cuyas entradas son unos se denotará con J y la matriz identidad con
I, ambas de tamaños apropiados.

Dado un grafo G con conjunto de vértices V (G) = {v1, · · · , vn}, la matriz de adyacencia
asociada a G , A(G), es una matriz cuadrada de orden |V (G)|, para la cual la entrada aij es
1 si los vértices vi y vj son adyacentes en G y es 0 en caso contrario. La matriz de adyacencia
ampliada o matriz de vecindad cerrada, A∗(G), es la matriz cuadrada de orden |V (G)| que
se define como A∗(G) := A(G) + I; es decir, las entradas fuera de la diagonal principal de
A∗(G) son las de A(G), y las de la diagonal principal son iguales a 1 (ver Figura 1.6 que
corresponde al grafo G de Figura 1.3).

A∗(G) =



1 1 1 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1


Figura 1.6: Matriz de adyacencia ampliada del grafo G de la Figura 1.3.

A continuación enunciamos algunas propiedades de matrices 0, 1:

Una matriz 0, 1 tiene la propiedad de 0’s consecutivos (C0P) por columnas si es posible
permutar sus filas de manera tal que la matriz resultante tiene sus ceros entradas
ubicadas de manera consecutiva en cada columna.

La matriz presentada en la Figura 1.6 es un ejemplo de una matriz que verifica la pro-
piedad C0P por columnas, donde los ceros aparecen consecutivamente en cada columna
sin necesidad de permutar filas.

Una matriz 0, 1 tiene la propiedad de 1’s consecutivos (C1P) por columnas si hay una
permutación de sus filas que ubica a los unos de manera consecutiva en cada columna.

Una matriz 0, 1 tiene la propiedad de 1’s circulares (Circ1P) por columnas si existe
una permutación de sus filas que ubica a los unos de manera circular en cada columna.
Informalmente, se puede pensar que si la matriz envuelve un cilindro, los unos quedan
ubicados consecutivamente.

Observar que la matriz exhibida en la Figura 1.6 verifica esta propiedad.

A continuación, en la Figura 1.7, se presenta otro ejemplo de una matriz con la pro-
piedad Circ1P por columnas. Notar que esta matriz es la de adyacencia ampliada del
grafo web W 4

15 presentado en la Figura 1.4.
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A∗(W 4
15) =



1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1


Figura 1.7: Matriz de adyacencia ampliada del grafo web W 4

15.

Las clases de grafos que serán objeto de estudio en esta tesis son tales que sus matrices
de adyacencia ampliada verifican algunas de la propiedades enunciadas anteriormente. En
efecto:

Los grafos de intervalos propios fueron caracterizados por Roberts [71] como aquellos
grafos cuyas matrices de adyacencia ampliada tienen la propiedad C1P por columnas.

Debido a Tucker [75] y Safe [72], los grafos co-biconvexos están caracterizados como
aquellos grafos cuyas matrices de adyacencia ampliada tienen la propiedad C0P por
columnas.

Claramente un grafo es concave-round si y sólo si su matriz da adyacencia ampliada
tiene la propiedad Circ1P por columnas.

A partir de su definición, es claro que la matriz da adyacencia ampliada de un grafo
web Wm

n tiene la propiedad Circ1P por columnas. Notar que en cada columna (fila) de
A∗(Wm

n ) ((circula)) la misma cantidad de unos.
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1.2. Problemas de decisión

1.2.1. Algunas clases de complejidad

En esta sección presentamos los conceptos básicos de la teoŕıa de complejidad computacio-
nal de problemas de decisión que se mencionan en este trabajo. Una introducción completa
a esta teoŕıa está más allá del alcance de esta tesis; más información sobre ésto puede verse
en [36].

Un problema de decisión está formado por parámetros de entrada (que determinan la
instancia del problema) y por una pregunta, la cual tiene dos respuestas posibles “śı” ó “no”,
según los valores de los parámetros de la entrada.

A modo de ejemplos, pero remarcando que cada uno de ellos será protagonista en el
desarrollo de esta tesis, presentamos los siguientes problemas, formulados como problemas
de decisión.

Ejemplo 2. Dado un grafo G, D ⊆ V (G) es un conjunto dominante en G si

|N [v] ∩D| ≥ 1,∀v ∈ V (G),

es decir, si al menos un elemento del conjunto D pertenece a la vecindad cerrada de cada
vértice.

El problema de dominación consiste en hallar un conjunto dominante de menor tamaño,
entre todos los conjuntos dominantes del grafo dado. Éste se puede formular como el siguiente
problema de decisión:

Instancia: Un grafo G, β ∈ Z+.
Pregunta: ¿Tiene G un conjunto dominante de tamaño a lo sumo β?

Ejemplo 3 (El Problema del Camino más Corto entre dos vértices en un digrafo). Dado un
digrafo ponderado D y dos nodos u, v ∈ V (D), el problema del camino más corto entre u y v
en D consiste en encontrar un camino dirigido simple de u a v de tal manera que la longitud
del camino dirigido (suma de las longitudes de sus arcos) sea mı́nima. Como problema de
decisión, puede formularse de la siguiente manera:

Instancia: Un digrafo D, a, b ∈ V (D), l(u, v) ∈ Z+ para cada (u, v) ∈ E(D), β ∈ Z+.
Pregunta: ¿Tiene D un camino dirigido simple de a a b de longitud a lo sumo β?

El Problema del Camino más Corto entre dos vértices en un digrafo puede calcularse
en un tiempo de ejecución polinomial usando cualquiera de los enfoques estándares para
resolverlo como, por ejemplo, el algoritmo de Dijkstra. En un digrafo dirigido aćıclico, usan-
do ordenación topológica, el algoritmo puede resolver el problema del camino más corto en
tiempo de ejecución n2, donde n = |V (D)| [28] (ver también [73]).
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Una reducción de un problema de decisión π1 a otro π2 es un procedimiento que convierte
instancias de π1 en instancias de π2, de manera tal que la respuesta a la pregunta en π1 en
la instancia original está determinada por la respuesta a la pregunta en π2 en la instancia
obtenida a través de la transformación en cuestión. En este caso, decimos que π1 se reduce
a π2. Esta transformación proporciona los medios para convertir cualquier algoritmo que
resuelve el problema π2 en un algoritmo que resuelve π1 (ver Sección 1.2.2). Por lo tanto si
π1 se reduce a π2 en tiempo polinomial, entonces el algoritmo en tiempo polinomial para
resolver π2 implica que existe un algoritmo de tiempo polinomial para resolver π1.

Los problemas de decisión se clasifican en conjuntos de complejidad comparable llamados
clases de complejidad. Algunas de esas clases se presentan a continuación.

Se dice que un problema está en la clase P (Polynomial-time) si puede resolverse mediante
un algoritmo determińıstico en tiempo polinomial esto es, un algoritmo en el que el paso
i + 1 está determinado únicamente por el paso i y además, el número de pasos que deben
ser ejecutados está acotado por un polinomio en el tamaño de la entrada del algoritmo.

Los problemas de complejidad polinomial son ((tratables)), es decir, en la práctica se
pueden resolver en un tiempo ((razonable)).

El problema presentado arriba (Ejemplo 3) está en la clase P .

La clase NP (Non-Deterministic Polynomial-time) contiene a la clase de problemas que
pueden resolverse en tiempo polinomial por un algoritmo no determińıstico.

Decidir si las clases P y NP son iguales es el problema abierto más importante en la
teoŕıa de complejidad computacional. En realidad, existe una fuerte tendencia a creer que
P 6= NP .

Un problema π es NP -completo si π ∈ NP y todos los problemas de la clase NP se
pueden reducir en tiempo polinomial a π. Se puede decir que los problemas NP -completos
son los problemas más dif́ıciles de NP . Las bases de la teoŕıa de NP -completitud fueron
sentadas en [24].

Stephen Cook enfatizó la importancia de las reducciones en tiempo polinomial, dando
la primera prueba de que el problema de satisfabilidad (SAT) tiene la propiedad de que
todo otro problema de la clase NP puede reducirse polinomialmente a él. Considerando el
resultado de Cook, para probar que un problema π es NP -completo no es necesario reducir
todo problema de NP en π. En su lugar se usa el siguiente resultado:

Proposición 4 (Garey [36]). Sean π1 y π2 problemas de decisión. Si π1 puede reducirse
polinomialmente a π2 y π2 ∈ NP , entonces si π1 es NP -completo resulta que π2 es NP -
completo.
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En otras palabras, un problema de decisión NP -completo no puede ser resuelto en tiempo
polinomial, a menos que P = NP .

   Problemas NP

Problemas P

Problemas

NP-completos

1.2.2. Algunos conceptos relacionados con algoritmos

En el estudio de los problemas de decisión, se suele seguir diferentes ĺıneas de trabajo.
Una de ellas es, dado un problema de decisión π1, tratar de hallar una reducción polinomial
a otro problema π2 y de esta manera,

si π1 es un problema que pertenece a la clase NP -completo, poder concluir que π2
también es un problema NP -completo;

si existe un algoritmo polinomial que resuelve π2, obtener un algoritmo polinomial que
resuelva π1 como combinación de la reducción y el algoritmo que resuelve π2.

Otra ĺınea de trabajo consiste en hallar algoritmos polinomiales espećıficos para π1 que
permitan resolverlo en alguna clase de grafos.

La polinomialidad o no de un algoritmo se mide respecto a su función de complejidad, la
cual se explica a continuación.

Si f y g son dos funciones, decimos que f ∈ O(g) si existen α ∈ R y n0 ∈ Z+ tales que
f(n) ≤ αg(n) para todo n ≥ n0.

La función de complejidad de un algoritmo es una función f : Z+ → Z+ tal que f(n) es
la cantidad de operaciones que realiza el algoritmo en el peor caso cuando toma una entrada
de tamaño n. Utilizamos la notación O “mayúscula” para especificar la función y se suele
denominar orden (o tiempo de ejecución) del algoritmo.

Cuando se diseña un algoritmo para resolver un problema de decisión es importante
probar la ((correctitud)) de dicho algoritmo.

Un algoritmo es correcto si se cumplen las siguientes condiciones:

1. resuelve el problema para el cual fue diseñado,
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2. para cada entrada, produce la salida deseada,

3. termina en un tiempo de ejecución finito.

1.3. Algunas variaciones del problema de dominación

en grafos

1.3.1. Problema de la k-upla dominación

Recordemos nuevamente el primer concepto de dominación surgido en la Teoŕıa de Grafos,
el concepto de conjunto dominante, introducido por Claude Berge en 1958. Dado un grafo
G, D ⊆ V (G) es un conjunto dominante (o 1-upla dominante para este trabajo, aśı no hay
confusión con los conceptos que luego se definirán) en G si

|N [v] ∩D| ≥ 1,∀v ∈ V (G).

Informalmente, el concepto de conjunto dominante requiere que al menos un elemento
del conjunto D pertenezca a la vecindad cerrada de cada vértice.

Ejemplo 5. En la Figura 1.8 se muestran dos conjuntos dominantes, D1 y D2, de diferentes
tamaños en un mismo grafo: D1 = {v1, v4, v6, v8} y D2 = {v2, v4, v6}.

v1                          v2                                                                                                                         

v3

v6           v5              v4

v1                          v2                    

v3

v6           v5              v4

v7 v7

v8 v8G G

Figura 1.8: Conjuntos dominantes (o 1-upla dominantes)

Claramente D = V (G) es un conjunto dominante en G. De todos los conjuntos dominan-
tes en G, interesa estudiar aquellos constituidos por el menor número de vértices de G. En
este sentido, el número de 1-upla dominación, γ(G), es el cardinal de un conjunto dominante
en G de menor tamaño, es decir:

γ(G) = mı́n {|D| : D es un conjunto dominante en G}.

Es claro que γ(G) = 1 si y solamente si G tiene un vértice universal.
El problema de la 1-upla dominación en un grafo G dado, consiste en hallar un conjunto

dominante en G de mı́nimo tamaño.
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Ejemplo 6. Para el grafo del Ejemplo 5 resulta que:

γ(G) ≤ 3,

pues hemos exhibido un conjunto dominante de tamaño 3. Por otro lado, debido a que N [v3],
N [v7] y N [v8] son disjuntas dos a dos y que deben tener cada una por lo menos un elemento
del conjunto D, es sencillo verificar que cualquier conjunto dominante tiene al menos 3
vértices, de donde obtenemos que γ(G) = 3.

Observemos que el conjunto D2 de la figura del Ejemplo 5 es un conjunto dominante
mı́nimo para dicho grafo.

Una generalización —introducida por F. Harary y T. W. Haynes en [42] (ver también
[44])— del concepto de conjunto dominante en un grafo se obtiene al requerir que dentro de la
vecindad cerrada de cada vértice del grafo se ubiquen al menos k elementos del subconjunto
de vértices D, donde k es un número entero positivo fijo. En este caso, D será llamado un
conjunto k-upla dominante en el grafo. Claramente, k ≤ δ(G)+1, si no, no existe un conjunto
k-upla dominante en G (ver Observación 9). De todas los conjuntos k-uplas dominantes en
G, interesa estudiar aquellos constituidos por el menor número de vértices. Formalmente,

Definición 7. ([42]) Dado G y k ∈ Z+, D ⊆ V (G) es un conjunto k-upla dominante en G
si

|N [v] ∩D| ≥ k,∀v ∈ V (G).

El número de k-upla dominación, γ×k(G), es el cardinal de un conjunto k-upla dominante
en G de menor tamaño, es decir:

γ×k(G) = mı́n {|D| : D es un conjunto k-upla dominante en G}.

Observar que γ×1(G) = γ(G). Se define γ×k(G) = +∞, en el caso en que no haya un
conjunto k-upla dominante en G. Además, se define γ×0(G) = 0 para todo grafo G. Cuando
G no es conexo, el número de k-upla dominación de G se define como la suma de los números
de k-upla dominación de sus componentes conexas.

Es claro a partir de la definición introducida, que si G tiene un conjunto k-upla dominante
D, entonces |D| ≥ k y luego k ≤ γ×k(G). Además, γ×k(G) ≤ n.

Ejemplo 8. A continuación se muestran dos conjuntos 2-uplas dominantes de diferentes
tamaños en un mismo grafo. Los vértices que pertenecen a estos conjuntos son aquellos que
en la figura aparecen en blanco.

Claramente, γ×2(G) ≤ 3 pues en la Figura 1.9 se presenta un conjunto 2-upla dominante
de tamaño 3. La Figura 1.10 muestra un conjunto 2−upla dominante del mismo grafo de
tamaño dos, luego es mı́nimo ya que γ×2(G) ≥ 2.

40



1.3. ALGUNAS VARIACIONES DEL PROBLEMA DE DOMINACIÓN EN GRAFOS

Figura 1.9: Conjuntos 2-uplas dominantes.

Figura 1.10: Conjunto 2-upla dominante mı́nimo.

Para un entero positivo k fijo, el problema de la k-upla dominación en un grafo dado G,
consiste en hallar un conjunto k-upla dominante en G de tamaño γ×k(G). Este problema se
puede formular como uno de decisión de la siguiente manera:

Problema de la k-upla dominación para k fijo (PkUD):

INSTANCIA: G un grafo, β ∈ Z+.

PREGUNTA: ¿Tiene G un conjunto k-upla dominante de tamaño β o menor?

Observación 9. Un grafo G tiene un conjunto k-upla dominante si y sólo si k ≤ δ(G) + 1.
En efecto: supongamos que k > δ(G) + 1. Sea vi0 ∈ V (G) tal que d(vi0) = δ(G), es decir
|N [vi0 ]| = δ(G) + 1.

Si D ⊆ V (G) es cualquier subconjunto, resulta entonces

|N [vi0 ] ∩D| ≤ |N [vi0 ]| = δ(G) + 1 < k,

por lo cual D no puede ser un conjunto k-upla dominante.
Rećıprocamente si k ≤ δ(G) + 1, el conjunto D = V (G) satisface para cada v ∈ V (G):

|N [v] ∩D| = |N [v] ∩ V (G)| = |N [v]| ≥ δ(G) + 1 ≥ k.

A partir de la Observación 9, podemos reducir el estudio del problema de la k-upla
dominación a aquellas instancias dadas por grafos que satisfacen que su grado mı́nimo es
mayor o igual a k − 1. La respuesta para el resto de las instancias es claramente un “no”.
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Por esta razón, en todo este trabajo vamos a considerar que para el valor de k prefijado, las
instancias que se consideran satisfacen este requerimiento.

Observación 10. Observamos a continuación que hallar γ×k(G) es equivalente a resolver
PkUD:

Sean G y β ∈ Z+ definiendo una instancia de PkUD. Si la respuesta a la pregunta es:

“NO”, entonces todo conjunto k-upla dominante D en G verifica |D| > β y por lo
tanto

γ×k(G) > β.

Volvemos a resolver PkUD i veces más para algún i ∈ Z+ hasta que, sobre la instancia
dada por el mismo G y β + i, la respuesta a la pregunta sea “SI”, resultando aśı que
γ×k(G) = β + i.

“SI”, entonces existe un conjunto k-upla dominante D en G tal que |D| ≤ β. Luego:

γ×k(G) ≤ |D| ≤ β. (1.1)

Como nos interesa encontrar un conjunto k-upla dominante de menor tamaño, volve-
mos a resolver PkUD ahora sobre la instancia dada por el mismo G y β−1. Entonces:

• Si la respuesta a la pregunta es “NO”, entonces para toda k-upla dominante D en
G se verifica |D| > β − 1 y luego

γ×k(G) > β − 1. (1.2)

De (1.1) y (1.2) se obtiene que γ×k(G) = β.

• Si la respuesta es “SI”, entonces volvemos a resolver PkUD hasta llegar a la
situación en que la respuesta de la i-ésima resolución de PkUD sea “SI” y en la
i+ 1-ésima resolución sea “NO”, logrando determinar aśı el valor de γ×k(G).

Rećıprocamente, si γ×k(G) = β entonces tomando por instancia la dada por G y β ∈
Z+, la respuesta a la pregunta de PkUD será “SI”. Ahora bien, todo conjunto k-upla
dominante D en G satisface |D| ≥ γ×k(G) = β > β − 1. Aśı, al resolver PkUD sobre
la instancia dada por G y β − 1, la respuesta a la pregunta será “NO”.
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1.3.2. Complejidad computacional del problema de la k-upla do-
minación

Con respecto a los resultados de la complejidad computacional, el problema de la k-upla
dominación (para cada k fijo) es NP-completo incluso para grafos cordales [58]. Se conocen
algoritmos eficientes para cada k sólo para grafos fuertemente cordales [58] y para grafos
P4-tidy [29]. Más tarde, se demostró la polinomialidad de este problema en cualquier clase
de grafos con parámetro clique-width acotado [3].

Para los grafos arco-circulares, algoritmos eficientes fueron presentados en [14] y [47] para
el problema correspondiente a k = 1. Cabe remarcar que el parámetro clique-width para los
grafos arco-circulares (y para todas las subclases de éstos que estudiamos en esta tesis) no
es acotado [39], por lo que podemos decir que la complejidad de este problema en grafos
arco-circulares permanece abierta para k > 1.

Por otra parte, para cada valor de k, se puede resolver en tiempo lineal en la subclase de los
grafos de intervalos propios aplicando el algoritmo correspondiente para grafos fuertemente
cordales, si se da además como parte de la entrada un orden de eliminación fuerte del
grafo [58].

Es importante remarcar que entre las instancias polinomiales conocidas de este problema
para el caso k = 2, los grafos de intervalos propios constituyen la subclase maximal de grafos
cordales que conocemos.

1.3.3. Problema de la k-dominación total

Dado un grafo G, un subconjunto U de vértices es un conjunto dominante total en G si
cada vértice de G es adyacente a al menos un elemento de U distinto de él. Formalmente,

Definición 11. Dado G, U ⊆ V (G) es un conjunto dominante total en G si

|N(v) ∩ U | ≥ 1,∀v ∈ V (G).

Informalmente, la noción de conjunto dominante total requiere que al menos un elemento
del conjunto U pertenezca a la vecindad abierta de cada vértice.

Ejemplo 12. Presentamos en el ejemplo de la Figura 1.11 dos conjuntos dominantes totales
de diferentes tamaños en un mismo grafo, U1 = {v2, v4, v5, v6, v8} y U2 = {v2, v4, v5, v6}.

De todos los conjuntos dominantes totales en G, interesa estudiar aquellos constituidos
por el menor número de vértices de G. En este sentido, el número de 1-dominación total ,
γt(G), es el cardinal de un conjunto dominante total en G de menor tamaño, es decir:

γt(G) = mı́n {|U | : U es un conjunto dominante total en G}.

El problema de 1-dominación total consiste en hallar un conjunto dominante total en G
de tamaño γt(G).
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v1                          v2                                                                                                                         

v3

v6           v5              v4

v1                          v2                    

v3

v6           v5              v4

v7 v7

v8 v8G G

Figura 1.11: Conjuntos dominantes totales

Ejemplo 13. Para el grafo de la Figura 1.11 resulta que:

γt(G) ≤ 4, (1.3)

pues hemos exhibido un conjunto dominante total de tamaño 4. Como N(v3) = {v4}, N(v7) =
{v6} y N(v8) = {v2}, resulta que si U es un conjunto dominante total entonces {v2, v4, v6} ⊆
U . Además como N(v6) = {v5, v7}, alguno de los dos vértices adyacentes a v6 debe pertenecer
a U , por lo que |U | ≥ 4, de donde obtenemos que γt(G) = 4. De ésto resulta que el conjunto
U2 de la Figura 1.11 es un conjunto dominante total de mı́nimo tamaño para dicho grafo.

Observación 14. La diferencia en las definiciones de conjunto 1-upla dominante y conjunto
dominante total, si bien son similares, está en considerar vecindades cerradas en la primera y
vecindades abiertas en la segunda, y hacen que se presten para modelar diferentes situaciones
problemáticas. Para el mismo grafo G presentado en la Figura 1.8 y 1.11, el número de 1-upla
dominación, γ(G), es igual a 3 (ver Ejemplo 6) mientras que el número de 1-dominación
total, γt(G), es igual a 4 (ver Ejemplo 13).

Una generalización natural del concepto anterior —introducida por Kulli en 1991 [54]—
se obtiene al requerir que dentro de la vecindad abierta de cada vértice del grafo se ubiquen
al menos k de los elementos del subconjunto de vértices en cuestión U , donde k es un número
entero positivo fijo. En este caso, U será llamado un conjunto k-dominante total en el grafo.
Formalmente,

Definición 15. Dados G y k ∈ Z+, U ⊆ V (G) es un conjunto k-dominante total en G si

|N(v) ∩ U | ≥ k,∀v ∈ V (G).

La noción de k-dominación total fue estudiada también bajo el nombre de k-upla domi-
nación total por Henning y Kazemi en 2010 [45] y en una serie de art́ıculos recientes como
por ejemplo en [51, 56, 68]. La terminoloǵıa k-upla dominación total se introdujo en analoǵıa
con la noción de “k-upla dominación”, introducida en 2000 por Harary y Haynes [42] y pre-
sentada en la sección anterior. En esta tesis, para evitar confusión, nos referiremos a este
concepto como k-dominación total para aśı solo hacer uso de la palabra ((upla)) cuando nos
referimos a la dominación definida con vecindad cerrada, vale decir a la k-upla dominación.

Para un entero positivo k fijo, el problema de la k-dominación total en un grafo dado G,
consiste en hallar un conjunto k-dominante total en G de menor tamaño.
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Definición 16. El número de k-dominación total, γtk(G), es el cardinal de un conjunto k-
dominante total en G de menor tamaño posible, es decir:

γtk(G) = mı́n {|U | : U es un conjunto k-dominante total en G}.

Observar que γt(G) = γt1(G) (número de 1-dominación total).
El problema de la k-dominación total se puede formular como uno de decisión de la

siguiente manera:

Problema de la k-dominación total, para k fijo (PkDT)

INSTANCIA: G un grafo, β ∈ Z+.

PREGUNTA: ¿Tiene G un conjunto k-dominante total de tamaño β o menor?

1.3.4. Complejidad computacional del problema de la k-dominación
total

Con respecto a los resultados de complejidad computacional, el problema de decisión
PkDT es NP-completo. Más espećıficamente, para cada entero positivo k, el problema de
k-dominación total es NP-completo en las clases de grafos que se detallan a continuación:

grafos split [68],

grafos doblemente cordales [68],

grafos bipartitos [68],

grafos caminos no dirigidos [56],

para k ∈ {2, 3}, grafos bipartitos planares [2],

Además PkDT se puede resolver en tiempo polinomial en la clase de los grafos bipartitos
cordales [68] y más aún, en tiempo lineal en la clase de grafos donde cada block es una clique,
un ciclo o un grafo bipartito completo [56] y, más generalmente, en cualquier clase de grafos
con parámetro clique-width acotado [26, 65].

Para k = 1, el problema se puede resolver en tiempo lineal en la clase de grafos de
intervalos ([7, 14, 15, 52, 70, 69]).

A partir de un trabajo reciente, en un contexto más general dado por una gran clase de
problemas de partición, se puede deducir que PkDT se resuelve en tiempo O(n3k+4) en la
clase de los grafos de intervalos donde n es el orden del grafo de entrada [12]. Detallamos la
deducción del orden de este algoritmo en el Caṕıtulo 2.
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1.3.5. Problema de la k-dominación

Dado un grafo G y un entero positivo k, U ⊆ V (G) es un conjunto k-dominante en G si
cada vértice del grafo que no está en U es adyacente a al menos k vértices de U . Formalmente,

Definición 17. Dado G, k ∈ Z+, U ⊆ V (G) es un conjunto k-dominante en G si

|N(v) ∩ U | ≥ k, ∀v ∈ V (G)− U .

Informalmente, la noción de conjunto k-dominante requiere que al menos k elementos de
conjunto U pertenezcan a la vecindad abierta de cada vértice que no este en el conjunto.

Presentamos a continuación dos ejemplos de conjuntos k-dominantes para distintos va-
lores de k ( para k = 1 y k = 2, respectivamente).

Ejemplo 18. En el grafo G presentado en la Figura 1.12, U = {v2, v3, v6} es un conjunto
1-dominante en G.

v3

v6           v5              v4

v7

v8G v1 v2

Figura 1.12: Conjunto dominante

Notar que U no es un conjunto 1-dominante total en G ya que N(v6) = {v5, v7} y
N(v6) ∩ U = ∅.

Ejemplo 19. En este caso el subconjunto de vértices U = {v2, v3, v5, v6} es un conjunto
2-dominante en G.

v3

v6           v5              v4

v7

v8G v1 v2

Figura 1.13: Conjunto 2-dominante

Notar que U no es:

un conjunto 2-dominante total en G ya que N(v2) = {v1, v4, v8} y N(v2) ∩ U = ∅.

un conjunto 2-upla dominante en G pues N [v2] = {v1, , v2, v4, v8} y |N [v2] ∩ U | = 1,
vale decir, la vecindad cerrada de v2 no tiene por lo menos dos elementos en U .
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Definición 20. El número de k-dominación, γk(G), es el cardinal de un conjunto k- domi-
nante en G de menor tamaño posible, es decir:

γk(G) = mı́n {|U | : U es un conjunto k-dominante en G}.

Para un entero positivo k fijo, el problema de la k-dominación en un grafo dado G,
consiste en hallar un conjunto k-dominante en G de tamaño γk(G). De manera similar a
PkUD y PkDT, el problema de la k-dominación puede formularse como un problema de
decisión.

1.3.6. Complejidad computacional del problema de la k-dominación

El problema de decisión asociado a la k-dominación es NP-completo para grafos generales.
Más aún, para cada k, el problema de k-dominación es NP-completo en las clases de:

grafos bipartitos [4],

grafos split [55].

Además se puede resolver en tiempo lineal en:

la clase de grafos donde cada block es una clique, un ciclo o un grafo bipartito completo
(incluidos árboles, grafos block, cactus y grafos cactus-block) [55];

en cualquier clase de grafos con clique-width acotado [26, 65] (ver también [22]).

solo para k = 1, se puede resolver en tiempo lineal en la clase de grafos de intervalos
([8, 14, 47]).

Puede obtenerse también, siguiendo el mismo razonamiento mencionado en la Sección
1.3.4 y más detallado en el Caṕıtulo 2, que el problema de la k-dominación puede resolverse
el tiempo O(n3k+4) en la clase de los grafos de intervalos, donde n es el orden del grafo de
entrada.

Por último, agregamos que los problemas de k-dominación y de k-dominación total se
estudiaron con respecto a sus propiedades de (in)aproximabilidad, tanto de modo general [23]
como en clases de grafos restringidos [4], y también desde el punto de vista de la complejidad
parametrizada [13, 48].

Concluimos este caṕıtulo observando que todo conjunto k-dominante total en un grafo G
es un conjunto k-upla dominante en G como aśı también, todo conjunto k-dominante total es
un conjunto k-dominante. Luego se verifica la siguiente relación entre los mı́nimos tamaños
de los conjuntos k-upla dominante, k-dominante y k-dominante total en un grafo G:

γ×k(G) ≤ γtk(G) y γk(G) ≤ γtk(G).
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Caṕıtulo 2

k-dominación y k-dominación total en
grafos de intervalos propios



Resumen

En este caṕıtulo se desarrollan algoritmos espećıficos para la k-dominación y la k-dominación
total, y también para sus versiones ponderadas, en la clase de grafos de intervalos propios.
Se basan en una reducción a la búsqueda de un camino más corto en un digrafo aćıclico con
peso en los arcos, definido a partir de un grafo de intervalos propios. El orden (polinomial) de
los algoritmos es O(n4k+1), donde n es la cantidad de vértices del grafo de intervalos propios
dado. En la Sección 2.1, se justifica la necesidad del diseño de un algoritmo espećıfico para
esta clase de grafos de intervalos. En la Sección 2.2 se detalla la reducción diseñada que nos
conduce al algoritmo que presentamos para el problema de la k-dominación total en esta
clase. En la Sección 2.3 mostramos las modificaciones necesarias que deben hacerse al nuevo
algoritmo para poder ser aplicado al problema de la k-dominación en grafos de intervalos
propios. En la última sección, consideramos las versiones ponderadas de los dos problemas.

Los resultados de este caṕıtulo fueron publicados en [20] y [21].



2.1. ANÁLISIS DE ALGORITMOS EXISTENTES

2.1. Análisis de algoritmos existentes

Como se detalló en el Caṕıtulo 1, los problemas de k-dominación y k-dominación total
para k = 1 pueden resolverse en tiempo lineal en la clase de grafos de intervalos ( [8, 47, 14]
y [14, 15, 52, 69, 70], respectivamente).

Sin embargo, no disponemos de un tal algoritmo espećıfico para valores de k mayores a
1, salvo el que puede deducirse de un contexto más general. A continuación explicamos de
manera breve esta deducción.

En [12], Bui-Xuan et al. dan algoritmos para una gran clase de problemas de partición
de vértices y subconjuntos de vértices. Los algoritmos se ejecutan en el tiempo O(n4 ·
necd(T, δ)

3), donde n es el orden del grafo de entrada, d es un parámetro asociado
al problema, y necd(T, δ) es el número de clases de equivalencia de una relación de
equivalencia espećıfica del problema en subconjuntos de vértices, definidos en un árbol
de descomposición dado (T, δ) del grafo dado.

Belmonte y Vatshelle muestran en [5, Lemma 3] que dado un grafo de intervalos G con
n-vértices y un entero positivo d, se puede calcular en tiempo polinomial (de hecho,
lineal) un árbol de descomposición (T, δ) de G con necd(T, δ) ≤ nd.

A partir de la combinación de los resultados expuestos en los dos apartados de arriba, y
teniendo en cuenta que para los problemas de k-dominación y de k-dominación total no es
dif́ıcil deducir que el parámetro d es nuestro valor k, disponemos entonces para cada entero
positivo k, de un algoritmo para resolver el problema de k-dominación y de k-dominación
total en la clase de los grafos de intervalos con n-vértices en el tiempo O(n3k+4).

Como no disponemos entonces de un algoritmo espećıfico para nuestros problemas para
valores de k mayores a 1, nos propusimos entonces desarrollar algoritmos espećıficos para
estos problemas para todo valor de k en la clase de los grafos de intervalos propios.

Una primer conjetura natural que surge es si el algoritmo de Liao y Chang presentado
en [58] o el de Lee y Chang en [57] para otra de las variaciones de dominación, la k-upla
dominación, puede resolver también estos problemas simplemente “cambiando” en su desa-
rrollo vecindades cerradas por vecindades abiertas. La respuesta fue negativa y la causa de
ello tiene que ver con que esos trabajos consideran algunos problemas de dominación en las
clases de grafos fuertemente cordales y dualmente cordales. Mientras que ambas son super-
clases de la clase de grafos de intervalos propios, los problemas de dominación estudiados
en [57, 58] tratan con vecindades cerradas, y para esos casos las propiedades estructurales
de los grafos fuertemente cordales y de los dualmente cordales son útiles para el diseño de
algoritmos de tiempo lineal. En contraste, los problemas de k-dominación y k-dominación
total se definen a través de vecindades abiertas y los resultados de [57, 58] no parecen ser
aplicables o fácilmente adaptables a estos problemas.

En particular, Liao y Chang desarrollan en [58] un algoritmo de tiempo lineal para el pro-
blema de M -dominación (un problema que generaliza al problema de la k-upla dominación)
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en la clase de grafos fuertemente cordales. En las observaciones finales de su trabajo [58],
los autores conjeturan que sus argumentos para el problema de la k-upla dominación pue-
den adaptarse para resolver el problema de la k-dominación total para grafos fuertemente
cordales simplemente “reemplazando vecindades cerradas en la mayoŕıa de ellos por vecinda-
des abiertas”. Además, para el problema de la k-dominación, argumentan que no es posible
adaptar sus resultados y que habŕıa que realizar un nuevo enfoque para la k-dominación. Si
bien estamos totalmente de acuerdo con esta última declaración, estamos convencidos de que
se necesita un nuevo enfoque también para la k-dominación total. En particular, no fuimos
capaces de ver cómo modificar su método de modo que funcione para la k-dominación total.
Más precisamente, la declaración análoga a la del Lema 2 en [58] para la variante “total”
del problema de M -dominación, falla. En lo que sigue mostramos con un contraejemplo por
qué el algoritmo presentado por Liao y Chang en [58] para el problema de k-upla domina-
ción no puede adaptarse. Para ello, como haremos uso de la terminoloǵıa y notación de [58],
detallamos la necesaria a continuación.

Definición 21 (Liao y Chang [58]). Dado un grafo G, a cada vértice v ∈ V (G) le asociamos
una etiqueta M(v) = (t(v), k(v)), donde t(v) ∈ {B,R} y k(v) es un entero no negativo.
La interpretación de la etiqueta es que queremos hallar un conjunto dominante D que con-
tenga a todos los vértices v tal que t(v) = R (llamados vértices requeridos), tal que cada
vértice está dominado por al menos k(v) vértices en D. Más precisamente, un conjunto
M -dominante en G es un subconjunto D de V (G) tal que se verifican las siguientes dos
condiciones:

1. Si t(v) = R entonces v ∈ D.

2. |N [v] ∩D| ≥ k(v) para todo v ∈ V (G).

El número de M -dominación, γM(G), es el tamaño mı́nimo entre todos los conjuntos
M-dominantes en G.

No es dif́ıcil notar que un conjunto k-upla dominante es un conjunto M -dominante con
M(v) = (B, k) para todos los vértices v ∈ V (G).

El resultado siguiente, entre otros, conducen en [58] al diseño de un algoritmo lineal para
resolver el problema de la k-upla dominación en grafos fuertemente cordales:

Lema 22 (Lemma 2 en [58]). Sea G un grafo fuertemente cordal en el cual x es un vértice
simple con N [x] = {x1, x2, · · · , xr}, donde x1 = x y N [xi] ⊆ N [xj] para 1 ≤ i ≤ j ≤ r.

Sea s = k(x)− |{xi ∈ N [x] : t(xi) = R}| y B̂ = {xi ∈ N [x] : t(xi) = B} = {xi1 , xi2 , · · · , xib}
donde i1 > i2 > · · · > ib. Si s > 0 entonces

γM(G) = γM ′(G),

siendo M ′ = (t′(v), k′(v)) con k′(v) = k(v) para todo v ∈ V (G), t′(xij) = R para 1 ≤ j ≤ s
y t′(v) = t(v) en el resto.
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Pensemos en la versión natural que se obtiene de un conjunto M -dominante total en un
grafo G, definidad de manera similar a la de la Definición 21.

Espećıficamente veamos que el lema anterior adaptado al caso de la k-dominación total
en grafos fuertemente cordales no se verifica. Dicha adaptación seŕıa la siguiente:

Sea G un grafo fuertemente cordal en el cual x es un vértice simple con N [x] = {x1, x2, · · · , xr},
donde x1 = x y N [xi] ⊆ N [xj] para 1 ≤ i ≤ j ≤ r. Sea s = k(x)− |{xi ∈ N(x) : t(xi) = R}|
y B̂ = {xi ∈ N(x) : t(xi) = B} = {xi1 , xi2 , · · · , xib} donde i1 > i2 > · · · > ib. Si s > 0
entonces

γtM(G) = γtM ′(G),

siendo M ′ = (t′(v), k′(v)) con k′(v) = k(v) para todo v ∈ V (G), t′(xij) = R para 1 ≤ j ≤ s
y t′(v) = t(v) en el resto; donde γtM(G) es el mı́nimo tamaño de un conjunto M-dominante
total en G.

Nuestro contraejemplo es entonces el siguiente: sea G el grafo completo con conjunto de
vértices {x1, x2, x3} y etiquetas dadas por M(x1) = M(x2) = (B, 1) y M(x3) = (B, 2).

x1

x2   ( B , 1 )

x3

( B , 2 )( B , 1 )

Entonces, x = x1 es un vértice simple en G con N(x) = {x2, x3}. Además, considerando
ahora las vecindades abiertas en lugar de las vecindades cerradas, tenemos k(x) = 1, s =
k(x) − |{xi ∈ N(x) : t(xi) = R}| = 1 y B̂ = {xi ∈ N(x) : t(xi) = B} = {x3, x2}. Es fácil
ver que el grafo G tiene un (único) conjunto M -dominante “total” de mı́nimo tamaño,
éste es {x1, x2}, lo que implica γtM(G) = 2. Considerando M ′ como se indica más arriba,
tenemos M ′(x1) = M ′(x2) = (B, 1) y M ′(x3) = (R, 2). Por otro lado, el hecho de que
M ′(x3) = (R, 2) implica que {x1, x2, x3} es el único conjunto M ′-dominante total en G,
implicando γtM ′(G) = 3. Luego el análogo de [58, Lemma 2] para el problema de la M -
dominación total no es cierto.

Más aún, para un grafo de intervalos propios como el grafo G que se muestra en la
Figura 2.6(b), se puede verificar que el único conjunto de 2-dominante total mı́nimo en G es
el conjunto {2, 3, 5, 6, 7}, mientras que la adaptación natural del algoritmo de Liao y Chang
de [58] obtenida al considerar vecindades abiertas en lugar de cerradas, calcula una solución
estrictamente mayor, a saber, {2, 3, 5, 6, 7, 8}.
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2.2. Una reducción para la k-dominación total

Consideremos un entero positivo k y un grafo de intervalos propios G = (V,E). Como ya
fue mencionado en el Caṕıtulo 1, se conocen varios algoritmos de reconocimiento en tiempo
lineal para grafos de intervalos propios por lo cual podemos suponer que G tiene un modelo
de intervalos propios:

I = {Ij | j = 1, . . . , n} donde Ij = [aj, bj] para cada j = 1, . . . , n.

También podemos asumir que no hay dos intervalos que coinciden. Además, denotando
con ”<” la relación de orden en R y dado que en un modelo de intervalos propios el orden
de los extremos finales izquierdos de los intervalos es igual al orden de los extremos finales
derechos, consideramos que los intervalos se ordenan de acuerdo con sus extremos finales
izquierdos de forma creciente, es decir,

a1 < . . . < an.

Denotamos Ij < I` si j < ` y decimos en este caso que Ij está a la izquierda de I` y I`
está a la derecha de Ij. Además, denotamos Ij ≤ I` si j ≤ `.

Dados tres intervalos Ij, I`, Im ∈ I, decimos que el intervalo I` está entre los intervalos
Ij e Im si j < ` < m y que el intervalo Ij interseca al intervalo I` si Ij ∩ I` 6= ∅.

A continuación describimos brevemente el enfoque realizado en este caṕıtulo:

Dado un grafo de intervalos propios G, construimos un digrafo aćıclico Dt
k ponderado

en los arcos (donde el supráındice “t” significa “total” y k es la constante que espećıfica el
problema) y demostramos que el problema de la k-dominación total en G puede reducirse a
buscar un camino más corto en Dt

k (ver descripción de este problema en la Sección 1.2.1).

En lo que sigue, primero presentamos la definición del digrafo Dt
k e ilustramos la cons-

trucción en un ejemplo (Ejemplo 23). Luego explicamos la idea disparadora detrás de la
reducción y, finalmente, probamos la validez de la reducción.

A lo largo de este caṕıtulo, los vértices del grafo G son denotados generalmente con u o
v, y los nodos de Dt

k con s, s′, s′′.

Cada nodo de Dt
k es una secuencia de intervalos, s = (Ii1 , . . . , Iiq), del conjunto I ′ =

I ∪{I0, In+1}, donde I0, In+1 son dos nuevos intervalos “ficticios” tal que, como se ilustra en
la Figura 2.1, verifican:

I0 < I1 I0 ∩ I1 = ∅, In < In+1 y In ∩ In+1 = ∅.
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I0
In+1

I1
I2

In

Figura 2.1: Modelo I ′ de intervalos propios de G.

De manera natural, tenemos una relación de orden < en I ′.

Antes de definir el digrafo Dt
k, introducimos algunas otras definiciones y notaciones que

usaremos en este caṕıtulo:

Decimos que un intervalo I ∈ I ′ esta asociado a un nodo s de Dt
k si aparece en la

secuencia s.

Dado un nodo s de Dt
k, se denota el conjunto de todos los intervalos asociados a s por

Is.

El primero y el último intervalo en Is con respecto al orden < de I ′ se denotan con
mı́n(s) y máx(s), respectivamente.

Decimos que una secuencia (Ii1 , . . . , Iiq) de intervalos de I es creciente si i1 < . . . < iq.

A continuación presentamos la construcción del digrafo Dt
k definido a partir de un grafo

de intervalos propios G dado:

Definimos el conjunto de nodos de Dt
k como V (Dt

k) = {I0, In+1} ∪ S ∪B, donde:

Tanto I0 como In+1 es una secuencia de intervalos de longitud uno. 1

S es el conjunto de los llamados nodos pequeños. El conjunto S consiste exactamente en
aquellas secuencias crecientes de intervalos, s = (Ii1 , . . . , Iiq), de I (no necesariamente
consecutivos) de manera que verifiquen las siguientes propiedades, ilustradas algunas
de ellas en la Figura 2.2.

(1) k + 1 ≤ q ≤ 2k − 1,

(2) Iij ∩ Iij+1
6= ∅ para todo j ∈ {1, . . . , q − 1} y

(3) cada intervalo I ∈ I tal que mı́n(s) ≤ I ≤ máx(s) intersecta a al menos k
intervalos del conjunto Is \ {I}.

1Esto asegura que los intervalos mı́n(s) y máx(s) estén bien definidos también para s ∈ {I0, In+1}, en
cuyo caso ambos son iguales a s.
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I1

Iq

(a) Propiedad 2

I

I1

Iq

(b) Propiedad 3

Figura 2.2: Nodo pequeño s = (Ii1 , . . . , Iiq)

B es el conjunto de los llamados nodos grandes. El conjunto B consiste exactamente en
aquellas secuencias crecientes de intervalos, s = (Ii1 , . . . , Ii2k), de I (no necesariamente
consecutivos) de longitud 2k tal que verifican las siguientes propiedades, ilustradas en
la Figura 2.3:

(1) Iij ∩ Iij+1
6= ∅ para todo j ∈ {1, . . . , 2k − 1} y

(2) cada intervalo I ∈ I tal que Iik ≤ I ≤ Iik+1
interseca a al menos k intervalos del

conjunto Is \ {I}.

Ii1

Ii2k

(a) Propiedad 1

Ii1

Ii2k
Iik

Iik+1
I

(b) Propiedad 2

Figura 2.3: Nodo grande s = (Ii1 , . . . , Ii2k)

Definimos el conjunto de arcos de Dt
k como E(Dt

k) = E0 ∪ E1, donde:

E0 consiste en los pares ordenados (s, s′) ∈ V (Dt
k) × V (Dt

k) tales que satisfacen las
siguientes propiedades, ilustradas en la Figura 2.4:

(1) máx(s) < mı́n(s′) y máx(s) ∩mı́n(s′) = ∅,
(2) cada intervalo I ∈ I tal que máx(s) < I < mı́n(s′) interseca a al menos k

intervalos de Is ∪ Is′ ,
(3) si s es un nodo grande, entonces los k + 1 intervalos más a la derecha asociados

a s se intersecan dos a dos, y

(4) si s′ es un nodo grande, entonces los k+ 1 intervalos más a la izquierda asociados
a s′ se intersecan dos a dos.
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Ii1

max(s)=Iiq
s Ijps'

min(s')=Ij1

E0

(a) Propiedad 1).

Ii1

max(s)=Iiq
s Ijps'

min(s')=Ij1

E0

I

(b) Propiedad 2).

Ii1

Ii2ks s'

E0

Iik-1

(c) Propiedad 3).

Ij2k
s'

  Ij1

E0

Ijk+1

s

(d) Propiedad 4).

Figura 2.4: Propiedades de un arco E0

E1 consiste en los pares ordenados (s, s′) ∈ V (Dt
k) × V (Dt

k) tales que s, s′ ∈ B y
existen 2k + 1 intervalos Ii1 , . . . , Ii2k+1

en I tal que s = (Ii1 , Ii2 , . . . , Ii2k) y s′ =
(Ii2 , Ii3 , . . . , Ii2k+1

), como ilustramos en la Figura 2.5.

Observemos que los arcos pertenecientes al conjunto E1 no tienen por extremo ni al
nodo I0 ni al nodo In+1.

Ii2k

s'

        Ii1

s Ii2k+1

         Ii2

E1

Figura 2.5: Arco E1

A cada arco (s, s′) de Dt
k le asociamos una longitud no negativa `(s, s′), definida de la

siguiente manera:

`(s, s′) =


|Is′|, si (s, s′) ∈ E0 y s′ 6= In+1;
1, si (s, s′) ∈ E1;
0, en otro caso.

(2.1)

La longitud de un camino dirigido en Dt
k se define, como de costumbre, como la suma de

las longitudes de sus arcos.
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Veamos a continuación el siguiente ejemplo.

Ejemplo 23. Consideramos el problema de encontrar un mı́nimo conjunto 2-dominante total
en el grafo G dado por el modelo de intervalos propios I representado en la Figura 2.6 (a).

Usando la reducción descripta anteriormente, obtenemos el digrafo Dt
2 representado en la

Figura 2.6 (c) junto con la función de longitud en los arcos, donde, para mayor claridad, los
nodos (Ii1 , . . . , Iip) de Dt

2 se identifican con las cadenas de ı́ndices correspondientes i1i2 . . . ip.

También, para mayor claridad en el gráfico, omitimos representar en la figura a los nodos
(irrelevantes) que no pertenecen a ningún camino dirigido desde I0 a In+1.

Hay un único camino más corto desde I0 a I9 en Dt
2, a saber (0, 2356, 3567, 9). Ese camino

corresponde al conjunto {2, 3, 5, 6, 7}, que es el único conjunto 2-dominante total en G de
mı́nimo tamaño.

I1
I2

(a)

II3
I4

I5
I6

1

2

3 5

4

(b)

G

I7
I8 7

6

8

Dt
2

123 678

1234

1235

2345

2346

3456

3467

3567

4567

4678

S

2356
1

3

3

0

1

1

1 1

1
4

4
4

4 1

4

0

0

0

B

(c)

0

9

1

Figura 2.6: (a) Un modelo de intervalos propios I, (b) el correspondiente grafo de intervalos
propios G y (c) una parte del digrafo Dt

2 definido sobre G, donde se muestran solo los nodos
que se encuentran en algún camino dirigido de I0 a I9. Los arcos en E1 se muestran en
negritas.
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El siguiente lema muestra una condición necesaria sobre las componentes conexas de un
grafo G.

Lema 24. Dado un grafo G y un entero positivo k, sean U un conjunto k-dominante total
en G y C una componente conexa de G[U ]. Entonces |V (C)| ≥ k + 1.

Demostración. Sea u ∈ V (C). Como U es un conjunto k-dominante total en G, u tiene al
menos k vecinos en U . Sin embargo, dado que C es una componente conexa de G[U ], todos
los vecinos de u en U están de hecho en C. Aśı, |V (C)| ≥ |{u} ∪ (N(u) ∩ U)| ≥ k + 1.

La siguiente proposición establece la validez de la reducción anteriormente realizada.

Proposición 25. Dado un grafo de intervalos propios G y un entero positivo k, sea Dt
k el

digrafo construido como se explicó previamente. Entonces G tiene un conjunto k-dominante
total de tamaño c si y solo si Dt

k tiene un camino dirigido de I0 a In+1 de longitud c.

Antes de dar una prueba detallada de la Proposición 25, explicamos a continuación la
intuición detrás de la reducción.

El subgrafo de G inducido por un conjunto k-dominante total mı́nimo puede contener
varias componentes conexas. Estas componentes, aśı como los vértices dentro de ellas, se
ordenan naturalmente de izquierda a derecha. El siguiente lema será de utilidad para la
comprensión de la definición de los nodos en Dt

k.

Lema 26. Un grafo de intervalos propios conexo G tiene un camino Hamiltoniano.

Demostración. Queremos probar que G tiene un camino Hamiltoniano, es decir un camino
(secuencia de vértices adyacentes) que ((visita)) todos los vértices del grafo una sola vez.

Sea V (G) = {v1, · · · , vn} e I = {Ij | j = 1, . . . , n} un modelo de intervalos propios para
G donde Ij = [aj, bj] para cada j = 1, . . . , n. Asumimos que los intervalos están ordenados
según sus extremos izquierdos, es decir a1 < a2 < · · · < an. Por esto y dado que G es un
grafo conexo resulta que:

Ij ∩ Ij+1 6= ∅ para todo j = 1, · · · , n− 1.

Esto significa que vjvj+1 ∈ E(G) para todo j = 1, · · · , n − 1; aśı v1v2...vn es un camino
Hamiltoniano en G.

Dado que cada subgrafo inducido conexo de un grafo de intervalos propios tiene un camino
Hamiltoniano, los nodos de Dt

k corresponden a caminos en G (ver propiedad (2) para nodos
pequeños o propiedad (1) para nodos grandes).

Como cada vértice de G tiene al menos k vecinos en el conjunto k-dominante total, cada
componente conexa tiene al menos k+1 vértices según el Lema 24. Las componentes conexas
con al menos 2k vértices dan lugar a caminos dirigidos en Dt

k que consisten en nodos grandes
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y arcos en E1. Cada componente conexa con menos de 2k vértices corresponde a un único
nodo pequeño en Dt

k, que puede verse como un camino trivial dirigido en Dt
k. Los caminos

resultantes heredan el orden de izquierda a derecha de las componentes conexas. Cualquier
dos caminos consecutivos (con respecto a este orden) se unen en Dt

k por un arco en E0.
Además, I0 se une al nodo más a la izquierda del camino por un arco en E0 y, similarmente,
el nodo más a la derecha del camino se une a In+1 por un arco en E0. Agregando tales arcos
se produce un camino dirigido de I0 a In+1 de la longitud deseada.

El proceso anterior se puede revertir. Dado un camino dirigido P en Dt
k desde I0 a In+1,

podemos obtener un conjunto k-dominante total en G del tamaño deseado como el conjunto
de todos los vértices correspondientes a intervalos en I asociados a los nodos internos de P .
Observemos que la construcción del digrafo Dt

k implica que dicho conjunto es de hecho un
conjunto k-dominante total en G. Por ejemplo, la propiedad (3) de la definición de arcos en
E0 garantiza que el vértice correspondiente al intervalo más a la derecha asociado a s ∈ B
(donde (s, s′) ∈ E0) está k-dominado. La condición está relacionada con el hecho de que en
los grafos de intervalos propios, la vecindad de un vértice representado por un intervalo [a, b]
se divide en dos cliques una para todos los intervalos que contienen a “a” y otra para todos
los intervalos que contienen a “b”.

Prueba de la Proposición 25

Para la prueba de la Proposición 25 tenemos en cuenta toda la notación introducida
hasta el Ejemplo 23 y además agregamos la siguiente notación: para X ⊆ V (G), denotamos
por IX al conjunto de intervalos en I correspondiente a los vértices en X.

Primero, supongamos que G tiene un conjunto k-dominante total U de tamaño c y
probemos que Dt

k tiene un camino dirigido de I0 a In+1 de longitud c.
Las componentes conexas deG[U ] se pueden ordenar naturalmente de izquierda a derecha,

digamos como C1, . . . , Cr. A cada componente conexa Ci le asociaremos un camino P i en Dt
k

definido como una secuencia de nodos. El camino dirigido P de I0 a In+1 en Dt
k deseado se

obtendrá combinando los caminos P i, respetando el orden, en una sola secuencia de nodos
precedida por I0 y seguida por In+1. A continuación se detalla como se definen los caminos
P i.

Decimos que una componente conexa Ci es pequeña si |V (Ci)| < 2k y grande, en caso
contrario.

A cada componente conexa pequeña Ci le asociamos una secuencia si = (Ii1 , . . . , Iipi ),
que consiste en pi = |V (Ci)| intervalos correspondientes a los vértices de Ci, ordenados de
manera creciente.

La demostración se realizará en etapas a través de la prueba de los siguientes lemas:

Lema 27. Para cada i ∈ {1, · · · , r}, si Ci es una componente conexa pequeña de G [U ]
entonces si es un nodo pequeño de Dt

k.
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Demostración. Por Lema 24, Ci tiene al menos k+ 1 vértices que, junto con el hecho de que
Ci es pequeña, implica la propiedad (1) de la definición de un nodo pequeño.

La propiedad (2) se deduce del hecho de que I es un modelo de intervalos propios de G
y Ci es conexo.

Para mostrar que si satisface la propiedad (3) de la definición de un nodo pequeño,
consideremos un intervalo I ∈ I tal que mı́n(si) ≤ I ≤ máx(si). Sea u el vértice de G
correspondiente a I. Como U es un conjunto k-dominante total, el vértice u tiene al menos
k vecinos en U . Como mı́n(si) ≤ I ≤ máx(si), todos los vecinos de u en U deben pertenecer
a Ci, más espećıficamente, N(u)∩U ⊆ V (Ci) \ {u}. De ello deducimos que I intersecta a al
menos k intervalos del conjunto Isi \ {I}, estableciendo aśı la propiedad (3).

El camino P i asociado a la componente conexa pequeña Ci es un camino que tiene a si

como único nodo.

Sea Ci una componente conexa grande y sea pi = |V (Ci)|. Entonces pi ≥ 2k. Sean
Ij1 , . . . , Ijpi los intervalos correspondientes a los vértices de Ci, ordenados de manera crecien-
te. Por cada q ∈ {1, . . . , pi − 2k + 1}, denotamos por siq la subsecuencia de estos intervalos
de longitud 2k que comienzan en el q-ésimo intervalo, es decir, siq = (Ijq , Ijq+1 , . . . , Ijq+2k−1

).

Lema 28. Para cada i ∈ {1, · · · , r}, si Ci es una componente conexa grande de G [U ]
entonces la secuencia siq es un nodo grande de Dt

k, para cada q ∈ {1, . . . , pi − 2k + 1}.

Demostración. La propiedad (1) en la definición de nodo grande la deducimos a partir de
que I es un modelo de intervalos propios de G y Ci es conexo.

Para demostar que siq satisface la propiedad (2) de la definición de nodo grande, consi-
deremos un intervalo I ∈ I tal que Ijq+k−1

≤ I ≤ Ijq+k y u el vértice de G correspondiente
a I. Como U es un conjunto k-dominante total, el vértice u tiene al menos k vecinos en U .
Como Ij1 ≤ I ≤ Ijpi , todos los vecinos de u en U deben pertenecer a Ci. De eso deducimos
que I interseca a al menos a k intervalos del conjunto {Ij1 , . . . , Ijpi} \ {I}.

Supongamos por contradicción que I interseca estrictamente a menos que k intervalos del
conjunto Isiq\{I} = {Ijq , Ijq+1 , . . . , Ijq+2k−1

}\{I}. Como I interseca a al menos k intervalos del
conjunto {Ij1 , . . . , Ijpi}\{I}, hay un intervalo, denominado I ′, en el conjunto {Ij1 , . . . , Ijpi}\
Isiq tal que I∩I ′ 6= ∅. Observemos que {Ij1 , . . . , Ijpi}\Isiq = I1∪I2 donde I1 = {Ij1 , . . . , Ijq−1}
y I2 = {Ijq+2k

, . . . , Ijpi}.

Supongamos primero que I ′ ∈ I1, esto es, I ′ = Ijα para algún α ∈ {1, . . . , q − 1}.
Dado que I es un modelo de intervalos propios de G, las condiciones Ijq+k−1

≤ I ≤ Ijq+k
y Ijq+k−1

∩Ijq+k 6= ∅ implican que el intervalo I interseca a cada uno de los dos intervalos
Ijq+k−1

y Ijq+k (posiblemente I ∈ {Ijq+k−1
, Ijq+k}). Del mismo modo, el hecho de que I

interseca a ambos intervalos I ′ = Ijα y Ijq+k implica que I también interseca a cada uno
de los intervalos en el conjunto {Ijα , Ijα+1 , . . . , Ijq+k}; en particular, I interseca a cada
uno de los k + 1 intervalos en el conjunto {Ijq , Ijq+1 , . . . , Ijq+k}, todos los cuales están
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en Isiq . De esto se desprende que ese intervalo I interseca a por lo menos k intervalos
del conjunto Isiq \ {I}, contradiciendo la suposición sobre I.

El caso I ′ ∈ I2 es similar al caso I ′ ∈ I1.

Esto establece la propiedad (2). Aśı, siq es un nodo grande.

A cada componente conexa grande Ci le asociamos una secuencia P i definida como P i =
(si1, . . . , s

i
pi−2k+1).

Denotamos por P la secuencia obtenida mediante la concatenación de las secuencias P i

en una sola secuencia precedida por I0 y seguida por In+1 en el orden natural, es decir
concatenamos las secuencias en el siguiente orden:

I0, P
1, . . . , P r, In+1.

Por el Lema 27 y 28, P es una secuencia de nodos de Dt
k.

Notemos que U 6= ∅, las secuencias P i no tienen elementos comunes y ninguna de ellas
contiene a I0 o In+1. Por lo tanto, P es una secuencia de al menos 3 nodos.

Para cada nodo s de P diferente de I0 y In+1, los vértices de G correspondientes a los
intervalos asociados a s pertenecen todos a la misma componente conexa de G[U ]. Denotamos
dicha componente conexa con Cs.

Lema 29. P es un camino dirigido desde I0 a In+1 en Dt
k, es decir, todo par de nodos

consecutivos de P forman un arco en Dt
k.

Demostración. Sea s, s′ un par de nodos consecutivos de P . Claramente, s 6= In+1. Conside-
remos tres subcasos dependiendo de si s = I0, s ∈ S, o s ∈ B.

Caso 1. s = I0.

Veamos que (s, s′) ∈ E0. En efecto, la propiedad (1) de la definición de arcos en E0

claramente se verifica, al igual que la propiedad (3) (ya que I0 /∈ B).
Para probar la propiedad (2), consideremos un intervalo I ∈ I tal que máx(s) < I <

mı́n(s′). Como U es un conjunto k-dominante total, el intervalo I interseca a al menos k
intervalos de IU . Como I < mı́n(s′) y mı́n(s′) es el intervalo más a la izquierda correspon-
diente a un vértice de U , se deduce que I se interseca con los k intervalos más a la izquierda
de IU . Todos estos intervalos pertenecen a vértices de la componente conexa C1, y por lo
tanto a Is′ . Esto establece la propiedad (2).

Un argumento similar prueba que si s′ ∈ B, entonces para asegurarnos de que el vértice
correspondiente a mı́n(s′) tenga al menos k vecinos en U , el intervalo mı́n(s′) debe intersecar
a k intervalos asociados a s′ inmediatamente seguidos de mı́n(s′) en la secuencia. Esto implica
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que los k+1 intervalos más a la izquierda asociados a s′ se intersecan dos a dos, estableciendo
aśı la veracidad de la propiedad (4).

De ello deducimos que (s, s′) ∈ E0.

Caso 2. s ∈ S.

Veamos que (s, s′) ∈ E0. La propiedad (1) de la definición de los arcos en E0 la obtenemos
de la construcción de P y del hecho de que Cs 6= Cs′ .

La propiedad (2) la deducimos de la construcción de P junto con el hecho de que U es
un conjunto k-dominante total en G.

La propiedad (3) se satisface trivialmente. Un argumento similar al del caso s = I0
establece la veracidad de la propiedad (4).

De ello se deduce que (s, s′) ∈ E0, como se afirma.

Caso 3. s ∈ B.

Si s′ ∈ S, concluimos que (s, s′) ∈ E0 por simetŕıa con el caso s ∈ S, s′ ∈ B.

Si s′ = In+1, concluimos que (s, s′) ∈ E0 por simetŕıa con el caso s = I0.

Sea ahora s′ ∈ B. Si Cs 6= Cs′ , luego podemos usar un argumento similar como en el
caso s ∈ S para mostrar que (s, s′) ∈ E0. Si Cs = Cs′ , sea i ∈ {1, . . . , r} el ı́ndice tal que
Cs = Ci. La construcción de P implica que s y s′ son nodos de P i tal que s = siq y s′ = siq+1

para algún q ∈ {1, . . . , pi − 2k} donde pi = |V (Ci)|. Las definiciones de siq y siq+1 implican
que (s, s′) ∈ E1, probando en particular que (s, s′) es un arco de Dt

k.

Además, la definición de la función de longitud ` presentada en (2.1) y la construcción
de P implican que la longitud de P es igual al tamaño de U , que es c.

Ahora supongamos que Dt
k tiene un camino dirigido P de I0 a In+1 de longitud c y

probemos que existe un conjunto k-dominante total en G, de tamaño c.

Sea U el conjunto de todos los vértices u ∈ V (G) de modo que el intervalo correspondiente
a u está asociado a algún nodo de P . A continuación, demostramos que U es un conjunto
k-dominante total en G de tamaño c.

Tengamos en cuenta que dado que ni I0 y ni In+1 es un nodo grande, (I0, In+1) 6∈ E1;
además, (I0, In+1) 6∈ E0 ya que la propiedad (2) en la definición de un arco en E0 no se
verifica. Por lo tanto, (I0, In+1) 6∈ E(Dt

k) y P tiene al menos 3 nodos.

El conjunto de nodos de P se puede particionar de manera única en conjuntos consecutivos
de nodos, denominados W0,W1, . . . ,Wr,Wr+1, de modo que cada Wi es el conjunto de nodos
de un sub-camino maximal P ′ de P tal que E(P ′) ⊆ E1. (De manera equivalente, los Wi

son los conjuntos de vértices de las componentes conexas del grafo no dirigido subyacente al
d́ıgrafo P − E0.) Notar que W0 = {I0} y Wr+1 = {In+1}.

Para todo i ∈ {0, 1, . . . , r + 1}, sea Ui el conjunto de vértices de G correspondiente a los
intervalos asociados a los nodos de Wi.
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Lema 30. Para cada 0 ≤ i < j ≤ r + 1 y para cada par de intervalos I ∈ IUi y J ∈ IUj se
tiene I < J y I ∩ J = ∅.

Demostración. Probemos esto por inducción sobre m = j − i.
Si m = 1, entonces sea (s, s′) el único arco de P que conecta un nodo de Wi con un nodo

de Wi+1. Por la definición de los Wi, tenemos (s, s′) 6∈ E1 y, por lo tanto, (s, s′) ∈ E0. Esto
implica que cada intervalo asociado a s es menor (con respecto al orden <) y disjunto de
cada intervalo asociado a s′. En consecuencia, las definiciones de Wi, Wi+1, Ui, Ui+1, y las
propiedades de los arcos en E0 implican que cada intervalo en IUi es menor (con respecto
al orden <) y disjunto de cada intervalo en IUi+1 . El paso inductivo se desprende de la
transitividad de la relación en I ′ en la cual el intervalo I está en relación con el intervalo J
si y solo si I < J y I ∩ J = ∅.

A partir del Lema 30, podemos probar que ninguna arista de G conecta un vértice en Ui
con un vértice en Uj cuando 1 ≤ i < j ≤ r. Más espećıficamente:

Lema 31. Para cada i ∈ {1, . . . , r}, G[Ui] es una componente conexa de G[U ].

Demostración. Probemos el lema usando las propiedades de los arcos en Dt
k, de la siguiente

manera. Sea i ∈ {1, . . . , r}.

Supongamos primero que Wi ∩ S 6= ∅. Como cada arco en E1 conecta un par de nodos
grandes, concluimos que Wi = {s} para algún s ∈ S. Usando la propiedad (2) en la
definición de un nodo pequeño, se obtiene que G[Ui] es conexo.

Por lo tanto, como ninguna arista de G conecta un vértice en Ui con un vértice en Uj
para j 6= i (por Lema 30), resulta aśı que G[Ui] es una componente conexa de G[U ],
como se afirma.

Ahora supongamos que Wi ∩ S = ∅, es decir, Wi ⊆ B. Sea P ′ el sub-camino de P tal
que V (P ′) = Wi. Como P ′ consiste solo de nodos grandes y solo de arcos de E1, se
puede usar la propiedad (1) de la definición de un nodo grande para inferir que G[Ui]
es conexo.

El próximo lema implicará que |U | = c.

Lema 32. El tamaño de U es igual a la longitud de P .

Demostración. Para cada i ∈ {1, . . . , r+1}, sea P i el sub-camino de P que consiste en todos
los arcos de P que entran en un nodo de Wi. Por construcción, los caminos P 1, . . . , P r+1 son
disjuntos (por arcos) dos a dos y su unión es P . Para cada i ∈ {1, . . . , r + 1}, se denota con
`i a la longitud de P i.
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A partir de las definiciones de los Wi y de la función longitud en (2.1) deducimos que
`i = `(si, s

′
i) + |Wi| − 1, donde (si, s

′
i) es el arco (único) de P tal que si 6∈ Wi y s′i ∈ Wi.

Como (si, s
′
i) ∈ E0, tenemos

`(si, s
′
i) =

{
|Is′i |, si i ∈ {1, . . . , r}
0, si i = r + 1.

Resulta entonces que

`i =

{
|Is′i |+ |Wi| − 1, si i ∈ {1, . . . , r}
0, si i = r + 1.

Además, tenemos |Is′i |+ |Wi| − 1 = |Ui| para todo i ∈ {1, . . . , r}, lo que implica `i = |Ui|
para todo i ∈ {1, · · · , r}. Por el Lema 31, el subgrafo de G inducido por Ui es una componente
conexa de G[U ], lo que implica |U | =

∑r
i=1 |Ui| =

∑r+1
i=1 `i. Como P 1, . . . , P r+1 son disjuntos

dos a dos por arcos y su unión es P , la suma
∑r+1

i=1 `i es exactamente la longitud de P . Esto
prueba el lema deseado.

Queda por demostrar que U es un conjunto k-dominante total de G, es decir, que cada
vértice u ∈ V (G) tiene al menos k vecinos en U .

Lema 33. Sea u ∈ V (G) y sea I ∈ I el intervalo correspondiente a u. Entonces, I intersecta
a al menos k intervalos del conjunto IU \ {I}.

Demostración. Consideremos dos casos, dependiendo si u es un elemento del conjunto U o
si no lo es.

Caso 1. u ∈ U .
En este caso, I ∈ IU e I está asociado a algún nodo de P . Sea s ∈ V (P ) un tal nodo.

Notar que s 6∈ {I0, In+1}. Por construcción de U , se tiene Is ⊆ IU .

Supongamos primero que s es un nodo pequeño. Luego, la propiedad (3) en la definición
de nodo pequeño implica que I interseca a al menos k intervalos del conjunto Is \ {I},
que es un subconjunto de IU \ {I}.

Suponemos ahora que s es un nodo grande. Existe un único i ∈ {1, . . . , r} tal que
s ∈ Wi. Notemos que Wi es el conjunto de nodos del sub-camino de P , digamos
P ′, que consiste solo en nodos grandes y arcos en E1. Sea Ij1 , . . . , Ijpi los intervalos
correspondientes a los vértices en Ui, ordenados crecientemente. El hecho de que todos
los arcos de P ′ están en E1 implica que los conjuntos de nodos y arcos de P ′ están
dados por V (P ′) = Wi = {sq | 1 ≤ q ≤ pi − 2k + 1} donde sq = (Ijq , . . . , Ijq+2k−1

) y
E(P ′) = {(sq, sq+1) | 1 ≤ q ≤ pi − 2k}. Además, existe un único ı́ndice q ∈ {1, . . . , pi}
tal que I = Ijq .
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• Consideremos primero que q ≤ k + 1. Sea (s′, s′′) el (único) arco de P tal que
s′ 6∈ Wi y s′′ ∈ Wi. Como (s′, s′′) ∈ E0 y s′′ ∈ B, la propiedad (4) de la definición
de un arco en E0 garantiza que los intervalos Ij1 , . . . , Ijk+1

se intersecen dos a dos.
Claramente, ésto implica que el intervalo I intersecta a al menos k intervalos del
conjunto IU \ {I}.

• El caso pi − q ≤ k es análogo al caso q ≤ k + 1 y puede ser analizado usando la
propiedad (3) de la definición de un arco en E0.

• Supongamos ahora que k+1 < q < pi−k. Sea α = q−k y sea sα = (Ijα , . . . , Ijα+2k−1
).

Luego sα ∈ V (P ′) y sα es un nodo grande de Dt
k. Además, Ijα+k−1

= Ijq−1 < Ijq =
I = Ijα+k y por lo tanto la propiedad (2) en la definición de nodo grande impli-
ca que I interseca a al menos k intervalos del conjunto Isα \ {I}, el cual es un
subconjunto de IU \ {I}.

Caso 2. u 6∈ U .
En este caso, I 6∈ IU . Denotamos con I− al intervalo más a la derecha en el conjunto

{I ′ | I ′ < I, I ′ ∈ IU} si existe tal intervalo, sino I− = I0. Similarmente, denotamos por I+ al
intervalo más a la izquierda en el conjunto {I ′ | I < I ′, I ′ ∈ IU} si existe tal intervalo, sino
I+ = In+1. Observemos que I− < I < I+. Consideremos varios subcasos dependiendo de I−

y I+.

Caso 2.1. I− = I0. Sea s el sucesor de I0 en P . Luego, (I0, s) ∈ E0 y como I0 = I− < I <
I+ = mı́n(s), la propiedad (2) en la definición de arcos en E0 implica que I interseca a al
menos k intervalos de II0 ∪ Is. Como I no se interseca con el intervalo I0, concluimos que I
interseca a al menos k intervalos de Is, el cual es un subconjunto de IU \ {I}.

Caso 2.2. I+ = In+1. Este caso es análogo al caso 2.1.

Caso 2.3. I0 < I− < I+ < In+1 y I−∩I+ = ∅. En este caso, existe un único i ∈ {1, . . . , r−1}
tal que I− está asociado a un nodo en Wi e I+ está asociado a un nodo en Wi+1. Sea
(s′, s′′) el (único) arco de P tal que s′ ∈ Wi y s′′ ∈ Wi+1. Luego (s′, s′′) ∈ E0 y como
máx(s′) = I− < I < I+ = mı́n(s′′), la propiedad (2) en la definición de arcos en E0 implica
que I interseca a al menos k intervalos de Is′ ∪ Is′′ , el cual es un subconjunto de IU \ {I}.

Caso 2.4. I0 < I− < I+ < In+1 y I− ∩ I+ 6= ∅. En este caso, existe un único i ∈ {1, . . . , r}
tal que tanto I− como I+ están asociados a un nodo en Wi. Además, como I− y I+ son
intervalos consecutivos en IU , existe un nodo s ∈ Wi tal que ambos I− y I+ están asociados
a s. Esto es claramente cierto si Wi consiste en un solo nodo. Si Wi tiene más de un nodo,
entonces estos son nodos grandes. El hecho de que todos los arcos de P que conectan dos
nodos en Wi están en E1 implica que podemos obtener un nodo s con la propiedad deseada,
definiendo a s como el nodo en Wi más cercano a In+1 (a lo largo de P ) de modo que el
intervalo I− este asociado a s.
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Caso 2.4.1. s ∈ S. En este caso, tenemos mı́n(s) ≤ I− < I < I+ ≤ máx(s) y la propiedad (3)
en la definición de nodo pequeño implica que el intervalo I interseca a al menos k intervalos
del conjunto Is \ {I}, el cual es un subconjunto de IU \ {I}.
Caso 2.4.2. s ∈ B. En este caso, Wi es el conjunto de nodos de un sub-camino de P que
consiste solo en nodos grandes. Sean Ij1 , . . . , Ijpi los intervalos correspondientes a los vétices
de Ui, ordenados crecientemente. Existe un ı́ndice único q ∈ {1, . . . , pi − 1} tal que I− = Ijq
y I+ = Ijq+1 .

Supongamos primero que q < k. Sea (s′, s′′) el (único) arco de P tal que s′ 6∈ Wi y
s′′ ∈ Wi. Luego (s′, s′′) ∈ E0 y s′′ ∈ B, por lo tanto la propiedad (4) en la definición
de arcos en E0 garantiza que los intervalos Ij1 , . . . , Ijk+1

se intersecan dos a dos. Esta
condición implica que el intervalo I intersecta a cada uno de los intervalos Ij1 , . . . , Ijk+1

,
y por lo tanto también a al menos k + 1 intervalos del conjunto IU \ {I}.

El caso pi − q < k es análogo al caso q < k y puede ser analizado usando la propiedad
(3) en la definición de arcos en E0.

Supongamos ahora que k ≤ q ≤ pi−k. Sea α = q−k+1 y sea sα = (Ijα , Ijα+1 , . . . , Ijα+2k−1
).

Con un argumento similar al Caso 1 obtenemos que sα ∈ Wi y sα es un nodo grande de
Dt
k. Además, Ijα+k−1

= Ijq = I− < I < I+ = Ijq+1 = Ijα+k . Por lo tanto, la propiedad
(2) en la definición de nodo grande implica que I interseca a al menos k intervalos del
conjunto Isα , el cual es un subconjunto de IU \ {I}.

Esto muestra que U es un conjunto k-dominante total en G y se completa la prueba de
la Proposición 25.

El digrafo Dt
k tiene O(n2k) nodos y O(n4k) arcos y puede ser, junto con la función de

longitud ` en sus arcos, calculado a partir de G directamente desde la definición en el tiempo
O(n4k+1).

Un camino dirigido más corto (con respecto a `) desde I0 a todos los nodos accesibles
desde I0 en Dt

k se puede calcular en tiempo polinomial en el tamaño del orden, n, del grafo
usando cualquiera de los enfoques estándares, por ejemplo usando Algoritmo de Dijkstra.
En realidad, dado que Dt

k es aćıclico, se puede usar un enfoque de programación dinámica
junto con un orden topológico en Dt

k para calcular los caminos más cortos desde I0 en tiempo
lineal (en el tamaño de Dt

k). La Proposición 25 implica, por lo tanto, que el problema de
k-dominación total se puede resolver en tiempo O(n4k+1) en la clase de grafos de intervalos
propios de n vértices. Es decir, podemos concluir que:

Teorema 34. Para cada entero positivo k, el problema de la k-dominación total es resoluble
en el tiempo de O(|V (G)|4k+1) en la clase de grafos de intervalos propios.
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2.3. Modificación del enfoque para k-dominación

Con modificaciones menores en las definiciones de nodos pequeños, nodos grandes y
arcos en E0 del digrafo, el enfoque desarrollado en la Sección 2.2 para el problema de la
k-dominación total conduce a un resultado análogo para el problema de la k-dominación. En
términos generales, las diferencias son las siguientes:

1. En la definición de nodos pequeños, en la propiedad (1) q vaŕıa de 1 a 2k − 1 en lugar
de k + 1 a 2k − 1.

2. En la definición de nodos pequeños, en la propiedad (3) la propiedad de intersección
se requiere solo para intervalos I ∈ I \ Is (y aśı las desigualdades con respecto a la
posición de I pueden volverse estrictas).

3. Se necesita un cambio similar en la definición de nodos grandes, propiedad (3).

4. En la definición de arcos en E0, las propiedades (3) y (4) cambian. (La formulación
exacta se indica a continuación).

El cambio detallado en el primer ı́tem se debe al hecho de que el análogo del Lema 24 falla
para conjunto k-dominantes. Los cambios descriptos en los restantes ı́tems se derivan del
hecho de que, a diferencia de un conjunto k-dominante total, un conjunto k-dominante sólo
tiene que dominar los vértices que no están en el conjunto.

La incorporación de los cambios necesarios conduce a la siguiente definición del digrafo
aćıclico ponderado por arco Dk:

El conjunto S de nodos pequeños ahora consiste exactamente en esas secuencias cre-
cientes s = (Ii1 , . . . , Iiq) de intervalos de I tal que:

1. 1 ≤ q ≤ 2k − 1,

2. Iij ∩ Iij+1
6= ∅ para todo j ∈ {1, . . . , q − 1}, y

3. cada intervalo I ∈ I \ Is tal que mı́n(s) < I < máx(s) interseca a al menos a k
intervalos del conjunto Is.

El conjunto B de nodos grandes consiste exactamente en aquellas secuencias crecientes
s = (Ii1 , . . . , Ii2k) de intervalos de I de longitud 2k tal que:

1. Iij ∩ Iij+1
6= ∅ para todo j ∈ {1, . . . , 2k − 1} y

2. cada intervalo I ∈ I \ Is tal que Iik < I < Iik+1
interseca a al menos k intervalos

del conjunto Is.

El conjunto E0 consiste en aquellos pares ordenados (s, s′) ∈ V (Dk)× V (Dk) tal que:
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1. máx(s) < mı́n(s′) y máx(s) ∩mı́n(s′) = ∅,
2. cada intervalo I ∈ I tal que máx(s) < I < mı́n(s′) interseca a al menos a k

intervalos de Is ∪ Is′ ,
3. si s = (Ij1 , . . . , Ij2k) es un nodo grande, luego cada intervalo I ∈ I \ Is tal que
Ijk+1

< I < Ij2k interseca a al menos k intervalos en Is, y

4. si s′ = (Ij1 , . . . , Ij2k) es un nodo grande, luego cada intervalo I ∈ I \ Is′ tal que
Ij1 < I < Ijk interseca a al menos k intervalos en Is′ .

El conjunto E1 consiste en aquellos pares ordenados (s, s′) ∈ V (Dk) × V (Dk) tal que
s, s′ ∈ B y existen 2k + 1 intervalos Ii1 , . . . , Ii2k+1

en I tal que s = (Ii1 , Ii2 , . . . , Ii2k) y
s′ = (Ii2 , Ii3 , . . . , Ii2k+1

).

La función longitud `(s, s′) sobre los arcos (s, s′) de Dk se definen de acuerdo a (2.1).

Las adaptaciones adecuadas de los argumentos utilizados en la prueba de la Proposi-
ción 25 permiten obtener el siguiente resultado.

Proposición 35. Dado un grafo de intervalos propios G y un entero positivo k, sea Dk el
digrafo construido como arriba. Luego G tiene un conjunto k-dominante de tamaño c si y
solo si Dk tiene un camino dirigido de I0 a In+1 de longitud c.

Demostración. Sea U un conjunto k-dominante en G de tamaño c. Para probar que Dk

tiene un camino dirigido de I0 a In+1 de longitud c, la clave es considerar nuevamente las
componentes conexas de G[U ], ordenadas naturalmente de izquierda a derecha, y asociarle
a cada componente conexa un camino en Dk definido como una secuencia de nodos. Los
análogos de los Lemas 27 y 28 se verifican y el camino dirigido deseado P de I0 a In+1 en
Dk se obtendrá combinando estos caminos en un secuencia única de nodos precedida por I0
y seguida por In+1.

A continuación, probamos que P es un camino en Dk, es decir, que dos nodos consecutivos
de P forman un arco en Dk. Consideramos un par s, s′ de nodos consecutivos de P . La prueba
de que (s, s′) es un arco de Dk puede obtenerse siguiendo los mismos argumentos que los
utilizados en la prueba del Lema 29, excepto para la verificación de la propiedad (4) en la
definición de arcos en E0 en los casos en que s ∈ {I0}∪S. Esto puede hacerse de la siguiente
manera.

Supongamos primero que s = I0. Sea s′ ∈ B, s′ = (Ij1 , . . . , Ij2k), y consideramos
el intervalo I ∈ I \ Is′ tal que Ij1 < I < Ijk . Veamos que I ∈ I \ IU . Para eso,
supongamos que este no es el caso. La construcción de P implica que Is′ consiste en
los 2k intervalos más a la izquierda correspondientes a vértices en U . En particular, si
I ∈ IU , entonces la condición Ij1 < I < Ijk implica que I = Ijα para algún 1 < α < k,
por lo tanto I ∈ Is′ , lo que es una contradicción. Como I ∈ I \ IU y U es un conjunto
k-dominante en G, el intervalo I interseca a al menos k intervalos de IU . Nuevamente,
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INTERVALOS PROPIOS

ya que Ij1 , . . . , Ij2k son los 2k intervalos más a la izquierda correspondientes a vértices
en IU y I < Ijk , el hecho de que I interseca a al menos k intervalos de IU implica que
I también interseca a al menos k intervalos del conjunto {Ij1 , . . . , Ij2k−1

}, el cual es un
subconjunto de Is′ . Esto establece la propiedad (4) en el caso s = I0.

Supongamos ahora que s ∈ S. Aqúı, la propiedad (4) se puede establecer usando un
argumento similar al del caso s = I0, esta vez se utiliza el hecho de que si s′ ∈ B,
entonces Is′ consiste en los 2k intervalos más a la izquierda en ICi donde Ci es la
componente conexa de G[U ] que contiene los vértices correspondientes a los intervalos
asociados a s′.

Esto muestra que P es un camino dirigido desde I0 a In+1 en Dk. Además, la construcción
de P implica que la longitud de P es igual al tamaño de U , que es c.

Ahora supongamos que Dk tiene un camino dirigido P de I0 a In+1 de longitud c y
probemos que existe un conjunto k-dominante de tamaño c en G. De manera similar, como
en la prueba de la Proposición 25, sea U el conjunto de todos los vértices u ∈ V (G) tal que
el intervalo correspondiente a u esta asociado a algún nodo de P . Tenemos que demostrar
que U es un conjunto k-dominante en G de tamaño c.

Análogamente a lo hecho en la Proposición 25, el conjunto de nodos de P puede parti-
cionarse en conjuntos Wi. Además, los subconjuntos Ui de vértices de G podemos definirlos
como antes. No es dif́ıcil ver que los análogos a los Lemas 30, 31, y 32 se mantienen.

Queda por demostrar que U es un conjunto k-dominante en G, es decir, que cada vértice
u ∈ V (G) \ U tiene al menos k vecinos en U . Sea u ∈ V (G) \ U y sea I ∈ I el intervalo
correspondiente a u. Necesitamos probar que I interseca a al menos k intervalos del conjunto
IU . Notemos que I 6∈ IU , aśı IU \{I} = IU . La prueba que I interseca a al menos k intervalos
del conjunto IU puede obtenerse siguiendo los mismos argumentos que los utilizados en el
Caso 2 de la prueba del Lema 33, excepto para el caso cuando I0 < I− < I+ < In+1 y
I− ∩ I+ 6= ∅ (correspondiente al Caso 2.4 de la prueba del Lema 33). En este caso, se
necesitan algunas modificaciones para los dos subcasos dependiendo de si s ∈ S o s ∈ B.
Los argumentos correspondientes son los siguientes.

Si s ∈ S, luego la propiedad (3) en la definición de un nodo pequeño implica que el
intervalo I intersecta a al menos k intervalos del conjunto Is, el cual es un subconjunto
de IU .

Supongamos a continuación que s ∈ B. Luego Wi es el conjunto de nodos de un
subcamino de P , digamos P ′, que consta solo de nodos grandes. Sean Ij1 , . . . , Ijpi los
intervalos correspondientes a los vértices en Ui, ordenados crecientemente. El hecho
de que todos los arcos de P ′ estén en E1 implica que V (P ′) = Wi = {sq | 1 ≤ q ≤
pi − 2k + 1} donde sq = (Ijq , . . . , Ijq+2k−1

) y E(P ′) = {(sq, sq+1) | 1 ≤ q ≤ pi − 2k}.
Además, existe un único ı́ndice q ∈ {1, . . . , pi − 1} tal que I− = Ijq y I+ = Ijq+1 .
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• Supongamos primero que q < k. Sea (s′, s′′) el arco (único) de P tal que s′ 6∈ Wi

y s′′ ∈ Wi. Entonces (s′, s′′) ∈ E0 y s′′ ∈ B, y Ij1 < I < Ijk . Por lo tanto,
la propiedad (4) en la definición de un arco en E0 garantiza que el intervalo I
intersecta a al menos k intervalos de Is′′ , y por lo tanto también a al menos k
intervalos del conjunto IU .

• El caso pi−q < k es análogo al caso q < k y puede analizarse usando la propiedad
(3) en la definición de un arco en E0.

• Supongamos ahora que k ≤ q ≤ pi−k. Sea α = q−k+1 y sea sα = (Ijα , Ijα+1 , . . . , Ijα+2k−1
).

Luego sα ∈ V (P ′) y sα es un nodo grande de Dk. Además Ijα+k−1
= Ijq = I− <

I < I+ = Ijq+1 = Ijα+k . Por lo tanto, la propiedad (2) en la definición de un nodo
grande implica que I intersecta a al menos k intervalos del conjunto Isα , el cual
es un subconjunto de IU .

Esto muestra que U es un conjunto k-dominante en G y completamos aśı la prueba.

Teorema 36. Para cada entero positivo k, el problema de k-dominación se puede resolver
en el tiempo de O(|V (G)|4k+1) en la clase de grafos de intervalos propios.

Demostración. El digrafo Dk tiene O(n2k) nodos y O(n4k) arcos y puede ser, junto con la
función de longitud ` en sus arcos, calculados a partir deG directamente desde la definición en
el tiempo O(n4k+1). Por lo tanto, la Proposición 35 implica que el problema de k-dominación
se puede resolver en tiempo O(n4k+1) en la clase de grafos de intervalos propios de n vértices.

2.4. Los problemas ponderados

El enfoque de Bui-Xuan et al. [12] junto con el de Belmonte et al. [5] implica que el
problema de la k-dominación y el de la k-dominación total se pueden resolver en el tiempo
O(|V (G)|3k+4) en la clase de grafos de intervalos, como se explicó en la Sección 2.1. También
ese enfoque funciona para las siguientes versiones ponderadas de los problemas:

Dado un grafo G donde cada vértice u ∈ V (G) tiene asociado un costo no negativo
c(u), el problema de la k-dominación total ponderada (problema de la k-dominación
ponderada) consiste en encontrar un conjunto k-dominante total (k-dominante) U en
G de costo total mı́nimo. El costo total de un conjunto U ⊆ V (G) lo denotamos por
c(U) y está definido como c(U) =

∑
v∈U c(v).

Para ambas familias de problemas, nuestro enfoque también se puede adaptar fácilmente
al caso ponderado. Dado un grafo de intervalos propios, denotamos el costo total de un
conjunto J de vértices (es decir, intervalos) por c(J ) =

∑
I∈J c(I), es suficiente generalizar

la función de longitud de (2.1) de manera directa, de la siguiente manera:
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`(s, s′) =


c(Is′), si (s, s′) ∈ E0 y s′ 6= In+1;
c(mı́n(s′)), si (s, s′) ∈ E1;
0, si no.

Excepto por este cambio, los algoritmos son los mismos que para las versiones no ponde-
radas, y la prueba de validez puede adaptarse fácilmente. Por lo tanto, obtenemos el siguiente
resultado algoŕıtmico.

Teorema 37. Para cada entero positivo k, los problemas de k-dominación ponderado y k-
dominación total ponderado se pueden resolver en el tiempo O(|V (G)|4k+1) en la clase de los
grafos de intervalos propios.

Con una cuidadosa implementación de los algoritmos desarrollados en este caṕıtulo, im-
plementación que no se mostrará en esta tesis pero que se puede consultar también en [20],
trabajo en el cual además se encuentra publicado los resultados expuestos en este caṕıtulo,
se puede calcular un camino desde I0 a In+1 de longitud mı́nima en Dt

k sin examinar todos
los arcos del digrafo, conduciéndonos aśı a resolver los problemas (en todas sus versiones)
en un tiempo de ejecución O(n3k) que claramente mejora para todo valor de k el tiempo de
ejecución de todos los algoritmos presentados en este caṕıtulo, como aśı también el tiempo
O(|V (G)|3k+4) derivado del enfoque de Bui-Xuan et al. [12] y Belmonte et al. [5].
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Caṕıtulo 3

k-upla dominación en grafos
co-biconvexos



Resumen

En este caṕıtulo se estudia la k-upla dominación en la clase de los grafos co-biconvexos.
Éstos constituyen la subclase de grafos arco-circulares cuyas matrices de adyacencia ampliada
tienen la propiedad de los 0’s consecutivos por columnas. Los resultados obtenidos permiten
resolver de manera eficiente el problema de la k-upla dominación en cualquier grafo co-
biconvexo para todos los valores de k que satisfacen 2 ≤ k ≤ |U|+ 3, donde U es el conjunto
de vértices universales del grafo dado.

Los resultados que se presentan en este caṕıtulo fueron publicados en [30].



3.1. PROPIEDADES SOBRE 0’S Y 1’S CONSECUTIVOS EN MATRICES 0, 1

3.1. Propiedades sobre 0’s y 1’s consecutivos en matri-

ces 0, 1

Una matriz 0, 1 tiene la propiedad de los 0’s consecutivos (C0P) por columnas si existe
una permutación de sus filas que posiciona los 0’s consecutivamente en cada columna. Esta
propiedad fue presentada por Tucker en [75]. Similarmente está definida la propiedad de los
1’s consecutivos (C1P) por columnas [35].

A =


0 0 0 1
1 1 0 1
0 1 0 0
1 0 0 1
1 1 1 0

→ A′ =


1 1 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 1
1 1 0 1


Figura 3.1: Matriz con la propiedad C0P por columnas.

A modo de ejemplo, la matriz A que se muestra en la Figura 3.1 tiene la propiedad
C0P por columnas. Notar que en esa matriz, los 0’s no aparecen consecutivamente en cada
columna pero existe una permutación de sus filas que hace posible obtener la matriz A′ que
se encuentra a su derecha, y en la cual los 0’s están ubicados consecutivamente en cada
columna. Si se denota con fi a la fila i-ésima de la matriz A y con f ′i , a la fila i-ésima de A′

para i = 1, · · · , 5, la permutación realizada para obtener los 0’s consecutivamente en cada
columna es:

f1 ↔ f ′3
f2 ↔ f ′5
f3 ↔ f ′2
f4 ↔ f ′4
f5 ↔ f ′1

(3.1)

Observar que si consideramos la matriz B obtenida a partir de A al intercambiar 0’s por
1’s y, reciprocamente, 1’s por 0’s (ver Figura 3.2), B tiene la propiedad C1P por columnas ya
que es posible reordenar sus filas de modo de obtener la matriz B′ en la cual sus 1’s aparecen
consecutivamente en cada columna. En este caso, si con fi denotamos la fila i-ésima de B y
con f ′i , la fila i-ésima de B′ para i = 1, · · · , 5, el reordenamiento realizado para obtener los
1’s consecutivamente en cada columna, claramente, es el mismo que el indicado en (3.1).

Observación 38. Dada A una matriz 0, 1, se considera la matriz B que se obtiene a partir
de A, intercambiando los 1’s por 0’s y los 0’s por 1’s. Es claro que A tiene la propiedad C0P
si y solo si B tiene la propiedad C1P.

Un ejemplo de dicho intercambio se puede ver precisamente en las Figuras 3.1 y 3.2.
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B =


1 1 1 0
0 0 1 0
1 0 1 1
0 1 1 0
0 0 0 1

→ B′ =


0 0 0 1
1 0 1 1
1 1 1 0
0 1 1 0
0 0 1 0


Figura 3.2: Matriz con la propiedad C1P por columnas.

En 1965, Fulkerson y Gross [35] presentaron un algoritmo de orden O(mn2) que com-
prueba si una matriz 0, 1 de tamaño m× n tiene la propiedad C1P por columnas y, en caso
de tener tal propiedad, dicho algoritmo permite obtener una permutación de sus filas con la
cual los 1’s quedan consecutivamente en cada columna. Más de una década después, en 1976,
Booth y Lueker [9] mejoraron este resultado presentando un algoritmo que permite resolver
ese problema en tiempo O(m+ n+ o), donde m, n y o son los números de filas, columnas y
unos respectivamente de la matriz dada. Observemos que para una matriz cuadrada densa,
este tiempo es a lo sumo O(n2).

Por lo mencionado en la Observación 38 y dado que O(n2) también es suficiente para
intercambiar las entradas de 1’s por 0’s y las de 0’s por 1’s en una matriz de tamaño n× n,
resulta que se tiene un algoritmo eficiente para decidir si una determinada matriz cuadrada
tiene la propiedad C0P por columnas.

La Figura 3.3 muestra un grafo arco-circular G y un modelo para él donde su matriz
de adyacencia ampliada A∗(G) — mostrada en la Figura 3.4 — tiene la propiedad C0P por
columnas.

v4

v5

v6
v7

v3

v4

v7

v6
v5

v3

v1

v1
v2

v2

Figura 3.3: Un grafo arco-circular G y un modelo arco-circular para él.
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A∗(G) =



1 1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 0 0 1
1 1 1 0 1 0 1
0 1 0 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1


Figura 3.4: Matriz de adyacencia ampliada con la propiedad C0P por columnas para el grafo
G de la Figura 3.3.

La matriz A∗(G) de la Figura 3.4 efectivamente tiene la propiedad C0P por columnas ya
que si se realiza, por ejemplo, el siguiente reordenamineto de sus filas:

f1 ↔ f ′6
f2 ↔ f ′4
f3 ↔ f ′5
f4 ↔ f ′1
f5 ↔ f ′3
f6 ↔ f ′2
f7 ↔ f ′7,

(3.2)

se logra ubicar los ceros consecutivamente por columnas y obtener la matriz que se muestra
a continuación:



0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 1
1 1 1 0 1 0 1
1 1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1


Figura 3.5: Matriz que se obtiene a partir de A∗(G) (Fig. 3.4) al realizar la permutación
indicada en (3.2).

Tucker demostró el siguiente resultado respecto a los grafos G cuya matriz de adyacencia
ampliada, A∗(G), tiene la propiedad C0P por columnas:
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Teorema 39 (Tucker [75]). Sea G un grafo, si A∗(G) tiene la propiedad C0P por columnas
entonces G es un grafo arco-circular.

3.2. Conjuntos k-upla dominantes en grafos con vérti-

ces universales

De la definición de conjunto k-upla dominante en un grafo G, está claro que γ×k(G) ≥ k
para todo grafo G y entero positivo k.

Dado k, en el siguiente resultado demostramos que si G tiene al menos k vértices uni-
versales entonces una mı́nima k-upla dominante en G tiene exactamente k elementos, y
rećıprocamente.

Lema 40. Sea G un grafo, U el conjunto de los vértices universales de G y k un entero
positivo. Entonces γ×k(G) = k si y solo si |U| ≥ k.

Demostración. Comencemos probando que γ×k(G) = k es condición suficiente de |U| ≥ k.
Como γ×k(G) = k, existe un conjunto k-upla dominante D en G tal que |D| = k. Luego para
v ∈ V (G) se tiene que |N [v] ∩D| ≥ k, y como D tiene exactamente k elementos, se tiene
que v es adyacente a todo vértice u ∈ D. Resulta aśı que los elementos del conjunto D son
vértices universales y por lo tanto |U| ≥ k.

Para ver que γ×k(G) = k es condición necesaria de |U| ≥ k, consideremos el conjunto
D = {x1, · · · , xk} donde xi ∈ U para todo i = 1, · · · , k; es decir D ⊆ U y |D| = k. Como los
elementos de D son vértices universales se verifica claramente |N [v] ∩D| ≥ k, ∀v ∈ V (G).
Luego D es un conjunto k-upla dominante y aśı tenemos que γ×k(G) ≤ k. La desigualdad
γ×k(G) ≥ k se desprende de la definición de conjunto k-upla dominante como se detalló más
arriba.

Observemos que, si u es un vértice universal de un grafo G y D es un conjunto k-upla
dominante en G con u /∈ D, entonces intercambiando u con cualquier otro vértice v de D
(D ∪ {u} − v), se obtiene otro conjunto k-upla dominante que contiene a u. Formalmente,

Lema 41. Sea G un grafo, u un vértice universal de G y D un conjunto k-upla dominante en
G tal que u /∈ D. Entonces existe otro conjunto k-upla dominante D′ en G tal que |D′| = |D|
y u ∈ D′.

Del lema anterior, es sencillo demostrar la siguiente relación:

Lema 42. Sea G un grafo, u un vértice universal de G y k un entero positivo. Entonces

γ×k(G) = γ×(k−1)(G− u) + 1.
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Demostración. Sea D un conjunto k-upla dominante en G con |D| = γ×k(G).
Si u ∈ D, entonces D − u es un conjunto (k − 1)-upla dominante en G− u, por lo tanto

γ×(k−1)(G − u) + 1 ≤ |D| = γ×k(G). Si u /∈ D, a partir del Lema 41 podemos construir un
conjunto k-upla dominante D′ en G que contiene a u y tal que |D′| = γ×k(G) y proceder
como se indica arriba con D′ en lugar de D.

Por otro lado, sea D un conjunto (k − 1)-upla dominante en G − u de menor tamaño.
Está claro que D∪{u} es un conjunto k-upla dominante en G ya que u es un vértice universal.

Luego γ×k(G) ≤ |D ∪ {u}| = |D|+1 = γ×(k−1)(G−u)+1, y la prueba queda completa.

El lema anterior podemos generalizarlo de la siguiente manera:

Proposición 43. Sea G un grafo, U el conjunto de vértices universales de G y k un entero
positivo con |U| ≤ k. Entonces

γ×k(G) = γ×(k−|U|)(G− U) + |U| .

El siguiente corolario es claro del Lemma 40 y de la Proposición 43.

Corolario 44. Sea G un grafo y U el conjunto de los vértices universales de G con U 6= ∅.
Si γ×i(G−U) se puede encontrar en tiempo polinomial para i = 1, · · · , r para algún r ∈ Z+,
entonces γ×k(G) se puede hallar también en tiempo polinomial para cada k con 1 ≤ k ≤
|U|+ r.

Es sabido que γ×1(G−U) puede hallarse en tiempo polinomial en función del tamaño de
G cuando G es un grafo co-biconvexo [14], por ser G en particular un grafo arco-circular [75].
Mostraremos en las secciones siguientes cómo podemos obtener eficientemente γi(G−U) para
i = 2, 3 en los grafos co-biconvexos. Para eso, presentamos en la siguiente sección algunas
propiedades que verifican estos grafos.

3.3. Grafos co-biconvexos. Algunas propiedades

En [76] Tucker caracterizó a los grafos cuya matriz de adyacencia ampliada tiene la pro-
piedad C0P por columnas como aquellos grafos que son el complemento de un grafo bipartito
(o co-bipartitos) y además los 1’s de sus matrices de adyacencia ampliada se disponen de
manera circular en cada columna. En efecto,

Teorema 45 (Tucker [76]). G es un grafo concave-round y co-bipartito si y sólo si A∗(G)
tiene la propiedad C0P por columnas.

En un trabajo reciente se enuncian las caracterizaciones de Tucker de los grafos co-
biconvexos usando terminoloǵıa actual [72].

Un ejemplo de un grafo arco-circular que no es co-biconvexo es el ciclo C5. Notemos que
no existe una permutación de las filas de A∗(C5) de modo que los 0’s queden posicionados
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consecutivamente en cada columna y por lo tanto A∗(C5) no tiene la propiedad C0P por
columnas (ver Figuras 3.6 y 3.7).

v3

v2 v4

v1 v5 v1

v2

v3
v4

v5

Figura 3.6: C5 no es un grafo co-biconvexo

A∗(C5) =


1 1 0 0 1
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 1 1
1 0 0 1 1


Figura 3.7: Matriz de adyacencia ampliada del ciclo C5.

En este trabajo, para abocarnos al estudio de los problemas de la k-upla dominación en
grafos co-biconvexos, utilizamos fuertemente la propiedad C0P, y por ello adoptamos como
definición la siguiente:

Definición 46 (Tucker [76] y Safe [72]). G es un grafo co-biconvexo si su matriz de adya-
cencia ampliada tiene la propiedad COP por columnas.

Observación 47. La definición anterior se obtiene del hecho que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) A∗(G) tiene la propiedad C0P por columnas.

(ii) A∗(co−G) tiene la propiedad de los 1’s consecutivos por columnas.

(iii) G es co-bipartito y concave-round.

(iv) co−G es biconvexo.

(v) G es co-biconvexo.
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En efecto, (i)⇔ (ii) es claro, (iv)⇔ (v) es simplemente por definición, y la equivalencia
entre (ii), (iii) y (iv) se obtiene de [76] y [72].

A continuación enunciamos las primeras observaciones relativas a la clase de grafos co-
biconvexos.

Observación 48. esto es para que deje un renglón :)

Por el Teorema 39, los grafos co-biconvexos son grafos arco-circulares.

La clase de los grafos co-biconvexos es una subclase propia de la clase de los grafos
arco-circulares ya que, por ejemplo, el ciclo C5 es un grafo arco-circular y no es co-
biconvexo.

Recordemos que una propiedad en grafos es hereditaria cuando se verifica que si un
grafo tiene la propiedad, cualquier subgrafo inducido de él también la tiene. La pro-
piedad C0P por columnas es una propiedad hereditaria. En efecto, dado un grafo G
co-biconvexo, no es dif́ıcil ver que todo subgrafo de G inducido por un subconjunto de
vértices es co-biconvexo:

Sea R ⊆ V (G) y A′ la matriz que se obtiene a partir de A∗(G) permutando, en caso
de ser necesario, sus filas para que los 0’s queden posicionados consecutivamente en
cada columna. Resulta que A∗(G[R]) también tiene dicha propiedad ya que realizando
la misma permutación de filas que se hizo en A∗(G) para obtener A′ se obtiene la
submatriz de A′ luego de eliminar en A′ las filas y las columnas asociadas a los vértices
de V (G) − R. Dicha submatriz tendrá aśı los 0’s ubicados de manera consecutiva en
cada columna, es decir A∗(G[R]) tiene la propiedad C0P por columnas, o lo que es lo
mismo, G[R] es un grafo co-biconvexo.

A partir de que la propiedad C0P es hereditaria y del hecho que C5 no es un grafo
co-biconvexo, resulta que los grafos co-biconvexos no tienen a un C5 como subgrafo
inducido. Más aún, se puede comprobar que todo Cn con n ≥ 5 no es co-biconvexo y
luego los grafos co-biconvexos no pueden tener a un ciclo Cn como subgrafo inducido,
para ningún n mayor o igual a 5.

En particular, si G es un grafo co-biconvexo entonces G−U es un grafo co-biconvexo,
donde U es el conjunto de vértices universales de G.

La clase de los grafos co-biconvexos es cerrada bajo el agregado de vértices universales
y de gemelos verdaderos (dos vértices u y v son gemelos en un grafo G si N [u] = N [v]).
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A continuación veamos que es posible particionar el conjunto de vértices de un grafo
co-biconvexo G de manera que la matriz A∗(G) sea como la que se presenta en la Figura 3.8.
Recordamos que J es una matriz de todos 1’s en sus entradas.

Sea G un grafo co-biconvexo. Supongamos que los vértices de G están indexados de modo
tal que los 0’s aparecen consecutivamente en cada columna de A∗(G) (y por simetŕıa de la
matriz A∗(G), en cada fila). Sea C1 el conjunto de columnas de A∗(G) cuyos 0’s están por
debajo de la diagonal principal, C2 el conjunto de las columnas cuyos 0’s están por encima
de la diagonal principal y C3 el conjunto de las columnas sin 0’s (ver esquema de la Figura
3.8). Este indexamiento de los vértices de G siempre se puede obtener [75].

 
 

C

 
AC1C2

(G)

AC2C1
(G)

J

J

2

C1

C1 C2

*

*

Figura 3.8: Esquema de A∗(G) para G un grafo co-biconvexo con C3 = ∅.

Ejemplo 49. Consideremos el grafo co-biconvexo G de la Figura 3.3 y la permutación de
filas exhibida en (3.2) que se le realizó a la matriz A∗(G) y que permitió obtener la matriz
de la Figura 3.5 en la cual los 0’s aparecen consecutivamente en cada columna.

Ahora realizamos a la matriz de la Figura 3.5 la correspondiente permutación de colum-
nas, donde por correspondiente se entiende que si en las filas se consideró la permutación
f1 ↔ f ′6 entonces ahora consideramos la permutación de las columnas c1 ↔ c′6. Aśı reor-
denamos las columnas de la siguiente manera:

c1 ↔ c′6
c2 ↔ c′4
c3 ↔ c′5
c4 ↔ c′1
c5 ↔ c′3
c6 ↔ c′2
c7 ↔ c′7

(3.3)

Una vez realizado el reordenamiento explicado arriba, obtenemos la matriz presentada en
la Figura 3.9.
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

1 1 1 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1


Figura 3.9: Matriz de adyacencia ampliada según el renombramiento de los vértices de G
como se muestra en la Fig. 3.10.

Renombramos a continuación los vértices (ver Figura 3.10) según el orden de las filas
(columnas) de la matriz presentada en la Figura 3.9.

v5

v6
v7

v3

v4

v1

v2
v1 v4

v5

v6v3

v2

Figura 3.10: Renombramiento de vértices para obtener la partición (C1, C2, C3) de V (G).

Notar que la matriz de la Figura 3.9 es la de adyacencia ampliada del grafo G presentado
en la Figura 3.10.

Identificamos los elementos de Ci, i = 1, 2, 3 con los correspondientes vértices en G
obteniendo aśı una partición de V (G).

Ejemplo 50. La mencionada partición del conjunto V (G) del grafo considerado en el Ejem-
plo 49 es:

C1 = {v1, v2, v3} .

C2 = {v4, v5, v6} .

C3 = {v7} .

Los conjuntos C1, C2 y C3 particionan V (G), C3 corresponde al conjunto U de los vértices
universales de G y C1 y C2 son cliques en G (si un vértice vi ∈ C1 no es adyacente a un
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vértice vj, el correspondiente 0 en la columna j y la fila i tiene que estar por encima de
la diagonal ya que el 0 en la columna i, fila j está por debajo). Se denotará esta partición
por (C1, C2,U), o simplemente (C1, C2) cuando U = ∅. Notemos que cuando U = ∅, es decir
cuando G no tiene vértices universales, se verifica que |C1| ≥ 2 y |C2| ≥ 2 (si C1 = {v}, como
G es conexo, existe un vértice u ∈ C2 tal que u es adyacente a v; como C2 es una clique en
G, resulta que u es un vértice universal en G, contradiciendo ésto al hecho de que U = ∅).

Para un grafo co-biconexo G con partición (C1, C2) utilizaremos la siguiente notación:

V (G) = {v1, v2, · · · , vn}, C1 = {v1, v2, · · · , vr}, C2 = {vr+1, vr+2, · · · , vn}.
También, por simplicidad denotaremos G1 := G[C1] y G2 := G[C2].
Además llamaremos A∗CiCj(G) a la submatriz de A∗(G) con filas indexadas por Ci y

columnas por Cj. Observar que A∗C1C1
(G) y A∗C2C2

(G) son ambas iguales a una matriz J de
todas entradas iguales a 1 y de tamaño apropiado.

Observación 51. En un grafo co-biconvexo, sus vértices pueden particionarse en dos con-
juntos tal que los subgrafos que inducen son grafos completos. Esto justifica que los ciclos Cn
para todo n ≥ 5 no son grafos co-biconvexos, como fue mencionado en la sección anterior.

3.4. Problema de la k-upla dominación en grafos co-

biconvexos

Comencemos hallando condiciones suficientes para obtener una cota superior para el
menor tamaño de un conjunto k-upla dominante de un grafo co-biconvexo.

Lema 52. Sea G un grafo co-biconvexo y k un entero positivo. Si |Ci| ≥ k para i = 1, 2,
entonces

γ×k(G) ≤ 2k.

Demostración. Sean Di ⊆ Ci con |Di| = k, para i = 1, 2 y consideremos el conjunto D1∪D2.
Para cada v ∈ V (G), si v ∈ Ci entonces Di ⊆ N [v]. Aśı |N [v] ∩ (D1 ∪D2)| ≥ |Di| =
k, para i = 1 ó i = 2. Si v ∈ U , claramente D1 ∪ D2 ⊆ N [v] = V (G) y por lo tanto
|N [v] ∩ (D1 ∪D2)| = |D1 ∪D2| = 2k ≥ k. EntoncesD1∪D2 es un conjunto k-upla dominante
en G y se obtiene la cota superior.

La Proposición 43 nos permite restringir nuestro estudio a aquellos grafos co-biconvexos
sin vértices universales, es decir con partición (C1, C2) de su conjunto de vértices como fue
explicado en la sección anterior, con |C1| ≥ 2 y |C2| ≥ 2. Cabe destacar que una tal partición
resulta ser única. Bajo estos supuestos y los Lemas 40 y 52, son válidas las siguientes cotas
para cualquier grafo co-biconvexo G sin vértices universales:
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k + 1 ≤ γ×k(G) ≤ 2k.

A continuación presentamos:

(1) Una construcción de dos grafos de intervalos auxiliares definidos a partir de un grafo
co-biconvexo G.

(2) Una relación entre los conjuntos k-upla dominantes en un grafo co-biconvexo dado y
los conjuntos estables de los grafos de intervalos auxiliares definidos a partir de G.

Dicha relación permitirá obtener el número de k-upla dominación de un grafo co-
biconvexo.

3.4.1. Construcción de grafos de intervalos auxiliares Hi

Sea G un grafo co-biconvexo (no completo) y (C1, C2) la partición de V (G) mencionada
anteriormente. Recordemos que denotamos C1 = {v1, · · · , vr}, C2 = {vr+1, · · · , vn} y A∗(G)
satisface el esquema de la Figura 3.8.

Vamos a considerar dos grafos de intervalos H1 y H2. Para ello definimos dos familias de
intervalos de la siguiente manera:

por cada vértice vi ∈ C1, definimos un intervalo Ii contenido en [r + 1, n]N tal que,
si los 0’s consecutivos de la columna correspondiente a vi corresponden a los vértices
vp, ..., vp+s donde p ≥ r + 1 y p+ s ≤ n, luego Ii = [p, p+ s]N;

por cada vértice vi ∈ C2, definimos un intervalo Ii contenido en [1, r]N tal que, si los
0’s consecutivos de la columna correspondiente vi corresponde a los vértices vp, ..., vp+s
con p ≥ 1 y p+ s ≤ r, luego Ii = [p, p+ s]N.

Los dos grafos de intervalos H1 y H2 se definen como los grafos de intersección de las
familias I1 = {I1, I2, · · · , Ir} e I2 = {Ir+1, Ir+2, · · · , In}, respectivamente. I1 es un modelo
de intervalo del grafo H1 e I2 es un modelo de intervalo del grafo H2.

Consideramos que vi representa al intervalo Ii, para cada i = 1, · · · , n. Vale decir, lla-
mamos del mismo modo a los vértices de Ci = V (Gi) que a los de V (Hi), pero del contexto
quedará claro en cada caso a qué conjunto de vértices corresponde.

Observación 53. Para un grafo co-biconvexo G con partición (C1, C2,U) de V (G) y U 6= ∅,
los grafos H1 y H2 se definen como fue explicado arriba sobre el subgrafo G− U de G.

Un ejemplo de la construcción anterior se muestra en la Figura 3.11:
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CAPÍTULO 3. K-UPLA DOMINACIÓN EN GRAFOS CO-BICONVEXOS

  1     1    1    1    0   0    1   
  1     1    1    0    0   0    1   
  1     1    1    0    1   1    1   
  1     0    0    1    1   1    1   
  0     0    1    1    1   1    1   
  0     0    1    1    1   1    1   
  1     1    1    1    1   1    1   
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Figura 3.11: Grafos H1 y H2 relacionados con el grafo G de la Figura 3.10.

Notemos que dado dos intervalos con intersección no vaćıa Ii y Ij de H1 para 1 ≤ i 6=
j ≤ r, existe q con r + 1 ≤ q ≤ n tal que a∗qi = a∗qj = 0. Esto significa que vqvi /∈ E(G) y
vqvj /∈ E(G). En otras palabras, dado dos intervalos de H1 que no se intersecan Ii y Ij para
1 ≤ i 6= j ≤ r, tenemos a∗qi = 1 o a∗qj = 1 para todo q con r + 1 ≤ q ≤ n. Por lo tanto, en
cada fila de A∗C2C1

(G) existe al menos un 1 en las columnas correspondientes al vértice vi o
vj, y luego vqvi ∈ E(G) o vqvj ∈ E(G) para todo q con r + 1 ≤ q ≤ n.

De manera similar, el argumento anterior se verifica claramente para el grafo de intervalos
H2.

3.4.2. Conjuntos estables de Hi y conjuntos k-uplas dominantes
en G

Recordemos que el número de estabilidad de un grafo es el mayor tamaño entre todos
los conjuntos estables en el grafo. Denotaremos con αi al número de estabilidad, α(Hi), del
grafo de intervalos Hi construidos en la subsección anterior, para i ∈ {1, 2}. El número de
estabilidad de un grafo de intervalos se puede encontrar en tiempo lineal [37].

Como un primer resultado tenemos:

Lema 54. Sean G un grafo co-biconvexo con partición (C1, C2) de V (G), S ⊆ Cj para j = 1
o j = 2 y t un entero positivo. Si S es un conjunto t-upla dominante en Gi con i 6= j entonces
|S| ≥ t+ 1.

Demostración. Como U = ∅, es claro que para cada vértice v ∈ Ci, existe un vértice w ∈ Cj
no adyacente a v, para i 6= j e i ∈ {1, 2}. Luego, la desigualdad sigue fácilmente.

Por lo tanto, para cualquier subconjunto S ⊆ Ci para algún i ∈ {1, 2}:
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S es un conjunto |S|-upla dominante en Gi, ya que Gi es un subgrafo completo y

si S es un conjunto t-upla dominante en G, a partir del Lema 54 resulta t ≤ |S| − 1.

Al considerar conjuntos estables de los grafos de intervalos H1 y H2, el siguiente hecho
será la clave de los resultados en la siguiente sección:

Proposición 55. Sea G un grafo co-biconvexo con partición (C1, C2) de V (G) y S ⊆ Ci,
para algún i ∈ {1, 2}. Entonces S es un conjunto estable de Hi si y solo si S es un conjunto
(|S| − 1)-upla dominante en Gj, para i 6= j.

Demostración. Según la definición, S es un conjunto (|S| − 1)-upla dominante en Gj si y
solo si para todo vértice v ∈ Cj, |NG[v] ∩ S| ≥ |S| − 1. En otras palabras, S es un conjunto
(|S| − 1)-upla dominante en Gj si y solo si para cada fila de A∗CjCi(G) en las entradas que
corresponden a las columnas de los vértices de S, existe a lo sumo un cero. Esto es equivalente
a decir que los intervalos de la familia {It}t:vt∈S son mutuamente no adyacentes en Hi, es
decir que S es un conjunto estable de Hi.

En el teorema siguiente, mostramos condiciones suficientes sobre los números de estabi-
lidad de H1 y H2 para hallar los números de k-upla dominación de un grafo co-biconvexo.

Teorema 56. Sea G un grafo co-biconvexo con partición (C1, C2) de V (G), Hi los grafos
de intervalos definidos en la sección anterior, αi el número de estabilidad de Hi, para cada
i ∈ {1, 2} y k ≤ δ(G) + 1. Luego

1. Si αi = 1 y D es un conjunto k-upla dominante en G, entonces |D ∩ Cj| ≥ k con
1 ≤ i 6= j ≤ 2.

2. Si α1 + α2 = 2 entonces γ×k(G) = 2k.

3. Si α1 + α2 > k entonces γ×k(G) = k + 1.

4. Si α1 + α2 = k y |Ci| ≥ αi + 1 para i ∈ {1, 2} entonces γ×k(G) = k + 2.

Demostración. espacio

1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que i = 1. Entonces como α1 = 1, los vértices
en H1 son mutuamente adyacentes. Por lo tanto, los intervalos correspondientes se
intersecan dos a dos. Sabemos que el modelo de intervalos de un grafo de intervalos
cumple la propiedad Helly. Luego, hay un punto que pertenece a cada intervalo y por
lo tanto hay una fila j en A∗C2C1

(G) que contiene solo 0’s. Luego, el vértice vj ∈ C2 no
es adyacente a ningún vértice en C1. Esto implica que |D ∩ C2| ≥ k para cada conjunto
k-upla dominante D en G.
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2. Si α1 = α2 = 1, el apartado anterior ya demostrado en este teorema implica que
cualquier conjunto k-upla dominante en G tiene por lo menos 2k vértices. De este
modo, γ×k(G) ≥ 2k. La igualdad sigue del Lema 52.

3. Sean S1 y S2 conjuntos estables de H1 y H2 respectivamente, con |S1 ∪ S2| = k + 1.

Sabemos que Si es un conjunto |Si|-upla dominante en Gi y también, de la Proposición
55, sabemos que es un conjunto (|Si|−1)-upla dominante en Gj, para cada i, j ∈ {1, 2}
y i 6= j. Aśı S1 ∪ S2 es un conjunto k-upla dominante en G y luego γ×k(G) ≤ k + 1.
Además, por el Lema 40 sabemos que γ×k(G) > k. Luego γ×k(G) = k + 1.

4. Sean S1 y S2 conjuntos estables de máximo tamaño de H1 y H2 respectivamente. Es
claro que S1 ∪ S2 es un conjunto (α1 + α2 − 1)-upla dominante en G, es decir es un
conjunto (k − 1)-upla dominante en G. Consideremos dos vértices, w1 ∈ C1 − S1 y
w2 ∈ C2 − S2. El conjunto S1 ∪ S2 ∪ {w1, w2} es un conjunto k-upla dominante en G
de tamaño k + 2, lo que implica que γ×k(G) ≤ k + 2.

Ahora, como γ×k(G) ≥ k+1 (U = ∅), basta demostrar que γ×k(G) 6= k+1. Supongamos
que D es un conjunto k-upla dominante de menor tamaño en G con |D| = k + 1 y
denotemos D1 := D ∩C1, D2 := D ∩C2, d1 := |D1| y d2 := |D2|. Por la Afirmación 57
podemos considerar α1 < d1 y α2 ≥ d2.

Afirmación 57. Sea G un grafo co-biconvexo con partición (C1, C2) de V (G), Hi los
grafos de intervalos definidos en la sección anterior, y αi el número de estabilidad de
Hi, di = |Di| donde Di = D ∩ Ci para cada i ∈ {1, 2} siendo D un conjunto k-upla
dominante en G con |D| = k+ 1. Luego αi < di y αj ≥ dj para algún i ∈ {1, 2} y j 6= i
con j ∈ {1, 2}.

Demostración. para espacio

Si α1 < d1 entonces α1 ≤ d1 − 1 = k − d2 (recordar que k + 1 = d1 + d2). Como
por hipótesis k = α1 +α2, se tiene k = α1 +α2 ≤ (k− d2) +α2 y en consecuencia
α2 − d2 ≥ 0 o equivalentemente α2 ≥ d2.

α1 ≥ d1 ⇒ d1 +α2 ≤ α1 +α2 = k = d1 +d2−1 De aqúı resulta que α2 ≤ d2−1
o equivalentemente α2 < d2.

Como α1 < d1 y α2 ≥ d2 y entonces D1 no es un conjunto estable de H1. Luego, por
la Proposición 55, D1 domina en el mejor de los casos a d1 − 2 vértices en C2. Por
lo tanto, para cada v ∈ C2, se verifica que |N [v] ∩ D| ≤ d1 − 2 + d2 = k − 1, lo que
contradice el hecho de que D es un conjunto k-upla dominante en G.
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Los resultados hasta ahora mencionados permiten resolver completamente los problemas
para los casos k = 2 y k = 3, como se muestra en las dos subsecciones siguientes.

3.4.3. Problema de la 2-upla dominación

Teorema 58. Sea G un grafo co-biconvexo con partición (C1, C2,U) de V (G), Hi los grafos
de intervalos definidos en la sección anterior, y αi el número de estabilidad de Hi, para cada
i ∈ {1, 2}.

1. Si |U|=1 entonces γ×2(G) = 3.

2. Si |U| ≥ 2 entonces γ×2(G) = 2.

3. Si |U| = 0 y α1 + α2 ≥ 3 entonces γ×2(G) = 3.

4. Si |U| = 0 y α1 = α2 = 1 entonces γ×2(G) = 4.

Demostración. espacio

1. Del Lema 42 se tiene que γ×k(G) = γ×k−1(G − U) +1. Como G − U no tiene vértices
universales, el Lema 40 implica γ×1(G− U) ≥ 2. El conjunto {w1, w2} es un conjunto
1-upla dominante en G − U , donde w1 ∈ C1 y w2 ∈ C2 son dos vértices cualesquiera.
Entonces γ×1(G− U) = 2.

2. Sigue del Lema 40.

3. Sigue del Teorema 56, apartado 3.

4. Sigue del Teorema 56 apartado 4, teniendo en cuenta que el hecho |U| = 0 implica
|Ci| ≥ 2 para cada i ∈ {1, 2}.

3.4.4. Problema de la 3-upla dominación

Teorema 59. Sea G un grafo co-biconvexo con partición (C1, C2,U), Hi los grafos de inter-
valos definidos en la sección previa, y αi el número de estabilidad de Hi para cada i ∈ {1, 2}.

1. Si |U| = 1, entonces
γ×3(G) = 4 si α1 + α2 ≥ 3,
γ×3(G) = 5 si α1 + α2 = 2.

2. Si |U| = 2 entonces γ×3(G) = 4.
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3. Si |U| ≥ 3 entonces γ×3(G) = 3.

4. Si |U| = 0 y α1 + α2 ≥ 4 entonces γ×3(G) = 4.

5. Si |U| = 0 y α1 = α2 = 1 entonces γ×3(G) = 6.

6. Si |U| = 0 y α1 + α2 = 3 entonces γ×3(G) = 5.

Demostración. Del mismo modo que en el teorema anterior, la prueba sigue aplicando los
Lemas 40 y 42, la Proposición 43, el Teorema 56 y el Teorema 58.

La recursividad que nos proporciona la Proposición 43 junto con lo desarrollado hasta
aqúı, nos permiten resolver de manera eficiente nuestros problemas en grafos co-biconvexos
para todos los valores de k indicados, como lo enuncia el siguiente corolario:

Corolario 60. El problema de la k-upla dominación puede resolverse eficientemente sobre
un grafo co-biconvexo G de orden n para cada 2 ≤ k ≤ |U| +3, donde U es el conjunto de
vértices universales de G.

Demostración. Dado un grafo co-biconvexo G, seguimos el siguiente esquema:

1. Construimos la matriz de adyacencia ampliada A∗(G).

2. Consideramos la matriz B(G) obtenida a partir de A∗(G) al cambiar los 0’s por 1’s y
los 1’s por 0’s.

3. Aplicamos el algoritmo de orden O(n2) presentado en [9] a la matriz B(G) para obtener
la permutación de filas que hacen que los 1’s aparezcan consecutivamente en cada
columna. Permutamos dichas filas.

4. Volvemos a intercambiar los 0’s por 1’s y los 1’s por 0’s y aśı tenemos una matriz Â∗(G)
con los 0’s consecutivamente en cada columna que resulta ser la obtenida de A∗(G)
luego de la permutación de las filas dadas por el algoritmo mencionado en el apartado
anterior. Permutamos también las correspondientes columnas de Â∗(G) para obtener
la estructura que se muestra en Fig. 3.8.

5. Construimos los grafos de intervalos H1 y H2 como se explicó en la Sección 3.4.1 y
hallamos el número de estabilidad de Hi para i = 1, 2. Como ya se señaló, esto se
puede hallar en tiempo lineal [37].

6. Aplicar el Teorema 58 y el Teorema 59.

A partir de la Proposición 43, la prueba queda completa.
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Concluimos este caṕıtulo aplicando los resultados anteriores obtenidos al grafo G de la
Figura 3.3.

Ejemplo 61. Recordemos el grafo G de la Figura 3.3 y los grafos de intervalos auxiliares
H1 y H2 que se muestran en la Figura 3.11. Los resultados expuestos en esta sección pueden
aplicarse apropiadamente para calcular los valores de γ×i(G) para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}. Como
α1 = 2 y α2 = 1, se tiene:

γ×4(G) = γ×3(G− v7) + 1 = 5 + 1 = 6,

γ×3(G) = γ×2(G− v7) + 1 = 3 + 1 = 4,

γ×2(G) = 3

γ×1(G) = 1.

v5

v6v3

v2

v4v1

Figura 3.12: Grafo G− U , donde G es el grafo presentado en la Figura 3.10 y U = {v7}.

Observación 62. Hemos mostrado en este caṕıtulo cómo resolver con optimalidad el pro-
blema de la 2-upla dominación y de la 3-upla domianción en grafos co-biconexos y, a partir
alĺı, los problemas de k-upla dominación para todo entero positivo k, con k ≤ |U| +3, siendo
U el conjunto de los vértices universales del grafo co-biconexo G.

Para valores más grandes de k, no es posible independizarse del conjunto estable que el
algoritmo elige en cada iteración, ya que conjuntos estables máximos distintos conducen a
conjuntos k-upla dominantes que pueden o no ser mı́nimos.

A modo de ilustración, a continuación presentamos un grafo de intervalos en el cual el
número de estabilidad en el subgrafo obtenido luego de eliminar un conjunto estable máximo
vaŕıa dependiendo del conjunto estable máximo elegido.

Consideramos el grafo de intervalos H presentado en la Figura 3.13.
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I1
I2

I5

I4

I3 v1

v2

v3

v4

v5H

Figura 3.13: Grafo de intervalos H.

Este grafo H es tal que su número de estabilidad es dos (α(H) = 2). Sin embargo,
S = {v2, v5} y S ′ = {v1, v5} son conjuntos estables máximos de H, pero los subgrafos que se
obtienen por borrado de los vértices de S y S ′ respectivamente tienen números de estabilidad
distintos; vale decir:

α(H − S) = 2, mientras que α(H − S ′) = 1.
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Caṕıtulo 4

k-upla dominación en grafos web



Resumen

En este caṕıtulo se presenta el estudio del problema de la k-upla dominación sobre una
subclase de grafos arco-circulares cuyas matrices de adyacencia ampliada satisfacen ciertas
propiedades ((circulares)); estos son los grafos web denotados por Wm

n .
El problema de la k-upla dominación ya estaba resuelto en grafos web, desde el punto

de vista poliedral, solo para los casos k = 2 y k = 2m [Argiroffo et al., 2010]. En este
caṕıtulo, con un enfoque diferente basado en la aritmética modular para números enteros y
la “propiedad circular” que verifica la matriz de adyacencia ampliada de un grafo web, se
generaliza y completa el estudio de estos problemas en esta clase de grafos, obteniendo el
valor exacto de γ×k(W

m
n ) para cada entero positivo k y cada grafo web Wm

n .



4.1. NOTACIONES GENERALES Y CONGRUENCIA MÓDULO N

Los grafos web fueron definidos por Trotter en [74] y han sido muy estudiados en la
literatura desde su aparición en 1975 en el contexto de la teoŕıa poliedral de los problemas
de empaquetamiento de conjuntos.

A continuación abordamos el estudio del problema de la k-upla dominación en esta clase
de grafos. Sus matrices de adyacencia ampliada satisfacen la propiedad de los 1’s circulares
por columnas, Circ1P, descripta en el Caṕıtulo 1. Recordemos que esta propiedad caracteriza
a la subclase de grafos arco-circulares dada por los grafos concave-round. Además, los grafos
concave-round constituyen a su vez una superclase de la clase de grafos analizados en el
Caṕıtulo 3, los grafos co-biconvexos.

4.1. Notaciones generales y congruencia módulo n

Antes de comenzar con el estudio de los problemas de la k-upla dominación en grafos
web, recordamos su definición.

Dado dos números enteros positivos n y m con m ≥ 1 y n ≥ 2m + 1, un grafo web
denotado por Wm

n es un grafo donde V (Wm
n ) = {v1, · · · , vn} y vivj ∈ E(Wm

n ) si y sólo si
j ≡ i± l (mod n) y l ∈ {1, · · · ,m} [74]. Está claro que |N [vi]| = 2m+ 1 para vi ∈ V (Wm

n ).
En la Figura 4.1 se presenta un ejemplo de un grafo web, el W 4

15, junto con su matriz de
adyacencia ampliada.
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A∗(W 4
15) =



1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1


Figura 4.1: Grafo web W 4

15 y su matriz de adyacencia ampliada

Dados dos números enteros a y b, el máximo común divisor entre a y b, es decir, el mayor
entero positivo que divide tanto a como a b, se denotará por mcd(a, b).
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En este caṕıtulo se indicará con [a, b] al intervalo natural, es decir con extremos a, b ∈ Z+

(a ≤ b) junto con todos los números naturales comprendidos entre a y b.

Dados dos números enteros a y b con a < b y un entero positivo m, decimos que a es
congruente con b módulo m, y lo denotamos por a ≡ b (mod m), si ambos tienen el mismo
resto cuando se los divide por m, o equivalentemente, si b− a es un múltiplo de m. Se sabe
que la congruencia módulo m es una relación de equivalencia. Para números enteros i y m,
el conjunto de todos los números enteros que son congruentes con i módulo m (llamado
clase de equivalencia de i módulo m), lo denotamos por [i]m. Es bien sabido que {[i]m}

m−1
i=0

constituye una partición de Z.

4.2. Resultados técnicos: Partición del conjunto de vérti-

ces de un grafo web

A partir de la definición de grafos web resulta que la matriz de adyacencia ampliada
de ellos satisfacen la propiedad de los 1’s circulares (Circ1P) por columnas introducida por
Tucker en [75], es decir, existe una permutación de sus filas por la cual los 1’s en cada
columna aparecen en forma circular consecutiva; informalmente se puede pensar que si la
matriz envuelve un cilindro, los 1’s quedan ubicados consecutivamente (ver ejemplo en la
Figura 4.1). Tucker demostró que los grafos cuya matriz de adyacencia ampliada satisface la
Circ1P por columnas son arco-circulares [75].

Todas las matrices que se consideren en este caṕıtulo serán matrices 0− 1. Cuando una
entrada es un cero la denominaremos una 0 -entrada y cuando es un uno, una 1-entrada.

Dados dos números enteros positivos n y m con n ≥ 2m + 1, consideramos la división
entera entre n y 2m + 1. El cociente de dicha división se denotará con c y el resto con r,
donde 0 ≤ r < 2m+ 1; es decir n = c(2m+ 1) + r.

Además, denotaremos con M al máximo común divisor entre 2m+ 1 y r, es decir M :=
mcd (2m+ 1, r).

Entonces, existen dos números enteros positivos l1 y l2 de modo que:

r = l1M, 2m+ 1 = l2M

y luego

n = (cl2 + l1)M.

Todos los resultados en este caṕıtulo siguen la notación recién introducida.

A continuación se presentan los siguientes resultados que serán de gran utilidad en las
secciones que siguen:

Lema 63. mcd (l2, cl2 + l1) = 1.
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Demostración. Supongamos que mcd (l2, cl2 + l1) 6= 1, es decir, existen s, w, z ∈ Z+ con
s ≥ 2, tales que l2 = sw y cl2 + l1 = sz. Esto implica l1 = (z − cw) s. Por un lado, como
r = l1M tenemos r = (z − cw) sM . Por otro, ya que 2m+ 1 = l2M tenemos 2m+ 1 = swM .
Aśı, sM es un divisor común entre 2m + 1 y r, que es mayor que M ya que s ≥ 2, lo que
conduce a una contradicción.

Lema 64. El conjunto [i]M ∩ [1, n] tiene cardinalidad
n

M
para cada i = 1, · · · ,M .

Demostración. Esto sigue fácilmente del hecho queM es un divisor de n y que {[i]M ∩ [1, n]}Mi=1

es una partición de [1, n] en conjuntos de la misma cardinalidad. En efecto, n = (cl2 + l1)M
y para cada i fijo, el conjunto [i]M ∩ [1, n] está formado por aquellos números naturales
j ∈ [1, n] tales que j e i tienen el mismo resto en la división por M .

De aqúı en adelante denotaremos para cada i = 1, · · · ,M ,

Si := [i]M ∩ [1, n] .

Ejemplo 65. Para n = 15 y m = 4 tenemos 2m + 1 = 9, r = 6 y M = mcd(9, 6) = 3. Los
conjuntos Si son:

S1 = [1]3 ∩ [1, 15] = {1, 4, 7, 10, 13},

S2 = [2]3 ∩ [1, 15] = {2, 5, 8, 11, 14},

S3 = [3]3 ∩ [1, 15] = {3, 6, 9, 12, 15}.

El próximo resultado proporciona una forma alternativa de expresar a los conjuntos Si
para i = 1, · · · ,M que será crucial, ya que nos conduce a definir un ordenamiento entre los
vértices de un grafo web Wm

n .

Proposición 66. Para cada i = 1, · · · ,M se verifica que

Si =
⋃

t∈[0, n/M−1]

{w ∈ [1, n] : w ≡ i+ t(2m+ 1) (mod n)} .

Demostración. Es sencillo ver que para i = 1, · · · ,M ,⋃
t∈[0,n/M−1]

{w ∈ [1, n] : w ≡ i+ t(2m+ 1) (mod n)} ⊆ Si.

Por el Lema 64, es suficiente probar que∣∣∣∣∣∣
⋃

t∈[0,n/M−1]

{w ∈ [1, n] : w ≡ i+ t(2m+ 1) (mod n)}

∣∣∣∣∣∣ =
n

M
.
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CAPÍTULO 4. K-UPLA DOMINACIÓN EN GRAFOS WEB

Sean t1 y t2 tales que 0 ≤ t1 < t2 ≤
n

M
− 1. Entonces

i+ t1(2m+ 1) ≡ i+ t2(2m+ 1) (mod n), es decir

t1(2m+ 1) ≡ t2(2m+ 1) (mod n), de donde surge que

(t2 − t1) (2m+ 1) es un múltiplo de n.

Luego existe s ∈ Z+ tal que (t2 − t1) (2m+ 1) = sn.
Recordando que r = l1M y 2m + 1 = l2M , obtenemos (t2 − t1) l2M = s (cl2 + l1)M

de donde surge que s (cl2 + l1) es un múltiplo de l2. Del Lema 63, resulta que s es un
múltiplo de l2, es decir s = αl2 para algún α ∈ Z+ con α ≥ 2. De esta forma se tiene

t2 − t1 = α (cl2 + l1) y de aqúı t2 − t1 = α
n

M
>

n

M
, lo que nos conduce a una contradicción

ya que 0 < t2 − t1 ≤
n

M
− 1.

Ahora apliquemos los resultados anteriores al conjunto de vértices de un grafo web.
Consideremos el grafo Wm

n , para algún m y n enteros positivos con n ≥ 2m+ 1. A partir
de la definición de un grafo web, está claro que para todo j = 1, · · · , n, la vecindad cerrada
del vértice vm+j es

N [vm+j] = {vj, vj+1, · · · , vj+2m} , (4.1)

donde las sumas en los sub́ındices se consideran módulo n y, claramente, todos los sub́ındices
pertenecientes al [1, n].

De ahora en adelante, en todas las sumas se considera su congruente módulo n que
pertenece al [1, n].

Los elementos (números) de cada Si tomarán el rol de los sub́ındices de los vértices de
una web Wm

n a través de la siguiente biyección: j ∈ Si representa a vm+j ∈ V (Wm
n ).

De esta manera, como corolario del Lema 64 y de la Proposición 66 podemos enunciar:

Corolario 67. {Si}Mi=1 es una partición de V (Wm
n ) en conjuntos de cardinalidad

n

M
.

Ejemplo 68. Los conjuntos Si presentados en el Ejemplo 65 particionan al conjunto de
vértices del grafo web W 4

15 en conjuntos de cardinalidad 5.

S1 = {1, 4, 7, 10, 13} ↔ {v5, v8, v11, v14, v2}.

S2 = {2, 5, 8, 11, 14} ↔ {v6, v9, v12, v15, v3}.

S3 = {3, 6, 9, 12, 15} ↔ {v7, v10, v13, v1, v4}.
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Figura 4.2: Partición de V (W 4
15)

4.3. Conjuntos k-upla dominantes en grafos web. Un

algoritmo

Iniciamos esta sección señalando que los conjuntos Si para cada i ∈ {1, · · · ,M} serán
fundamentales cuando se quiera hallar un conjunto k-upla dominate de mı́nimo tamaño en
un grafo web.

Comencemos demostrando que Si es un conjunto l2-upla dominante de Wm
n , para cada

i ∈ {1, · · · ,M}. En efecto,

Proposición 69. Dado un grafo web Wm
n , para cada vértice v ∈ V (Wm

n ) y cada i ∈
{1, · · · ,M} se verifica que |N [v] ∩ Si| = l2, donde 2m+ 1 = l2M y l2 ∈ Z+.

Demostración. Sea i ∈ {1, · · · ,M}. Del Lemma 64, como 2m+ 1 = l2M , tenemos que cada
intervalo natural de longitud 2m + 1 está particionado en M conjuntos, conteniendo cada
uno de ellos l2 elementos de Si. En particular esto vale para N [v], para cada vértice v.
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Figura 4.3: N [v1] tiene l2 = 3 vértices de Si, para cada i ∈ {1, 2, 3}, donde v1 ∈ W 4
15.

Lema 70. Sea Wm
n un grafo web, y l2 ∈ Z+ tal que 2m+ 1 = l2M . Luego

γ×l2(W
m
n ) =

n

M
.
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Demostración. Por la Proposición 69 sabemos que S1 es un conjunto l2-upla dominante en

Wm
n y luego γ×l2(W

m
n ) ≤ n

M
.

Si γ×l2(W
m
n ) <

n

m
, entonces existe un conjunto l2-upla dominante D en Wm

n tal que

|D| ≤ n

M
− 1. Entonces tenemos que:

∑
v∈V (Wm

n )

|N [v]∩D| =
∑
v∈D

|N [v]| = |D| (2m+1) ≤ n(2m+ 1)

M
−(2m+1) = nl2−(2m+1) < l2n,

luego existe un vértice v ∈ V (Wm
n ) tal que |N [v]∩D| < l2 lo que contradice el hecho de que

D es un conjunto l2-upla dominante en Wm
n .

Por lo tanto γ×l2(W
m
n ) =

n

M
.

La Proposición 66 permite considerar un ordenamiento — inducido por las vecindades
cerradas — de los vértices en cada Si comenzando por i, de tal manera que cada vértice
se obtiene del anterior en este ordenamiento como un “movimiento circular” de 2m + 1
posiciones. Esto se formaliza en la siguiente definición:

Definición 71. Dado un grafo web Wm
n , i ∈ {1, · · ·M} y j, q dos vértices en Si, decimos

que q es 1-contiguo a j cuando q ≡ j + 2m+ 1 (mod n).

Ejemplo 72. Para el conjunto S1 que pertenece a la partición de V (W 4
15) (ver Ejemplo 68),

tenemos:

10 es 1-contiguo a 1,

4 es 1-contiguo a 10,

13 es 1-contiguo a 4,

7 es 1-contiguo a 13.

Dado un grafo web e i ∈ {1, · · · ,M}, a partir de ahora consideramos a Si con el or-
denamiento inducido en él por la relación introducida en la Definición 71 y lo denotamos

con 〈Si〉 =
(
si1, · · · , sin

M

)
para expresar que los elementos de Si están listados según ese

ordenamiento, empezando por i.

Ejemplo 73. Para el grafo web W 4
15 (ver Figura 4.1 y Ejemplo 68), podemos escribir:

〈S1〉 = (1, 10, 4, 13, 7),

〈S2〉 = (2, 11, 5, 14, 8),
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〈S3〉 = (3, 12, 6, 15, 9).

Observación 74. Notemos que:

(1) Cuando q es 1-contiguo a j, se verifica que

|N [j] ∪N [q]| =
{

n si c = 1
2(2m+ 1) si c ≥ 2;

(2) c+ 1 vértices cualesquiera tales que uno es 1-contiguo del anterior forman un conjunto
1-upla dominante en Wm

n ;

(3) para cada i ∈ {1, · · · ,M}, en Si se verifica:

para cada 0 ≤ t <
n

M
− 1 si w ∈ [1, n] es tal que w ≡ i+ (t+ 1)(2m+ 1) (mod n)

entonces w es 1-contiguo de v ∈ [1, n] tal que v ≡ i+ t(2m+ 1) (mod n).

w′ ∈ [1, n] tal que w′ ≡ i + 0(2m + 1) (mod n) es 1-contiguo de v′ ∈ [1, n] con

v′ ≡ i+
( n
M
− 1
)

(2m+ 1) (mod n).

A continuación presentamos tres procedimientos que se utilizarán para obtener un con-
junto k-upla dominante en un grafo web Wm

n :

1. El Procedimiento DIV (t, w) del cual se obtiene el cociente (c) y el resto (r) de la
división entera entre t y w.

2. Dado m, n ∈ Z+ e i ∈ {1, · · · ,M}, el Procedimiento PROC (n, m, i) —basado en la
Proposición 66— devuelve el conjunto ordenado 〈Si〉.

3. El Procedimiento DOM(n, m, 〈Si〉, α), descripto seguidamente, devuelve como salida
un conjunto α-upla dominante de un grafo web Wm

n , para cada entero positivo α ≤ l2
(α-fijo). Este procedimiento agrega al conjunto D, en primer lugar, el primer elemento
de 〈Si〉 y luego, en cada paso elige el siguiente elemento según el ordenamiento en
〈Si〉. El procedimiento se detiene cuando cada vértice de Wm

n tiene al menos α vértices
adyacentes en D.

procedure DOM (n, m, 〈Sj〉, α)

t = 0

h = 1

DIV (n, 2m+ 1)
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M = mcd(2m+ 1, r)

D = ∅;

while h ≤ α do

i = t+ 1

while sji + 2m < n ∧ i ≤ n

M
do

D = D ∪ {sji}

i = i+ 1

end while

D = D ∪ {sji}

h = h+ 1

t = i

end while

end procedure

Aplicamos el procedimiento anterior en un ejemplo.

Ejemplo 75. Para el grafo web W 4
15, tenemos 2m + 1 = 9 y n = 1 · 9 + 6, vale decir r = 6

y c = 1. Además M = mcd(2m+ 1, r) = 3 y l2 = 3.

Sabiendo que 〈S1〉 = (1, 10, 4, 13, 7) y aplicando el procedure DOM (15, 4, 〈S1〉, 3) te-
nemos que:

Iteración Conjunto D Conjunto

h = 1 D := {1, 10} ↔ {v5, v14} 1-upla dominante
h = 2 D := D ∪ {4, 13} ↔ {v5, v14, v8, v3} 2-upla dominante
h = 3 D := D ∪ {7} ↔ {v5, v14, v8, v3, v11} 3-upla dominante

Considerando los procedimientos presentados anteriormente:

el Procedimiento PROC (n, m, i),

el Procedimiento DIV (t, w) y

el Procedimiento DOM(n, m, 〈Si〉, α),
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podemos con todos ellos construir el Algoritmo 1 presentado a continuación el cual devuelve
un conjunto k-upla dominante de tamaño mı́nimo en un grafo web Wm

n , para cada entero
positivo fijo k ≤ 2m+ 1.

Algoritmo 1: Conjunto k-upla dominante mı́nimo en Wm
n (k-fijo)

Entrada: n ∈ N, m ∈ N con n ≥ 2m+ 1.

Salida: Un conjunto k-upla dominante mı́nimo D en Wm
n .

1: DIV(n, 2m+ 1) y obtener cociente c y resto r.

2: M := mcd(2m+ 1, r).

3: DIV(2m+ 1,M) y obtener cociente l2.

4: PROC(n,m, 1) y obtener 〈S1〉.

5: Si k ≤ l2 luego D =DOM(n, m, 〈S1〉, k).

sino (k > l2) DIV(k, l2) y obtener cociente c̃ y resto r̃.

D = DOM(n,m, 〈S1〉, r̃) ∪PROC(n,m, 2) ∪ · · · ∪PROC(n,m, c̃+ 1).

El Algoritmo 1 descripto anteriormente nos permite demostrar el siguiente resultado.

Teorema 76. Para un grafo web Wm
n y un entero positivo k ≤ 2m+ 1,

γ×k(W
m
n ) =

⌈
kn

2m+ 1

⌉
.

Demostración. Comencemos considerando los siguientes casos:

Caso 1 k = 2m + 1. Claramente D = V (Wm
n ) es un conjunto k-upla dominante y |D| =

γ×k(W
m
n ) = n =

⌈
kn

2m+ 1

⌉
.

Caso 2 k ≤ 2m. Primero demostremos que cada conjunto k-upla dominante en Wm
n tiene al

menos el tamaño deseado. Sea D un conjunto k-upla dominante en Wm
n . Luego en cada

columna de A∗(Wm
n ) hay al menos k 1-entradas entre las filas asociadas con vértices

en D. Aśı, la submatriz dada por las filas asociadas con vértices en D tiene al menos
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kn 1-entradas. Como cada fila de esta submatriz tiene exactamente 2m+ 1 1-entradas,

está claro que |D| ≥
⌈

kn

2m+ 1

⌉
. Por lo tanto, γ×k (Wm

n ) ≥
⌈

kn

2m+ 1

⌉
.

Para probar la otra desigualdad, consideremos los siguientes casos:

Caso 2.1 r = 0 . El resultado sigue inmediatamente de la desigualdad γ×k(W
m
n ) ≤ k

⌈
n

2m+ 1

⌉
en [1].

Caso 2.2 r 6= 0.

Caso 2.2.1 Si k = l2, en este caso el resultado sigue del Lema 70.

Caso 2.2.2 k < l2. El Algoritmo 1 da como salida el conjunto D =DOM (n, m, 〈S1〉, k).
Nuevamente, ∑

v∈V (Wm
n )

|N [v] ∩D| =
∑
v∈D

|N [v]| = |D| (2m+ 1).

Finalizada la k-ésima iteración (h = k) del procedimiento DOM (n, m, 〈S1〉,
k), los vértices de D cubrieron k veces a cada vértice de V (G). Entonces,

|D| (2m+ 1) = kn+ rk donde 1 ≤ rk ≤ 2m.

Aśı, resulta |D| =
kn+ rk
2m+ 1

. No es dif́ıcil probar que
kn+ rk
2m+ 1

=

⌈
kn

2m+ 1

⌉
.

En efecto, ésto sigue de notar que
kn+ 1

2m+ 1
≤ kn+ rk

2m+ 1
≤ kn+ 2m

2m+ 1
.

Caso 2.2.3 k > l2. Denotemos por c̃ y r̃, el cociente y el resto respectivamente, obtenidos

al realizar DIV(k, l2) y sea D la salida del Algoritmo 1, D =
c̃+1⋃
i=2

Si ∪ D̃,

donde D̃ ⊆ S1 está construido por el procedimiento DOM (n, m, 〈S1〉, r̃) ya
que r̃ < l2.

Dado v ∈ V (W n
m), por un lado la Proposición 69 implica que

∣∣∣∣N [v] ∩
c̃+1⋃
i=2

Si

∣∣∣∣ =

l2c̃; por otro lado, D̃ es un conjunto r̃-upla dominante ya que
∣∣∣N [v] ∩ D̃

∣∣∣ ≥ r̃.

Por lo tanto |N [v] ∩D| ≥ l2c̃ + r̃ = k, es decir D es un conjunto k-upla
dominante en Wm

n .
Además,

|D| =

∣∣∣∣∣
c̃+1⋃
i=2

Si

∣∣∣∣∣+

⌈
r̃n

2m+ 1

⌉
=

c̃+1∑
i=2

|Si|+
⌈

r̃n

2m+ 1

⌉
= c̃

n

M︸︷︷︸
∈Z

+

⌈
r̃n

2m+ 1

⌉
=
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⌈
c̃
n

M
+

r̃n

2m+ 1

⌉
=

⌈
c̃l2n+ r̃n

2m+ 1

⌉
=

⌈
(c̃l2 + r̃)n

2m+ 1

⌉
=

⌈
kn

2m+ 1

⌉
.

Corolario 77. Dado un grafo web Wm
n y un entero positivo k con k ≤ 2m+ 1, el tiempo de

ejecución del Algoritmo 1 es lineal y devuelve como salida un conjunto k-tupla dominante de
Wm
n de tamaño mı́nimo.

A continuación aplicamos los resultados obtenidos en el grafo web W 4
15.

Ejemplo 78. EL mı́nimo tamaño entre todos los conjuntos k-upla dominantes de W 4
15 para

cada k ≤ 9 (estos son todos los valores posibles para k) son:

• γ×1(W 4
15) =

⌈
15

9

⌉
= 2, • γ×2(W 4

15) =

⌈
30

9

⌉
= 4, • γ×3(W 4

15) =

⌈
45

9

⌉
= 5,

• γ×4(W 4
15) =

⌈
60

9

⌉
= 7, • γ×5(W 4

15) =

⌈
75

9

⌉
= 9, • γ×6(W 4

15) =

⌈
90

9

⌉
= 10,

• γ×7(W 4
15) =

⌈
105

9

⌉
= 12, • γ×8(W 4

15) =

⌈
120

9

⌉
= 14, • γ×9(W 4

15) =

⌈
135

9

⌉
= 15.

Podemos completar nuestro ejemplo obteniendo del Algoritmo 1, los conjuntos k-upla
dominates mı́nimos, para cada k = 1, · · · , 9.

k D conjunto k-upla dominante mı́nimo
1 {1, 10} {v5, v14}
2 {1, 10, 4, 13} {v5, v14, v8, v2}
3 {1, 10, 4, 13, 7} {v5, v14, v8, v2, v11}
4 {1, 10, 4, 13, 7, 2, 11} {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15}
5 {1, 10, 4, 13, 7, 2, 11, 5, 14} {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15, v9, v3}
6 {1, 10, 4, 13, 7, 2, 11, 5, 14, 8} {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15, v9, v3, v12}
7 {1, 10, 4, 13, 7, 2, 11, 5, 14, 8, 3, 12} {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15, v9, v3, v12, v7, v1}
8 {1, 10, 4, 13, 7, 2, 11, 5, 14, 8, 3, 12, 6, 15} {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15, v9, v3, v12, v7, v1, v10, v4}
9 [1, 15] V (W 4

15)
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Caṕıtulo 5

Conclusiones finales y perspectivas



esta hoja debe quedar en blanco para que detras de la carátula no salga nada



Para los problemas de k-dominación y k-dominación total abordados en el Caṕıtulo 2 de
esta tesis, en comparación con el enfoque de Bertossi (para k = 1) para grafos de intervalos
generales, nuestro enfoque explota la estructura adicional de los grafos de intervalos propios
para obtener una generalidad en el espacio del problema. Éste funciona para todo k y es
más directo, en el sentido de que el problema de k-dominación (usual o total, no ponderado
o ponderado) en un grafo de intervalos propios dado se reduce al cálculo de un camino más
corto en un grafo aćıclico dirigido ponderado en un solo paso unificado. Bertossi en cambio
lo realizó en dos pasos ya que mostró cómo reducir el problema de 1-dominación total en
un grafo de intervalos dado a un cálculo de un camino más corto en cierto grafo aćıclico
dirigido ponderado por arcos pero que satisface algunas restricciones adicionales en pares
de arcos consecutivos. Luego, en un segundo paso, con una transformación adicional reduce
el problema a un cálculo de camino más corto habitual (sin restricciones en los arcos). Por
otra parte, el Caṕıtulo 2 deja abiertas varias preguntas. Aunque nuestros algoritmos son
polinomiales para cada k fijo, la pregunta principal es si se puede evitar la dependencia de
k en el orden. Una pregunta relacionada es si otros problemas mencionados en este caṕıtulo
(M -dominación y M -dominación total [41, 38, 23, 49]), problemas que generalizan la k-
dominación y k-dominación total al permitir que k sea parte de la entrada, se pueden resolver
también en tiempo polinomial para grafos de intervalos propios. También seŕıa interesante
determinar la complejidad de estos problemas en generalizaciones de grafos de intervalos
propios, como grafos fuertemente cordales, grafos arco-circulares, grafos de cocomparabilidad
y grafos libres de AT, entre otros.

Respecto de los resultados desarrollados en el Caṕıtulo 3, nuestro algoritmo resuelve el
problema de la k-upla dominación para un número acotado de valores de k, dependiente del
grafo de entrada. Dado un grafo co-biconvexo G con partición (C1, C2) de V (G), el algoritmo
presentado se basa en la búsqueda de conjuntos estables máximos en los grafos de intervalos
que se definen a partir de la partición (C1, C2). Con esos conjuntos estables se puede resolver
con optimalidad el problema de la 2-upla dominación y de la 3-upla dominación en G y de
alĺı, los problemas de k-upla dominación para todo k ≤ |U(G)| +3, siendo U(G) el conjunto
de los vértices universales de G. Para trabajar con otros valores de k, es necesario otro
tratamiento ya que no fue posible independizarnos del conjunto estable que el algoritmo
elige en cada iteración (conjuntos estables máximos distintos conducen a conjuntos k-upla
dominantes que pueden o no ser mı́nimos).

Respecto de los resultados obtenidos y mostrados en el Caṕıtulo 4 de esta tesis, resolvimos
eficientemente para todo valor de k, el problema de la k-upla dominación en la clase de grafos
web, una subclase bien conocida de grafos arco-circulares. De esta forma, completamos el
estudio de Argiroffo et al. en [1] donde el problema ya se hab́ıa resuelto para cualquier grafo
web Wm

n , pero solo para los casos k = 2 y k = 2m. Tenemos una fuerte intuición de que
con una pequeña modificación del enfoque dado en este caṕıtulo, se puede también hallar la
solución de los problemas de k-dominación y k-dominación total en la clase de los grafos web.
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CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES FINALES Y PERSPECTIVAS

Por otro lado, seŕıa interesante imitar el enfoque dado en este caṕıtulo para estudiar el o los
problemas abordados en la subclase de grafos arco-circulares dados por los grafos concave-
round, siendo éstos caracterizados por la propiedad de los 1’s circulares por columnas que
satisfacen sus matrices de adyacencia ampliada.

Los interrogantes planteados y tal vez otros por plantearse que no hayamos mencionado
aqúı, abren la posibilidad de abordar nuevas técnicas de tratamiento.
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número
de k-dominación, 47
de k-dominación total, 45
de k-upla dominacion, 40
de 1-dominación total, 43
de estabilidad, 30

nodo
de un digrafo, 30

orden
de eliminación fuerte, 31
de un grafo, 29

problema
de 1-dominación total, 43
de decisión, 36
de dominación, 36
de la k-dominación, 47
de la k-dominación total, 44
de la 1-upla dominación, 39
de la k-dominación ponderada, 71
de la k-dominación total ponderada, 71
del camino más corto, 36
NP-completo, 37
Polinomial, 37

propiedad Helly, 32

reducción entre problemas de decisión, 37

subgrafo inducido, 29
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