





EL. PRINCIPIO DE CORRESPONDENCIA DE
CHASLES - CREMONA Y EL ORDEN DE
LA REGLADA DE LAS TRISE-
CANTES DE UNA CURVA

Damos a continuaciéon una demostracion de la férmula que
expresa el orden de la superficie reglada de las trisecantes de una
curva algebrica alabeada, que se nos presentd en ocasion de
una clase y que es extremadamente simple por apoyarse tni-
camente en el principio ‘de correspondencia sobre la recta (1)
(del cual, por claridad, vamos también a resumir la demos-
tracion, con algunos detalles, en el primér parrafo); tan sim-
ple, que todo deberia hacernos pensar que de alguna manera no
sea nueva, si no fuera que ninguna traza pudimos enconirar en
la bibliografia (2) que en sus lineas fundamentales vamos a re-
sumir.

La férmula es debida a Cayley(3) que la obtuvo con
método enumerativo fundado sobre la degeneracion de la curva
y la resolucién de una ecuacion funcional. Zeuthen en su
tratado de geometria enumerativa (+) reproduce esta demostra-
cién con algunas reservas acerca de las hipotesis que ella implica.
Otras muchas demostraciones fueron dadas en los afios siguientes,
las principales reproducidas también, por lo menos en resumen,

(*) Dicho de Chasles, aunque enunciado primeramente y defendido por Cre-
mona. y

(®)) Véase al respecto la larga mnota bibliogrifica en el articulo IIT C de
la Encyklopaedie der mathematischen Wissenschaften por Rohn y Berzolari
(Vol. III, 2, pag. 1282).

(®) On skew Surfaces otherwise Scrolls - London Philosophical Transactions
CLIII (1863). %

(*) H. G. ZruTHEN, Lehrbuch der abzdihlenden Methoden der Geometrie
- Leipzig - Teubner (1914). La férmula se encuentra también reproducida por
Zeuthen en una Nota Sur les singularités des courbes gauches en los C. R. de
la Academia de Francia (vol.gLXVII, 1868), con muchas otras y con las mis-
mas observaciones aludidas en el texto.
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en dicho tratado (°), algunas todavia por degeneracion, otras
por aplicacién del principio de conservacién del nimero por
pasaje al limite y finalmente por aplicacion de la férmula de
correspondencia de Cayley y Brill (¢), métodos éstos que impli-
can una preparacion teérica no despreciable. El lector puede en-
contrar una exposicion de estas demostraciones en el tratado de
Geometria algebraica de Enriques y Chisini (7).

1. El principio de correspondencia sobre la recta dice que
si sobre una recta estd definida una correspondencia algebraica
(m,n) (es decir, tal que la correspondencia directa hace corres-
ponder a cada punto de la recta n puntos de la misma, mientras
la correspondencia inversa a cada punto de la recta le hace co-
rresponder m puntos) el nimero de los puntos unidos (cada uno
de los cuales tiene si mismo como correspondiente) es m - n.

Recordamos la demostracion, para la claridad: los puntos de
una recta se representan univocamente por los valores de una abs-
cisa x; una correspondencia algebraica entre puntos de la recta
es una definida por una sucesion de operaciones representables
por un sistema de ecuaciones algebraicas entre la abscisa z’ del
punto de partida, ciertas variables y,, ¥s,...,y; y finalmente la
abscisa del punto ” que, por definicién, es el correspondiente de
x’; puesto que, por hipotesis, este sistema de ecuaciones para ca-
da valor de «’ determina un cierto numero finito de valores
correspondientes de 2”, la eliminacion algebraica de las variables
Y1s Yo, - - s ¥ entre esas ecuaciones lleva a determinar dichos
valores de x” como las raices da una cierta ecuacién de grado n
cuyos coeficientes son polinomios en #’. El primer miembro de
esta ecuaciéon es pues un polinomio f(x’,2”) en las dos variables

(®) Ver pag. 102 y 256. Otras no pudimos examinar en este momento por
falta de medios bibliogrificos; pero las indicaciones encontradas mos permiten
suponer que no puedan temer algo comtn con el camino adoptado aqui.

(°) Esta férmula difiere de la que se va a aplicar aqui por considerar una
correspondencia sobre una curva algebraica de género cualquiera, euyos puntos
por tanto no se pueden més representar racionalmente por los valores de una
variable numérica y necesita la introduccién de la nocién suplementaria de la
valencia.

(") F. ENrIQUEs E O. CHISINI, Leziont sulla teoria generale delle equa-
zioni e delle funzioni algebriche (Bologna - Zamichelli - Vols. I a IV - 1915 -
1934). Ver Vol. IT péag. 289 y Vol. III p. 471.
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«’,x”. Para conocer los valores de 2’ que dan por correspon-
diente un dado z” basta determinar los valores de 2’ que, por
dado 2” hacen f(z’,2”)=0; si estos valores son m, quiere de-
cr que el polinomio f(’,z”) que ya se habia supuesto de gra-
do n en 2”, es de grado m en z’. Debe ahora hacerse la observa-
cion que entre los puntos de la recta deben siempre contarse
los de abscisa o; y, para evitar las dificultades de calculo en
el o, conviene introducir coordenadas homogéneas, considerando
x’ y x” como razones cada una entre dos variables que toman
unicamente valores finitos (8). Pues la ecuacion no debe cambiar
cuando las dos nuevas variables que se sustituyen a cada una
de las a’,2” se multiplican por un factor arbitrario, la nueva
ecuacion en 4 variables que se sustituye a f(z’,2”)=0 debe ser
homogénea separadamente respecto las dos variables que repre-
sentan x’ y respecto las dos variables que representan z”; vale
decir que cada término tendra el grado total m respecto de las
primeras variables y n respecto de las segundas.

Sentado esto, para buscar los puntos unidos de la correspou-
dencia, habra que buscar los pares 2’=2" que realizan la ecua-
cién, es decir, hay que buscar las soluciones de la ecuacion que
se obtiene poniendo las dos variables homogéneas cuya razon
vale 2’ iguales respectivamente a las dos ciya razon es z”;
se obtendra de este modo que cada término de la nueva ecuacion
serd de grado total m+n (en dos variables homogéneas). Cuan-
do se cuenten las raices con la conveniente multiplicidad, el nu-
mero de esas raices serd luego m 4 n.

La determinacién de esta multiplicidad es el problema esen-
cial que debe tratarse en cada caso para la recta aplicacion del
principio. i

Una regla para esa determinacién que ha sido dada por
Zeuthen (°) consiste en observar que si ’, z” se consideran como
dos coordenadas cartesianas de un plano, la ecuacion f(z/,z”) =0
representa una curva de orden m--n (19); los puntos z’=xz” son los

) VerHarnota'™(1?):

(®) Ver L c. p. 105, o del mismo ZEUTHEN: Note sur le principe de corres-
pondence. Bulletin de la Societé math. de France 5. (1873). ENRIQUES - CHI-
BINTSICNC. Vol "1 p. "1591

(**) Conviene notar, en comparacién con lo que precede, que, puesto, como
arriba expresado, a’=£:8),x” =77, y reducida luego la ecuacién de la
correspondencia f(#;’z’’) = 0 en la forma homogénea « F (% & ;m 1) = O,
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de interseccion de esa curva con la recta 2’ —x”=0; a cada uno
convendra atribuir la misma multiplicidad que le corresponde en
dicha interseccion. Zeuthen expresa entonces esta afirmacién
en la forma de una determinacion de érdenes de infinitésimo, lo
que, rigidamente aceptado, impondria calculos algebraicos com-
plicados que son precisamentz los que el principio de correspon-
dencia quiere evitar. Equivalente, pero simple y méis clara —y
mas conforme a la practica de las aplicaciones — puede ser la
regla siguiente: sea x, uno de los puntos unidos del cual se busca
la multiplicidad; si se considera un punto ' prézimo a z,, le
corresponden n puntos x” distinlos de x’ y entre si; suponiendo
que x’ se acerque a x, con conlinuidad, estos puntos z” se des-
plazan, tendiendo algunos de ellos al mismo punto z;; el
numero de esos puntos que tienden a x, es la multiplicidad
buscada. En efecto, acudiendo nuevamente a la anterior repre-

la interpretacién como curva plana no seria inmediatamente posible. Es nece-
sario, para eso, poner entre las cuatro variables homogéneas una relacién, que
n 3 S, 7 ]
en nuestro caso seri claramente la identifieacién de &, y 7, (& = ny = 0).
En efecto esto no es mis que una parte de la identificacién 2’ = x’’, que por
tanto debe suponerse hecha previamente, antes de pasar a la determina-
cién de los puntos unidos. Para que esto sea posible sin alterar el razonamiento
precedente es necesario que esta identificacién previa mo modifique el grado
de la ecuacién; se notard, para ese fin, que siempre se puede efectuar sobre
las variables &, Z;; 7, 7o una misma sustitucién homogrifica

F= B Gt h—vE ek

n=Akn*+un* , Pp=vy*+pn*

tal que la ecuacién transformada F™ (£# £,* ;0¥ n,*) =0 econtenga un término
independiente de £y* y 7, se pondrd entonces £* — y,* — ¥ sin que por eso
aparezea una solucién de la ecuacién independiente de la ulterior posicién
g% —n*. Se obtiene pues una ecuacién O (5% 7* £¥)=0 de una curva.plana
de orden m -+ n de la cual tendrin que buscarse las intersececiones con la recta
Sl e

Brevemente la operacién indicada equivale a suponer hecha sobre la absei-
sa « de la recta sostén de la correspondencia una transformaciéon homogrifica
por la cual todos los puntos unidos de la correspondencia se han transportado
al finito. Si f(2’2z’’) = 0 representa la correspondencia después de esta even-
tual transformacién, valen sin mayores observaciones, las consideraciones del
texto. Debe notarse todavia que, en casos particulares, no puede excluirse que
la supuesta cventual transformacién modifique en alguna parte el significado
de la correspondencia y de sus puntos unidos; la eliminacién de tal alteracién
se hace por medio de la discusion de las coincidencias de la cual en los nimeros
-siguientes hay ejemplos.
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sentacién cartesiana, la multiplicidad de interseccion de la recta
'—2"=0 con la curva f(z’,2”)=0 en un punto (z,x,) es
igual al numero de los puntos de interseccion de la curva con
una recta ¥’ —x”=a, que, para « suficientemente pequeiio,
tienden a (x,x,). Siempre en la hipodtesis que a sea pequeilo
estos puntos son simples; notemos ademdis que por tratarse de
correspondencia algebraica, cuando 2’ tiende a cierto valor 7/,
cada uno de los puntos correspondientes, sea x”, tiende a un valor
determinado Z” y, tan pronto como z’ es bastante proximo a
Z’, las diferencias '’ — z”, T’ — 2” tienden monoétonamente a los
limites ¥ —%” y 0. Se sigue que, si a es bastante pequeiio, al va-
riar 2’ tendiendo a x,, cada uno de los puntos z” que simultanea-
mente tienden a x;,, una y una sola vez (y para valores dife-
rentes de x') realizara la condicion 2’ — " =a, dando lugar, en
la representaciéon cartesiana, a un punto de interseccion de
Floot ') =0 stone 2/ St =la,

2. Supongamos ahora dada una curva alabeada C, de la
cual indicaremos con m el orden y con d el ntmero de los
puntos dobles aparentes, es decir de las cuerdas que pasan por un
punto arbitrario del espacio; determinar el orden de la reglada
de las trisecantes equivale a determinar el numero de las trise-
cantes apoyadas a una recta arbilraria r.

Sea P un punto arbitrario de r; imaginemos trazadas las d
cuerdas que pasan por P; una cualquiera de ellas encuentra la
curva C en dos puntos A, A,; desde cada uno de estos puntos
proyectemos la curva; obtenemos cada vez un cono de orden
m—1 que cortard la recta r en. m —1 puntos; uno de ellos es
el mismo P; los demis m—2 los llamaremos Q. De esta ma-
nera queda establecida sobre la recta r una correspondencia entre
los puntos, considerados como puntos P y los considerados como
puntos Q, en la cual a cada P corresponden 2d(m —2) puntos
Q. La correspondencia entre P y Q puede expresarse breve-
mente diciendo que para P y Q pasan dos cuerdas que encueniran
C en un mismo punto. Se ve de esta manera que esa correspon-
dencia es simétrica y por lo tanto a cada punto Q corresponden
2d(m—2) puntos P; la correspondencia es (2d(m—2), 2d(m—2))
y liene 4d(m —2) puntos unidos.

Vamos a examinar el significado geométrico y la multipli-
cidad de estos puntos unidos. Para que un punto Q coincida
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con el P del cual se ha partido es necesario que entre los puntos
que hemos llamado A exista uno tal que el cono que de él pro-
yecta la curva C corte en P dos veces la recta r; esto puede ocu-
rrir, o porque la recta AP es doble para el cono, es decir hay!
sobre la curva dos puntos A’, A” tales que las rectas que los unen
con A coinciden con AP; o bien porque la recta r es tangente
al cono en el punto P.

En el primer caso la recta AP es una trisecante, encontran-
do la curva en A, A’, A”. En este caso la recta AP cuenta como
8 entre las d cuerdas de C que pasan por P (es decir AA’, AA”
y A’A”; de otra manera se obtiene este 3 observando que a cada
cuerda por P corresponde un punto doble en la curva proyec-
cibn de C desde P; si la cuerda se apoya a C en tres puntos
este punto resulta triple y se sabe que un punto triple equivale
a tres dobles). Por otra parte la recta AP es doble en cada uno
de los conos que proyectan la curva de cada uno de los puntos
A, A’, A”. Debe pues considerarse en este caso el punto P como
una coincidencia sextuple. Si las trisecantes apoyadas a r son ¢,
sus puntos de apoyo cuentan por 6¢ en el nimero 4d(m —2)
de los puntos unidos.

En el segundo caso el plano Ar es tangente al cono que des-
de A proyecta C; por tanto es tangente a C en el segundo punio
de interseccion de AP con la curva y la coincidencia es general-
mente simple. Pero cada plano por r tangente a G en un punto
B corta C en otros in—2 puntos y cada uno de éstos, tomado
como punto A determina con B una recta AB que encuentra r
en un punto P que presenta la coincidencia aludida. El namero
de estos puntos se obtiene luego multiplicando por m —2 el nu-
mero de plauos tangentes a c por r; este nimero es -el namero
de los planos tangentes por r al cono que proyecta G de un punto
cualquiera P de r; este cono tienc orden m y d generatrices
dobles y el ntmero de los planos tangentes es, por las férmulas
de Pliccker m(m —1)—2d; se tiene luego la ecuacién

6t+m(m—1)(m—2)—2d (m—2)=4d (m—2) |

de donde
m(m—1)(m—2)
6

t:d(m— 2)-—

que es la formula buscada.
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3. El método se aplica evidentemente para otros casos: su-
pongamos por ej. que se quiera el orden de la reglada de las
cuerdas de una curva C que se apoyan a otra curva C’; sean
m y d el orden y el nimero de los puntos dobles aparentes de C
y sea n el orden de C’. Se trata de determinar el namero de las
cuerdas de C que encuentran C’ y una recta r fijada arbitraria-
mente. Sobre r consideraremos la correspondencia siguiente:

Por un punto P cualquiera de r pasan mn rectas apoyadas
aCy (C’; sea A, para una de ellas, el punto de apoyo en C; la
misma C es proyectada de A segin un cono de orden m —1 que
corta r en m—1 puntoes que llamaremos correspondientes de P.
De esta manera a cada punto P dz r corresponden mn (m—1)
puntos Q. Pero ahora la correspondencia deja de ser simétrica;
para determinar los puntos P que corresponden a un determinado
Q observaremos que para un punto Q arbitrario pasan d cuerdas
de C; si A es uno de los puntos de apoyo de estas cuerdas,
proyectando C’ de A se obtiene un cono de orden n que corta r
en n puntos P; por lo tanto a cada punto Q corrésponden 2din
puntos P. La correspondencia es (2dn,m(m —1)n) y tiene lue-
go (2d+4+m(m—1))n puntos unidos. Evidentemente son pun-
tos unidos los puntos donde pasa una cuerda de C que corta (7,
y en general no hay otros; pero cada unp de estos puntos debe
ser contado doble porque la cuerda que pasa por él cuenta por 2
en el nimero de las generatrices comunes a los conos que de ese
punto proyectan C y C’. Llamando u al numero buscado se
tiene pues,

2u=@2d+m(m—1))n, u= (d+f—— n

Pero, supongamos que las curvas C,C’ tengan algiin pun-
to comtGn y sea i el nimero de estos puntos; en este caso, al
contar el nimero de las rectas para un punto P, apoyadas en
puntos distintos a C, C’, habrd que restar i al anterior numero
mn; el nimero de los puntos unidos se reduce a

(2d 4 m(m —1))n—i (m—1).

Ademés para cada uno de los puntos comunes a C, ¢’ pasan
m —1 cuerdas de C que encuentran a r. Si se toma uno de estos
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puntos de encuentro como punto P, la cuerda de C por ese P
corta también C en un punto que no pertenece a C’ y por esta
razon debe contarse en el ntmero de las intersecciones de los
conos que desde P proyectan C,(C’, dando de esta manera lugar
a un punto Q coincidente con P. Se generan de esta manera
i(m—1) puntos unidos de la correspondencia en mas de los 2a
que corresponden a las cuerdas de C apoyadas a C’ en puntos
distintos. En este caso se tiene pues

2ut+i(m—1)=@2d—m(m—1))n—i(m—1);
luego

E= (d—}—m—(mz——l)—) n—i(m;— 1,

B. Leuvi

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.

RESULTADO DEL CONCURSO ENTRE SOLUCIONISTAS DE PROBLEMAS
PROPUESTOS EN EL ANO TERCERO (1943)

En aplicacién de lo dispuesto en el Art. 4 de la ordenanza de instituecién
del Boletin del Instituto de Matematicas ‘‘Mathematicae Notae’’ (Ver Aifio I,
pag. 4), el Director del Instituto ha tomado en consideracién las soluciones en-
viadas hasta el 1¢ de julio de 1944, haciendo al seilor Delegado Interventor de
la Facultad las propuestas correspondientes, que fueron aceptadas por resolu-
cién del Exp. 790-I-1944, con fecha 5 de septiembre de 1944, en el sentido de:
1° Adjudicar al estudiante de la Facultad, sefior Guipo O. G. LISERRE, el pre-
mio correspondiente al afio 1943; 2¢ Declarar desierto el concurso entre solucio-
nistas no pertenecientes a la Facultad; 3° Encargar al Director del Instituto
de Matematica la determinacién de uno o més libros de argumento matematico
o fisico para obsequiar al sefior LISERRE en calidad de premio.



ALGUNAS OBSERVACIONES ELEMENTALES
SOBRE LA REALIDAD DE LAS RAICES
DE UNA ECUACION ALGEBRAICA

1. La cuestion n. 9 se refiere a la condicién necesaria indi-
cada por Fai di Bruno para que las raices de la ecuacion alge-
braica (de grado n=2) de coeficientes reales:

flz)=arn+aar-1+a2n 24 ... +a,_x+a,=0 (1)

sean todas reales. Dicha condicion que, como estd indicado en el
enunciado de la cuestion n. 9, expresa que la media aritmética
de los cuadrados de las raices de (1), supuestas reales, es = de
la media geométrica, es

a,2—2a,= 11Va2 (FB)

Huelga observar que la (FB) es no solo necesaria, sino
también suficiente para la realidad de todas las raices unicamente
para n=2, mientras que no lo es para ningin valor 'de n>2:
en efecto para n=3 la ecuacion

(22 +1) (2+3) =0,

donde \ es una constante bastante grande en valor absoluto para

que sea \2—2>=>3 13/)\2, cumple con (FB) y tiene dos raices
imaginarias; para n>>3, la ecuacion lograda de la anterior al
multiplicar por z7—3 brinda un ejemplo analogo.

Por otra parte, la condicion (FB) estriba en un principio
tan sencillo que vale la pena preguntarse si, agregando alguna
otra condicién complementaria en el mismo orden de ideas, la
(FB) puede transformarse en una condiciéon suficiente para los
primeros valores de n sucesivos a 2, p.e. para n=3, n=4.
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La idea que desarrollo a continuacién es la siguiente. Trans-
formemos (1) con las transformaciones de cada uno de los grupos
continuos siguientes:

gk (a==0) (I)
(grupo lineal entero homogéneo real);
z=aX+8 (a/=0) (II)
(grupo lineal entero real);

BVl

v= vy (9=Br7:0) (I11)

(grupo lineal fraccionario real), reduciendo cada vez el coefi-
ciente de z» a la unidad mediante multiplicacién por un factor
conveniente (como lo sobreentenderemos a continuacién). La
condicion (FB) es invariante para el grupo (I), pero no para
los grupos (II), (III). Por otra parte, si las raices de (1) son
todas reales, lo mismo tiene que ocurrir para las ecuaciones
transformadas de (1) no s6lo mediante (I), sino también me-
diante (II) o (III). Por lo tanto, ademés de la condiciéon nece-
saria (FB) cabe considerar las dos condiciones necesarias ulte-
riores:

condicion (FB,): rige (FB) para todas las transformadas
de (1) mediante el grupo (II),

condicion (FB,): rige (FB) para todas las transformadas
de (1) mediante el grupo (III).

Pues bien demostraré:

A) para n=3, la condicion (FB,) es no sdlo necesaria, si-
no también suficiente para la realidad de todas las raices;

B) para n=4, (FB,) deja de ser suficiente y mds pre-
cisamente, si rige (FB,), la ecuacion dada puede tener las 4
raices reales, o bien 2 reales y 2 imaginarias conjugadas (1).

(*) En cambio, (FB) no permite execluir la posibilidad de que las 4 raices
sean todas imaginarias: p.e. a +-%e, b+4¢n (con a, b,=, 7 reales) son
rajces de una ecuacién que cumple con (FB) si a*4b*—z*— 32 =
2V (a*4- ¢*) (b4-7%), a la cual desigualdad se satisface p. e. con a=10, b=
e=qi=—1"
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En cambio (FB,) es necesaria y suficiente para la realidad dec
todas las raices. :

Por supuesto, el tnico objeto que de tal forma me pro-
pongo es el de puntualizar, para los primeros valores de n, el
alcance de la condicién indicada por Fai di Bruno, sin que los
enunciados A) y B) tengan algan valor en las aplicaciones. Sin
embargo, en algunos casos, la condicion (FB;) como estd cs-
crita en el n. 2, puede servir, en cuanto no se cumpla para . va-
lores particulares de x, para indicar la existencia de raices ima-
ginarias.

2. Debido a la invariancia de la (FB) para el grupo (I), la
(FB,) puede reemplazarse por la condicion de que rija (FB)
para todas las transformadas de (1) mediante el cambio de va-
riable x=X +k, donde k indica una constante real arbitraria.
Indicando con a'y,d’,, etc. los coeficientes de la ecuacién trans-
formada, se tiene

n(n—1
a’lznk —[—al; 0'2: 5 —>—

k24 (n—1)ak+ay; a,=f(k);

de modo pues que (escribiendo x en lugar de %) la condicion
(FB,) toma la forma siguiente: para cada x real es

a2—2a,

b 9 \
(=) =a?+—az+ (FBy)

n

De paso cabe observar que el segundo miembro es no nega-
P g 8 8
tivo y luego tiene discriminante no positivo, de modo pues -que
(FB,) implica  la condici6n

2na, < (n—1)a,?, (2)

esto es una de las desigualdades brindadas por .el teorema de
Sturm-Borchardt (la cual ‘en cambio no estd implicada por ia
(FB), como lo observé el prof. Beppo Levi) (2).

Supongamos ahora n=3. Para comprobar la suficiencia de

(?) Sobre la cuestion n. 9, en esta Revista, afio IV, p. 47.
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(FBy), es suficiente demostrar tal suficiencia para las ecuacionss
del tipo

3+ px+q=0, (3)

(porque de la (1) puede pasarse a la (3) con una transforma-
cion del grupo (II), y (FB,) por su propia definicion es inva-
riante con respecto a dicho grupo); donde, merced a la conse-
cuencia (2) de (FB,), p<0; de forma que escribiremos p=—P,
con P=0. Pues bien, la (FBy) viene a ser, después de elevar
al cubo los dos miembros:

p2 3
4Pzt —2q? + —a? |- 2Pqx 2% q*=0
o

— =
{

(para cada x real). Si en particular elegimos

i 22
Z=i |

la Gltima desigualdad viene a ser:

P3
33

1t
2 &

N
-33)/3 - 10820,

P32

Por consiguiente — es menor o igual con respecto a la

q
raiz negativa de la ecuacion de segundo grado en t:

8812433 |/3v—108=0,

es decir

Y luego para la (3) rige
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y las raices de (3) son todas reales. Queda asi comprobado A).

3. Pasemos ahora a las ecuaciones de cuarto grado, estu-
diando en primer término el alcance de la condicion (FB;). Tam-
bién ahora podemos suponer sin restriccion haber reducido previa-
mente dicha ecuacién a la forma

f(z) =at—Pa? +qz +r=0 (4)

con P=0 (merced a (2)). Entonces la (FB,) se escribe

P
[f(2)|=2* + -,
es decir
2 A P2
— gt — Pa? — 1 gxi—Px?—}—qx+r§x4+Px9+z—,

y equivale al conjunto de las desigualdades

2

P
2Px? — qx + - —r=0, 6))

2x4+qx+i +r=0. (6)

Si P=0, la (5) brinda g=0 y r=0, y luego la (6) r=0,
de forma que r=0, y (4) tiene la raiz cuadruple real x=0.
Podemos por lo tanto prescindir a continuacién del caso P =0.

Si en cambio P >0, la (5) equivale a

¢?=<2P(P2—4r), (T)
y la (6) expresa que la ecuacion de 4°. grado

9

o

1 ) (8)

2zt +qxr +

tiene raices todas imaginarias, o bien, como caso limite, puede
tener alguna raiz real, pero con multiplicidad par.
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Por lo tanto (3) el discriminante D de la (8) es =0, es
decir

8 "
= o (P42, 9

Viceversa, si (9) rige con el signo <, la (8) tiene raices lo-
das imaginarias (%), y si con el signo = la (8) tiene por lo menos
una raiz multiple. Si ésta es imaginaria, es doble, y es doble
también su conjugada, y rige (6); si es real, y ¢7-0, es la
uica raiz real de 8x34+q=0, y luego tendrd multiplicidad
2 y no mayor, y las dos restantes raices de (8) son imaginarias,
mientras que si ¢=0, la (8) se reduce a 2¢=0, y sigue cum-
pliéndose (6). En resumen, para la ecuacion (4), (FB;) equivale,
para P=/-0, a las tres condiciones: P>0, (7) y (9).

Supongamos ahora que la ecuacién (4) satisfaga a la con-
dicion (FBy). Para que las raices de (4) sean todas reales, si
el discriminante A de (4) es positivo, es necesario y suficiente
que sea P>0 y 4r<P? (compérese p.e. el final de la refe-
rencia (3)). Pues bien, estas dos tultimas condiciones estan satis-
fechas (la ultima de ellas es consecuencia de (7), a menos que
sea q=0 y 4r=P2, en el cual caso estd claro directamente que
la (4) tiene dos raices dobles reales): luego si (4) tiene raices
distintas, y A>0, las raices neccsariamente son todas reales:
queda asi excluida, para A-/=0, la posibilidad de 4 raices imagi-
narias. A la misma conclusion se llega aun si A=0, considerando
este caso como limite del anterior.

Por otra parte, es efectivamente posible que una ecuacion

(*) Recordamos (véase p. e. el Repertoriwum der hioheren Analysis de E. PAs-
cAL. Erste Hiilfte, 2 Aufl. p. 287) que el diseriminante:

D = 16a‘c — 4a°b® — 128a°¢® 4 144a b’c 4 256¢* — 27b*
de la ecuacidén
2 4 a2 + b c =0

es positivo cuando las raices de esta ecuacién son todas reales (distintas) o
todas imaginarias (distintas); y es negativo cuando son dos reales (distintas)
y dos imaginarias. (distintas). S8i D > 0, las raices son todas reales si y sblo
giiat< 0, e, <0k

(*) No pueden ser todas reales, debido a la ausencia de los términos en
z®, 2* en la ecuacién (8).
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con dos raices reales y dos imaginarias conjugadas cumpla con
(FB,): p.e. la ecuaciéon bicuadrada

zt—Px24r=0, (10)

con P>0 y —P2=<4r<0.

Queda asi comprobada la primera parte de B). La demos-
tracion de que (FB;) es incompatible con la existencia de cua-
tro raices imaginarias podria hacerse directamente: el camino
més largo que hemos seguido tiene la ventaja de explicitan
(FB;) en la forma expuesta més arriba. P.e., de lo dicho
se desprende que si la ecuacién bicuadrada (10) cumple con
(FB,) y no tiene raices todas reales, sino dos reales |- a y dos
imaginarias conjugadas --iB, |B| queda limitado en funci6n
de |a| por la condicién

Bi=V 3—212 |a|.

3. Vamos ahora a demostrar la Gltima parte de B).

Observemos previamente que una ecuacién de cuarto grado
de coeficientes reales siempre puede reducirse a la forma bicua-
drada mediante una substitucién lineal fraccionaria (III) de coe-
ficientes reales. En efecto, considerando sus cuatro raices, reales
o no, como coordenadas proyectivas de otros tantos puntos (rea-
les 0 no) de una puntual, siempre es posible repartir dichos cua-
tro puntos en dos pares que resulten armoénicos a un mismo par
de puntos reales M, N: en efecto, si las cuatro raices son reales,
es suficiente repartir los cuatro puntos en dos pares que no se
separen; mientras que, si existe por lo menos un par de raices
imaginarias conjugadas, un conocido teorema de geometria pro-
yectiva ensefia que ‘dos involuciones (reales) sobre una misma
puntual necesariamente tienen en comin un par de puntos reales,
si una por lo menos de ellas es eliptica. Si luego se efectua una
transformacién lineal (III) que lleve los valores de fa coorde-
nada x correspondientes a los puntos M, N respectivamente a los
valores X =0, X=o, es claro que la ecuacién obtenida de la
dada mediante dicha transformacion es bicuadrada.

Dada por lo tanto una ecuacién de cuarto grado que cumpla
con la conaicién (FB,), esta misma condicién y por consiguiente
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la (FB,) debera resultar satisfecha también por la ecuacion bicua-
drada (10) obtenida de la forma que acabamos de indicar. Si
P =0, ya se dijo al principio del n. 3, que las cuatro raices son
reales. Si P>0, la (7) expresa que P2—4r=0, y luego los
valores de x2 deducidos de la (10) son reales. Ademés, si r=0,
ya estd claro que las cuatro raices de (10) son reales; si r-/=0,
la transformada de (10) en 1/x es otra ecuacion de cuarto grado
que por hipotesis cumple con (FB;), de modo pues que P/r>0,
esto es r >0, y se concluye que las cuatro raices de (10), y por
consiguiente las de la ecuacion de cuarto grado propuesta son
todas reales. it
Alejandro Terracini

FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS
UNIVERSIDAD NACIONAL — TUCUMAN

ERRATA

Sefialamos dos errores de imprenta en el articulo ‘‘Sobre la cuestion n? 9°’
aparecido en el fase. 1 de este mismo afio en cuanto pueden dar motivo a con-
fusién al comparar con el que antecede.

p. 41. — En el enunciado de la cuestién el signo > debe cambiarse en
<Z, conforme a lo que se habia publicado al proponerla (Math. Notae. Afio III,
p. 122) y a la desigualdad (FB) del Prof. Terracini.

p- 45. — En la desigualdad (17) el signo << debe leerse <.

N.ide labin



CONSIDERACIONES SOBRE UNA PROPOSICION
DE W. H. YOUNG

Damos cuenta en las pocas piginas que siguen de algunas
consideraciones criticas que han resultado de una breve corres~
pondencia epistolar. Se trataba de la observacién siguiente:

En el tratado de E. W. Hobson «The Theory of
Functions of a real Variable (1) se encuentra, atribuido a W. i.
Young el siguiente enunciado: Si GGy Gy 8 una suce,
sién de conjuntos de puntos, cada uno de los cuales estd contenido
en un mismo conjunto cerrado de medida l, y si la medida inle-
rior de cada uno de los conjuntos G, G,,..., G, es mayor que
un cierto numero G, entonces existe un conjunto de puntos, de
medida interior >C y de la potencia del continuo tal que cada
uno de sus puntos pertenece a infinitos de los conjuntos dados.
Este enunciado . no reproduce exactamente el originario de
Young (2) que es el siguiente: Dada una sucesion de conjuntos
G, G, ..., contenidos en un conjunto cerrado de medida L,
tales que el limite superior de las medidas de los componentes

@) . Vol. I, 3% edie., 1927, n° 136, p. 183.

(*) W. H. YouNG, Open sets and the theory of content. Proceedings of
the London Mathematieal Society (2), II (1905), p. 26. — En el libro de
Hobson la pag. esti indicada por 25, pero esta pig. contiene precisamente un
teorema preparatorio; para las observaciones que siguen puede ser ttil notar
que el teorema en cuestién retorna varias veces en la memoria de Young con
pequefias modificaciones y complementos; asi lo esencial ya se encuentra en
el Teor. 4 de la pag. 20, donde solamente en lugar de conjuntos genera-
les G, se consideran conjuntos de intervalos; y, para eliminar cualquier duda
acerca de la interpretacién que el A. daba a su propio teorema, en la pig. 28
el teor. 7 resume el anterior en la forma: Dada wna infinidad de conjuntos
de puntos, contenidos en un conjunto de medida (interior) finita, si la me-
dida interma de esos conjuntos tieme unm limite inferior positivo g, emlonces
existe un sistema infinito de dichos conjuntos que tiemen en comin un con-
junto de medida (interna) = g.
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cerrados de G, es mayor que una cierta cantidad positiva g,
la misma para todos los valores de n, entonces existe un sistema
infinito de esos conjuntos que lienen en comun un grupo de pun-
tos de potencia ¢, cuya medida de los componentes cerrados
tiene limite superior > g.

Lo esencial de la diferencia entre el enunciado de Hobson y
el de Young estd en las ultimas palabras, en cuanto Hobson dice
que «cada uno de los puntos del conjunto considerado pertenece
a infinitos de los conjuntos dados», mientras Young afirma que
el conjunto considerado «es comun a infinitos de los conjuntos
dados». Hobson no da relieve explicito a esta diferencia y por
otra parte reproduce en todos los detalles la misma demostra-
cion de Young; sin embargo lo que vamos a mostrar es que
el teorema es exacto en la forma de Hobson y equivocado en
la de Young; lo que puede afirmarse en mas del enunciado de
Hobson para acercarse al de Young es unicamente que existe un
sistema infinito de los conjuntos dados que tienen en comun infi-
nitos puntos; es también muy probable que pueda afirmarse que
estos infinitos puntos forman un conjunto de la potencia del con-
tinuo; pero sin duda puede muy bien este conjunto comun no
tener medida mayor que cero.

Para la claridad damos ripidamente la demostracion ds
Young y Hobson: sean Qy, Q,,... conjuntos cerrados conteni-
dos respectivamente en G, G,, ... y de medidas > C; deter-
minemos un m tal que mC=l<(m+1)C; sea n>m-+1 e
indiquemos por I,, la medida de los conjuntos de puntos comu-
nes a dos (por lo menos) de los n conjuntos Q, Q,,...,Qp; es
11,n>( —T;;LI)C. En efecto, la medida del conjunto de los
puntos comunes a uno determinado Q; (cualquiera) de dichos
conjuntos y a alguno de los restantes sera <1, ,; la medida del
conjunto de los puntos que pertenecen al Q; elegido y a ninguno
de los restantes es luego >C —1I,; reuniendo todos estos con-
juntos, para todos los i, se obtiene el conjunto de los puntos
que pertenecen a uno solo de los Qy, Q,, ..., Q,; y, pues ellos no
tienen puntos comunes, la medida de este conjunto total serd
>n(C—1,,); por tanto

n(C—-1,,)<l <(m+1)C,

de donde sigue la limitacién de I,,. La misma conclusién se len-
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dria considerando otros grupos sucesivos de n conjuntos
Ont1> Ontas + - 5 OQans Qongys + - -» Qsp, etc. Se obtiens de esta ma-
nera una sucesiéon de infinitos conjuntos cada uno de los cuales
estd constituido por puntos comunes por lo menos a dos con-
juntos dados, pero pertenecientes a grupos distintos de n de esos

conjuntos y cada uno de los cuales tiene medida >( _m:_l) C.

Repitiendo el razonamiento para esta sucesiéon y considerando de
ella sistemas 'de n’ conjuntos se obtendrd una sucesiéon de con-

. X : m-+1

juntos cada uno de los cuales tiene medida > (1- 31 ) X
n

(1 — m;l;l) C y esta constituido por puntos comunes a dos pares

distintos (por lo tanto a 4) de los conjuntos dados. Siguiendo
anélogamente se viene constituyendo conjuntos de puntos que
son comunes (para cualquier entero p) a 2 de los conjuntos
dados y cuya medida es ‘

L e AL e N

n' np

Los numeros n,n/,...,n? han quedado indeterminados;
fijado arbitrariamente un & pongamos en general

nt> m’n_—‘_.ll ;
RaS €

se calcula entonces facilmente que dichas medidas quedan siem-
pre > (1—¢)C y haciendo tender p — o se obtiene el teorema.

Resulta claro que bien se ha generado un conjunto de pun-
tos cada uno de los cuales es comtn a una infinidad de conjuntos
elegidos entre los dados; pero se ve facilmente que las cadenas
- posibles de infinitos conjuntos asi definidos constituyen una infi-
nidad de la misma potencia del continuo, de manera que ninguna
conclusiéon se puede sacar respecto de los puntos comunes a una
misma de esas infinidades. )

Un pequefio progreso puede hacerse de la manera siguiente:
supéngase fijado un punto que ya se sabe ser comun a infi-
nitos conjuntos de los dados; en los infinitos conjuntos que fo con-
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tienen excluyase un pequeiio entorno alrededor de este punto;
quedan infinitos conjuntos cuyas medidas pueden suponerse toda-
via >C; aplicando entonces a este sistema el teorema demos*
trado resulta que existe un conjunto de puntos de medida > C,
cada uno de los cuales pertenece, conjuntamente con el punto
previamente fijado, a una infinidad de conjuntos del sistema
dado. El razonamiento se puede continuar evidentemente demos-
trando que los puntos de los cuales sz ha demostrado la exis-
tencia pueden distribuirse en sistemas infinitos, cada uno de los
cuales pertenece a una misma infinidad de los conjuntos dados.
Pero el procedimiento no nos permite decir que dichos sistemas
infinitos sean méas que numerables.

Pasemos ahora a algunos ejemplos.

1o. Supongamos escritos los ntmeros del intervalo (0, 1)
en el sistema binario; y supongamos que el conjunto G, sea
constituido por todos los nimeros cuya cifra n-ma es 0 (los
nameros cuyas cifras, a partir de una cierta, son 1 se excluyen.
porque se presentan en otra forma como nimeros de-:un ni-
mero finito de cifras -/=0). Todos los conjuntos G, tienen cla-

ramente la medida % Cada ntmero del intervalo (0,1) per-

tenece a una infinidad de conjuntos determinada por sus cifras
0; a la misma infinidad pertenecen todos los nimeros que se
obtienen sustituyendo en el nimero dado las cifras 1 por 0
en un modo cualquiera. Se sigue que cualquier nimero N que
comprenda infinitas cifras 1 pertenece, conjuntamente con una
infinidad no numerable de otros puntos, a un mismo sistema de
infinitos conjuntos G,. Pero se ve facilmente que el conjunto
formado por estos puntos liene medida 0. En efecto, por hipo-
tesis general, el nimero N comprende infinitas cifras 0; pode-
mos luego fijar en él una cifra 0 que sea precedida por otras p
cifras 0, siendo p un entero arbitrario; indiquemos con g el niimero
de cifras 1 que preceden dicha cifra 0; cambiando en todos los mo-
dos posibles por O estas cifras 1 se obtienen 2¢—1 nGmeros. 3i
en uno de estos numeros cambiamos las cifras que siguen el O
fijado en otras (0 o 1) en modo del todo arbitrario, obtenemos
un conjunto de puntos cuya medida es 1:2rte+2; por lo
tanto el conjunto de los niimeros que se obtiene de ¥V o de cada uno
de dichos 27—1 ntmeros cambiando por O cierlo grupo de ci-
fras 1 que sigan aquel 0 fijado tendrd medida <1 : 2rt¢i2
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y el conjunto de los ntimeros obtenidos efectuando esa sustitu-
cion en todos los 27 numeros tendra medida

—

R
= 2ptg+z opi2’

Como p puede elegirse grande como se quiera, esto significa
que el conjunto formado por NV y por los numeros que se obtienen
del numero N al cambiar por 0 cualquier grupo de sus cifras 1
tiene medida O.

Hemos obtenido asi un ejemplo de una sucesién de con-
juntos que realiza las hipotesis del teorema, y realiza también
abundantemente la tesis, entendida en el sentido de Hobson, (de-
cimos abundantemente porque el conjunto de los puntos comunes
a infinitos conjuntos de la sucesion tiene medida 1 mientras tiene
medida 1:2 cada uno de estos conjuntos); pero estos puntos se
distribuyen sobre un sistema no numerable de grupos de infi-
nitos conjuntos, cada uno de los cuales tiene un conjunto no nu-
merable de medida 0 de puntos comunes.

El ejemplo parece tener caracteristicas bastante gencrales
para hacer verosimiles las proposiciones eunciadas bajo la re-
serva de simple probabilidad.

20. El ejemplo siguiente, mientras posiblemente entra menos
adentro en el analisis del problema, tienc la ventaja de demos-
trar que la falsedad de la proposicion de Young no se reduce a
una simple cuestion de detalles en cuanto, por la aplicacion de di-
cha proposicion a un determinado problema de analisis, se llega
a conclusiones contradictorias.

Consideremos el conjunto de las funciones

Pl 2 e e S T

definidas en el intervalo 0~ 27; vamos a mostrar que el teorema
de Young nos conduciria a afirmar que se puede elegir una suce-
~si6n de valores de n de manera que la sucesion de las funciones
correspondientes sea uniformemente convergente en un sistema
de puntos de medida 27; por otra parte, demostraremos que
esta afirmacién es absurda.

Sea

=1 =g, <8 <aa i =01 - (1)
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una subdivisién del intervalo —1—-4-1 en k intervalos parciales
de amplitud <e, y sea E,i el conjunto de los puntos x del in-
tervalo 0—2n tales que

¥
a_; =CoSnNT=q; {2)

Para cada n el intervalo 0—2n resulta descompuesto en k

: : A : Pl g
conjuntos E,i y uno al menos de estos tendrd medida ==—. Se-
g

gun el teorema de Young podra elegirse una sucesién de valores
de n

P s & (3)
tales que le corresponde un conjunto E’ de medida 2_2,1 de va-

T

lores de z para los cuales las funciones f, toman valores, cada
una dentro de un determinado intervalo (2); pero’siendo los
intervalos (2) en ndimero finito, podemos elegir ulteriormente
dentro de la sucesion (3) una sucesién parcial

AR R (4)
tal que los valores de las funciones f,. en E’ caigan todos dentro
de un mismo de los intervalos (2).

Indiquemos con [, la medida de E’ e indiquemos con E’,i los
conjuntos que se obtienen suprimiendo en cada E,’ los elementos
de E’ que les pertenecen; brevemente E’,} =Ei—FE'. La me-
dida del conjunto total JE’,i vale 2n—1[, y, pues para n fijo
los E’,i son en ntimero de k, habra entre ellos alguno que tiene
medida Z:Z_n;—_ll 1

Supongamos ahora que n recorra los valo-
f
res n';,n/s,...; repitiendo el razonamiento anterior concluimos

que existe un conjunto E” de puntos todos exteriores a E’ y de

: 2n—1 : 0 s
medida z—f y tal que una cierta sucesion de funciones

fn~, correspondientes a una infinidad de valores del indice
R (5)

elegidos dentro de la sucesion (4) adquieren valores todos com-
prendidos dentro de un mismo intervalo (2) para los valores de

x pertenecientes a E”.
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Pongamos
E’I:EI+E”
y sea I, la medida de E”; serd

SNl o Bl b iy
e Em s el )

Repitamos ahora la misma consideracién, sustituyendo en
cambio del conjunto E’ el E”; llegaremos a elegir dentro de la
sucesion (5) una sucesién parcial

l,=1 +

nllll, nlll2, 3

tal que existe un conjunto E” de medida = 2%l , completa-

ke

mente exterior a E” en el cual las funciones f,.. toman valores
todos pertenecientes a un mismo intervalo (2). Pondremos

E”=E” +-E” y llamaremos /; a la medida de E”. Con E” po-
demos reempezar con el mismo razonamiento; después de un ni-
mero p de operaciones llegaremos a haber construido un con-
junto E() cuya medida sera

- 2n k-1 k—1.* k—1 \rH

y una sucesion de funciones f,(P’ tales que en cada punto de E(r)
todas estas funciones toman valores comprendidos dentro de
un mismo intervalo (2) (pudiendo por otra parte este intervalo
ser diferente para z diferentes).

Fijado arbitrariamente un 9 >0, aunque pequeiio, podra ele-
girse un p bastante grande para que la medida de E() sea
=27 —%; y en todos los puntos de ese E(p) las funciones f,()
de una determinada sucesién infinita realizaran la condicion

[fr(x) —fi(z) <= (6)

cualesquiera que sean los indices r y s.

Vamos a demostrar que esta condicién contradice otras pro-
piedades de las funciones cos nz.

Para eso, sean r y  médulo y argumento en un plano de
Gauss de la variable z=% 1 in; la funcién analitica que sobrs
la circunferencia de radio 1 toma los valores eirz es evidente-
mente zn=rneinz; por tanto la funciéon armoénica de §,n que
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sobre la circunferencia de radio 1 toma los valores cosnx es
rn cos nz. Aplicando la formula de Poisson al calculo del valor de
esta funcién en un punto interior a la circunferencia, se tiene
luego :
T
1 1—r2
I cos nm:z—nfcos nt R ey e dt.
0
Se sigue, para dos valores ny,n, cualesquiera de n,

[r™ cos n,x — r" cos n,x
| 1 2

27T
ik 1—r2 :
i \ L2 SOA% pleTinag v e v ’
=1 f[cos ny t— cos nyt| T dt; (7
0 :
luego
4
/ |r™ cos @ — r™ cos nyx|dix
0
1 21 % .
1—r2
< — | dt|cos n,t — cos nyt dx
¥ 27:[ | 2 3 ;f 1+4r2—2r cos (t—x)
0 0
. 9T

:/ |cos nyt — cos nyt|dt.
5 4
Si en E(p) las funciones cosn,x,cosny,x realizan la condi-
cién (6), mientras, evidentemente, en el conjunto complementario.
de medida =<9, |cosn,x— cosny,x|<2, resulta
2T
/ [r™ cos n,x — r™ cos nyx |die < 27 4 (2 — €)% (8)
0
Supongamos fijado n, y hagamos crecer n, indefinidamen-
te; se calcula facilmente que, si al mismo tiempo se hace tender r
al como (n :n;-+n,) 17, lafuncién integrandaen (8) tiende uni-
formemente a |cosnx|; pero se tiene

o2mT o/

P8

‘[[cosnlildxz—if|cosé|d‘é:—l—.4nlfcos gdg = 4,
ny ny

0 0

0
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resultando por tanto absurda la (7), donde € y 9 pueden hacerse
arbitrariamente pequeiios. ]

La contradiccion puede todavia desarrollarse de varias ma-
neras; supongamos que se realice la condicion

Jecosnx —cosn,x|<e . - (9).

sobre un conjunto de valores de x de medida finita p (>0,
pero no necesariamente proxima a 2m). Por propiedades co-
nocidas de la medida de Lebesgue existe entonces un conjunto
parcial de igual medida de «puntos de densidad» cada uno de los
cuales estd contenido dentro de infinitos intervalos de valores
de = en los cuales la razon entre las medidas del conjunto de
los puntos en que se realiza (9) y del conjunto complementario
es grande como se quiera, tendiendo a o con estrecharse el inter-
-valo considerado alrededor del punto de densidad (3). Por otra
parte se sabe que en el calculo de la integral de Poisson, cuando
el punto (r,z) es bastante proximo a un determinado arco fi-
nito, la contribucion de la parte de la integral extendida al arco
complementario puede hacerse pequeiia como se quiere. En estas
condiciones, descomponiendo en (7) el intervalo de integracion en
el conjunto donde se realiza (9) y en el complementario, se pue-
de ver que, para los valores de = en un conjunto de puntos de
densidad, todavia de medida p, dicha integral resultaria tan pro-
xima como se quiera a & por valores de r bastante proximos a
1. Pero, eligiendo n; bastante grande puede hacerse en modo que
en dicho conjunto exista una parte en la cual |cosn,x| supere e
conservandose, por ej., proximo a 1. Se obtiene luego una con-
tradiccion anloga a la anterior; en particular resulta: De la suce-
sion de las funciones f,=cos nx no es posible extraer una sucesion
parcial que sea uniformemente convergente en un conjunto. de
puntos de medida finita (u>0). Notese que, por contrario, de una
nueva-aplicacion del teorema de Young, se generaria la existencia

(*) Las nociones relativas a la densidad local de conjuntos lineales han sido
profundizadas en la memoria P. CApPELLI y M. COTLAR, Algunas cuestio-
nes vinculadas a una posible extension del principio de conservaciéon de domi-
nios. Publicaciones del Instituto de Matematicas. Vol. VI (Homenaje a Rey
Pastor). Rosario, 1944. Ver particularmente, para aplicaciones a la integral de
Poisson el § 14.
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de tal sucesi6on. Bastaria tomar nuevamente el razonamiento
anterior y decir: Sea fijada una sucesién de numeros

& By ool lim e;=0;

correspondientemente a cada uno de ellos se puede determirar
una sucesi6n de funciones comola {f,(P)}y una sucesién de con-
juntos como E, con la ulterior condicién que las funciones que
corresponden a cierto €; pertenezcan ala sucesion que corresponde
al anterior €;_; e igualmente los conjuntos como EP sean conte-
nidos cada uno en el anterior. El conjunto E* comun a todos estos
podra todavia tener medida proxima como se quiera a 2n; forman-
do entonces una nueva sucesion de funciones eligiendo una en cada
una de las sucesiones aludidas (p. ej. siempre la primera), se obten-
dria precisamente la deseada sucesion de funciones uniformemente
convergente en todos los puntos de E*, porque la diferencia de los va-
lores de estas funciones en puntos de E* seria en valor .absoluto,
para funciones de lugar bastante elevado en la sucesién, menor
que cualquier e;.

Nétese todavia que las conclusiones obtenidas con el aludido
anélisis mas detallado de la integral de Poisson, ya contra-
2n
k

dicen a la existencia del conjunto E’ de medida ==, sin que

tampoco fuese necesario construir el E(P).

Con todo eso, es evidente, por contrario, que conjuntos
de medida 0 y de la potencia del continuo en los cuales una su-
cesion de funciones de la forma cosnz converge uniforme-
mente se construyen con toda facilidad; el procedimiento si-
guiente parece tener cierto interés por su generalidad:

Pongase x=2mny; los valores de y tendrin que estar en
intervalo 0—1 y por lo tanto, en un sistema de numeracion cual-
quiera que, por comodidad supondremos ser el decimal, podran
escribirse en la forma 0,a 0505... donde las «; son cifras.
Pongamos ahora

n=10" 2 (i=1,2,...)

N

y consideremos el conjunto de los nimeros de la forma

y=0,0,a,0,0,0,05a;...0;03...0,0,0y...0p3...






LOS POLINOMIOS DE APROXIMACION DE

sen £ Y cos x

En un articulo publicado en el fasc. 1 de este aiio el Prof.
Uspensky ha dado a conocer una interesante demostracion de
las series para senx y cosx (1) siguiendo razonamientos pura-
mente algebraicos y por tanto que, como dice el autor, podian
estar al alcance de los matemdticos mas vecinos al tiempo de
Newton, para dar de dichas series una demostracion, rigurosa que
aquel sabio, por multiples razones (2), no ha suministrado.

‘La demostracion de Uspensky va también més alla, por
cuanto demuestra una notable propiedad de los polinomios apro-
ximativos obtenidos cortando las series a un término cualquiera
que ciertamente no era en el pensamiento del tiempo, maxime si
se la considera, como es, valida para valores de la variable
grandes como se quiera en el campo positivo.

En lo que sigue vamos a presentar otra demostracion que
nos parece responder a los mismos requisitos y posiblemente
todavia mas adherente a los conceptos corrientes del tiempo, por
referirse Gnicamente a la teoria de las funciones trigonométricas
y a la nocion de aproximacién que todavia no se habia desen-
vuelto en la nuestra mas precisa de limite.

1. Supondremos conocidas tnicamente las propiedades si-
guientes:

a) Cualquiera que sea x>0

[sen x| <<z, |cos x| <1

sen & x2 x2

I————I>1——_. |cosz|>1— —.
T 7 2

R 3

(*) J. V. UspeNsKY, Deduccion elemental de las series senx y cosw - Math.
, Note - Afio IV (1944) p. 1 - 10. _

@) Ver la nota h.stériea de L. A. SANTALG - Isaac Newton y el binomio -

Math. Note - Afio IT (1942) p. 62-72.

4
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Como se sabe, las cuatro desigualdades tienen fundamento
muy elemental, mas elemental atn (y en efecto establecen limita-
ciones menos precisas) dz lo que se encuentra ordinariamente
en los tratados de trigonometria (3).

Nos resultard comodo reunir las cuatro desigualdades en la
forma

Lot = ot
| [cos 2] |

b) Para cualquier entero positivo u vale la formula de
Moivre:

n
g )sen3wcosn—3a:+ s N

sen nx =nsen & cos"—1 x — (
3}

n ,
2= ( ) sen™x cos" Mz
lll

i~ [%5]

=3(J1)q 2q+ o n—2q—1 (B)

[1:0( ) ( 2q+1) sen?¢tl x cos x (B)
et o P

cosne —=(=alha sen2q x cos" 29 x B’
= 0( ) (2 g ) (B’)

donde hemos indicado por n; el nimero n o n—1 segln sea n
impar o par, y, como de costumbre, por [a] la parte entera del
nitmero .

(®) Las dos primeras expresan propicdades inmediatas de las cuerdas de un
circulo; la tercera es también evidente para valores de xz>7w:2> ]/i; para
0<lz <7:2, ella se reduce a la fGlt.ma, a consecuencia de

sen x

Es_?r—:tg T
finalmente la tltima se deduce inmed.atamente de la primera a razén de la
igualdad

x

P cos x — 1—2 sen?

2
(Cmp. E. O. FERRARI, Sobre la acotacion de las funciones trigonoméiricas.
Math. Note - Afo I p. 145).
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Estas férmulas se obtienen facilmente por induccién, como
se sabe, de las formulas para la suma de los arcos ().

1 r . 14
c) Para Eg—z—, la suma de un nimero cualquiera de iér-

minos de la forma

15 R Al

es siempre <2.

Daremos nuestra demostracion solamente para la expresion
de senx, razonando para eso sobre la férmula (B); con
razonamiento®idéntico, partiendo de (B’) se obtendra la serie de
cosx, o mas precisamente (cfr. n. 3 y 4) el hecho que los
polinomios obtenidos cortando esta serie después de un término
positivo son todos >cosx y cortando después de un término
negativo son todos < cosz. Por otra parte las propiedades del
coseno y del seno se deducen las unas de las otras a través de
las relaciones algebraicas que ligan las dos funciones (?).

2. Poniendo en la (B) —J_U—en lugar de x y multiplicando

iy
cony ; l z |20t
y dividiendo el término general por (—) resulta:
n

(1)

2 el 2¢q+1
L SEy ] i=2q 3 aqr1) f Sem = *7
3 = T n e x
sen:® ==X (+1)og M s |—citeia| Sopetes cosn—2¢-1
q=0 =0 Tt (Bgl)lt =% n
n

De (A) se obtiene en seguida

n

|cosn—2¢—1 x]> (1 — %2—) ;

=~

1> ( [se:x[)‘_’qﬂ

por otra parte, se demuestra notoriamente por induccién que,

() En todos los libros de algebra se obtienen también por aplicacién de
la férmula del binomio de Newton al complejo (cos z 4 i sen z)» = cos nz -+
4 sen nx, para lo cual tampoco es necesario pasar por el namero e. (efr. LEvl,
Analisi matematica 'algebrica, ¢ infinitesimale - Bologna - Zanichelli - 1937 -
p. 93-94).

(°®) Ver por ej. USPENSKY - L. c. n. &.
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si a<1, (1—a)r>1—na (6); sesigue que, para n bastante grande
(por ej. n>=%?)

9= sen% 4 2gr1- T 2 2
Pyt % n—2q— e
2] comtrtn1 o 2)

n

Anéilogamente se tiene, para cada i tal que 0<<i<2q<n,

1>Il:1>1_2_q
n n
y luego
2 p— 2q 2q+1 2q9(2g-+1
1 /i = R g 3)
i—0 N n n

Teniendo en cuenta el lado izquierdo de las desigualdades
(2) y (3) se sigue

L [”—_1] i=2q sen—aﬂ 2g+1 2g+1
Y o l)q( I u)( n) cogn-2g-1. % _ 21

a—r i—0 % n (2q+1) i
<£T—l] a;?q—l-l $.2r+1 [ w2 +
= (2¢+1)! ( 2r41)! ( 2r+2)(2r+38)
4
> @

t a2y eri3) (1) (2ri5)

Para un dado valor de z, puede siempre elegirse un R tal

que para r=R

[

m?
@23 2

Por c) (n. 1) el paréntesis en el altimo miembro de (4) es

()8 En efecto 1—o>0, (I1—a)? =-1—2ata*>1—2a, (1—a)®>
(1—2a) 1—a)> 1—3aq,....
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entonces < 2. Fijado arbitrariamente un €>0, puede entonces.
hacerse todavia crecer r bastante como para que x2r+1:(2r+1)!<
€£:2; en estas condiciones el primer miembro de (4) sera siempre
< e. Se sigue que podemos determinar un nimero P=2r 4 1 tal
que, para cualquier n>>P y para cualquier entero impar p tal
que P<p<n,

(5)

- p—1 X\ 2¢+1
2 2q n_i sen 7 x 5(:2‘1+1
|senz —X (—1)4 ( 11 ———) = T T B Y
q=0 i=0 N . <2q+1) !

n

Supongamos fijado para p un valor > P, reservandonos de
hacer crecer n cuanto serd necesario; teniendo en cuenta nueva-
mente las desigualdades (2) y (3), obtenemos, para cualquier

p—1
A
d=ng e
Z\2q+1 |
1 = ( 12{ L_i) it 7 Cosn—?q—l _x__
gt o Ly n
2
29(2q+1) 2y 4q(2q+1)+x2
s (1 n )(1 2n))1 2n :
luego .
p—1 ; @\ 2g+1
e 20 p—j, (SO @ x2q+l
(=D 11— e cosn—2¢-1 — —
q——g ) (i=0 n )( % n (2¢41)!
n—1
e x2q+
=B S T
o 1 Dl
o
oz A@Id et T Bplp e, g
=0 2n (2¢+1)! 2n
donde se ha puesto
p—1
% _":"2' 22qH

St
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que, por ser x y p numeros fijados es un ntmero finito y -
determinado que no importa calcular.
De (5) y (6) resulta

p—1
o x2q+1 2p(p_1)+x2
5L Al O
e itg A (2¢+1)! i 2n ¥

el primer miembro es independiente de n; el segundo miembro,
al crecer n, se hace tan préximo a & como se quiera. Por tanto

o
; JZT TRRadi ; '
Sene— (N9 ——— - <E i
e e ] @

8. Consideremos ahora un polinomio de la forma

=

2 m2q+1 4
S, =3 (—1)1- 8
P=Z D G ®

donde sea Aimpar (p=3 mod 4); puede escribirse

-3 5 7 p—2 P
S= (= 2) £ (G- -+ (gt o)

22 5 22 P2 22
== (1- 2.3) +5T(1"6.7) A (p—2)! (li(p—iﬁ)\'

En la Gltima expresion los paréntesis forman claramente una
sucesion creciente; y, si se supone

2

(p—1) p>a?, 9)

a partir de un cierto término son positivos. Como los poli-

nomios S, que corresponden a valores crecientes de p se obtienen

uno de otro por agregacion de nuevos términos de la misma

forma, se sigue que, para los valores de p que realizan (9), ellos

mismos forman una sucesion creciente. Digo que ellos son todos

< senz. Supongamos en efecto que para cierto valor p, de
p fuese
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S, =senx; (10}
Sits

siempre suponiendo realizada (9), elijase ¢ tal que

="

A Bt i (11)

S PN > Pt B) e

Se demostr6 en el n. 3 que puede determinarse un P tal
que para p=P los polinomios S, difieren de senz en menos
que €. Para p= (P, p,+1) por (10) y (11) se obtendria

-

SP>S,,0 ke = Senmec.
mientras por (7) debe ser
|S, —senz|<e.

Es por tanto absurda la suposicion (10), es decir que los
polinomios S,, para p suficientemente grande =3 mod 4 son
dodos < sen . Precisamente si la proposicion se realiza para un
cierto p se realiza también para todos los valores mayores; en
efecto, segun el razonamiento precedente sélo podria no realizarse
la proposicion para alguno de los primeros valores de p, cuando,
por no ser satisfecha la condicién (9), los polinomios S, partiendo
"de un valor >senx para p=3, pudieran en un primer prin-
cipio disminuir mientras p crece. Vamos a mostrar que este caso
no ocurre efectivamente.

Notemos primero que la condicion (9) se verifica para
cualquier valor de p si z<J6.

Para /6= z<= el primer binomio en la expresion de S,
es negativo o nulo, mientras senz es positivo. Luego cierta-
mente S; <senz, y, por lo dicho, Sp< sen z, cualquiera que sea
p-

Finalmente para z=m

S3§n(1—262—)<—1§sen T,

de donde nuevamente se infiere que S,<senz para todos los
valores de p. Resumiendo hemos demostrado que cualquiera que.
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sea x y cualquiera que sea p=3 mod4, los polinomios S, son
siempre <ssenZ.

4. Para p=1 mod 4 (es decir par) el polinomio S,
se escribe

2

g 3 2 7 2
Soag R o,
xp—2 x2
ST e T

Se repiten entonces sobre los paréntesis las mismas obser-
vaciones anteriores; pero, por ser éstos precedidos por el signo
menos, para los valores de p que satisfacen (9) los valores de
los polinomios decrecen al crecer p. El razonamiento precedente
se repite entonces cambiando unicamente los signos > y <(; se
demuestra por tanto absurda la hipotesis que, para valores bas-
tante elevados de p fuese S, <senz. Para los valores pequeiios,
que no satisfacen (9), resultando creciente la sucesion de los S,
esta hipotesis se justificaria solamente en el caso que fuese <sen
el primero S,=x; pero ya se sabe que tal no es. Se concluye
por tanto que cualquiera que sea x y cualquiera que sea p==
mod 4, los polinomios S, son siempre > sen z.

Se nota que para valores grandes de p la diferencia entre
polinomios de las dos clases (p=1 y p=3 mod 4) se hace
pequeiia como se quiera; esos polinomios proporcionan luego
aproximaciones de sen .

Botfigifo

INSTITUTO DE MATEMATICA, ROSARIO.



SOLUCION A LA CUESTION N.o 11

La cuestion No. 11, propuesta en el Afio III, pag. 184, se
enunciaba:

Se tiene una sucesién infinita de variables casuales @, ,, Z,. . ... que to-
man valores en el intervalo 0 L. Siendo ¥ <L un ntimero fijo del mismo in-

P
tervalo. ;Cuél es la probabilidad de que el producto infinito HT‘L sea <1%

SoLucION.  Para resolver el problema hace falta conocer
la ley de probabilidad segin la cual se distribuyen los puntos ;
en el intervalo 0~ L. Vamos a suponer, como es costumbre en
la teoria de las probabilidades geométricas, que la distribucién
sea uniforme, o sea, que la probabilidad de que un punto z; sea
interior a un segmento a contenido en el intervalo 0-L, sea
proporcional a la longitud a del mismo. Esta probabilidad de-
bera entonces ser igual a a/L, para que la probabilidad de que
el punto z; esté contenido en el segmento 0~ L sea igual a la
unidad. Entonces la probabilidad elemental para que el punto z;
esté comprendido en el intervalo x;, x; + dx; serd dx;/L.

Supondremos ademéas que los puntos z; estén dados inde-
pendientemente unos de otros. Con esto, suponiendo primero que
se trata de un numero finito de puntos z,®,,...,x,, la pro-

babilidad de que sea Il—m—‘:<1 sera igual al valor de la inte-

gral

(B T R e s WS

L) Lo Ty <K*

pn____fﬁ R N W B RO 58 (1)

Prescindiendo del factor 1/L», esta integral nos dice que.
el problema equivale, para un ntmero finito n de puntos, al
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cilculo del volumen llenado por los puntos del espacio de r
dimensiones cuyas coordenadas cartesianas rectangulares cumplen
la condicion @, x,x;...x,<kn, siendo, ademés, interiores al
hipercubo de arista L. -

Supongamos primero el caso n=2. Hay que calcular el
drea de la parte de plano limitada por los lados del cuadrado de
lado L, construido sobre los ejes a partir del origen como vér-
tice, y que es exterior a la hipérbola de ecuacién x; z, = k2. Sien-
do siempre 0=<a;=<L, el valor de esta area serd

dx, dz, =k?2 [—dml_lﬂ (1 +log l%;) (2)

xy 1o < k2 k2L

Segtin (1) la probab1l1dad buscada, para este caso de n=2,
valdra

frih ’;(Hzlo l;) @)

Para el caso general, segiin dijimos, el problema consiste
en calcular la integral [ dx,dz,...dz, extendida a los puntos
interiores al hipercubo 0<x,<L (i=1,2,3,...,n) y cuyas
coordenadas cumplen la condicién =z, x5 5. . .2, <<kn.

Llamando I, a esta integral, vamos a demostrar que
<

- L n—1 L
I,=kn [ ol nlog + log- —+ ; —i——n—— log"-—i—_—] (4)

(n—1)! ia
que se puede escribir en la forma
n—1 Ln
1, =k X —l—logP—— (5)
=0 P

Para n=2, es la formula (2) ya demostrada. Supuesia
cierta para el indice n—1, vamos a demostrar que lo es para n.
Siempre dentro de los limites 0=z; <L, es

/pn—1 a; =L L

f iz /dxldxg...dx,,_l-i— ] da, / dz,dw, ... dz,,.  (6)

b

Ly

4] xy =0 kn/Ln——l :rla'g...w,,_lé

7
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El primer sumando vale k2. En el segundo sumando fi-
gura una integral del mismo tipo que las I, con la diferencia
de que hay solamente n—1 variables y el extremo superior
de su producto es ahora kn/x, en lugar de k» como antes. Co-
mo suponemos que (5) es cierta para n—1, podemos aplicarla

] . 4 Fny 1
teniendo en cuenta que en lugar de k figurara ( )"—1 y en lu-
wn

gar de n habra que poner n—1. Sera

n -2
; Ien L=l
fdxl digy -+ YTy i, b1 ok logp 5

@5 ! kn

n »p=0
X123 ... %1 é i

Tn,

Cada sumando de esta suma nos da, sustituyendo en (6),

L
fin -1 d Ln 1P
e flogpmxw"— i_—f log x,, +log ) dlog x,
p. IC"/L"_]'
In——l
Lot 817 I
n—1 P e n
" 1 =———1lo
[(p+1)‘< B8 % 5% OB v ) ] (p)! 08 Tad

/1

Haciendo la suma desde p=0 hasta p—=n—2 y sustituyen-
do en (6) resulta efectivamente (5) o su equivalente (4) que
queriamos demostrar.

La probabilidad, segun (1) sera por tanto

(7)
L nn—1

Fkn L yvn? L
LA n—1
oo Tn [1—}—nlogk + — log? % - "'+(n—1)! logn- L]

Para resolver la cuestion propuestas debemos ahora hallar
el limite de esta expresion para n— .
Llamando, por comodidad de escritura,

L
log —=2X\ T-:e)\
T gt
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hay que hallar
lim P, =lime—*7 ll +n\+

n—» Qo n—»o0

LA A i s

(n\)2 _ (nA)n—t
2! gl ]

La expresion P, se puede escribir

(n\)r nk = (n\)2

Gl ( 1L h (n+1)(n+2) b s

i

nlekn

Distinguiremos tres casos, segin sea A <1, A>1, A=1.

a) A<1. En este caso es

<1 y por tanto la serie en-

nt1
; ; i NTE 7 n\
tre paréntesis es menor que la serie geométrica de razén 1
n-+1
cuya SsumagsesiE e & por tanto
n-+1—n\
n\)m n+1
1>P,>1— EE T

nletn " n(1-\)+1"

Aplicando la férmula de Stirling (*), y por ser siem-
pre le<e* (A>0), s2 ve que el sustraendo del Gltimo miem-
bro de la desigualdad tiene por limite cero, luego

L .
para A <<1, o sea»;<e, esulimiP - —l

n —> o

(*) Ver, por ejemplo, E. GOURSAT, Cours d’Analyse, tomo I, pag. 280; o
bien, B. LEvi, Analisi Matematica Algebrica ed Infinitesimale, pag. 371. ~

Ver también B. LEVI, Valoraciones aproximadas de n! para grandes valo-
res de m. Aplicaciones. ‘‘ Mathematicee Notae’’, Afio III, p. 148-154. La férmu-
la de Stirling esti dada en esta nota en el n® 3; pero para la aplicacién actual
ya es suficiente la férmula (2) del n. 1 que permite afirmar que

()" ()" il g 1t
T \Loh e e

donde % y ¢, sonnimeros > 0. Por tanto 1: ¢, es un ntmero finito, mientras
que, para # —» o0, 1: nk — 0 e igualmente (L el—7\)'l —> 0 por ser hel—r< 1
para todo valor ) distinto de 1 y mayor que 0. En efecto, la funcién )el—M

es creciente entre 0 y 1 y para este tltimo valor de A vale 1; en cambio, para
L > 1 es decreciente y para A —»>co tiende a cero.
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b) X>1. Observamos que en este caso es

()2 (gt (met

L ihak L e T

puesto que el ultimo término de la suma del primer miembro es
el mayor, por ser cada uno igual al precedente multiplicado por

A
un factor de la forma Pr— >1 (r <n—1). Luego

(n\)n—1n nn\nn

Pr=l= gt e
{(n—1)!le™r nlerh X

Aplicando de nuevo la formula de Stirling para n!,
queda

» g A n /n
lim P, <lim ( ) 1_
n—>00 n>co L €h—1 VZT(]\
Y om0 <1, resulta

L .
para A>1, o sea ?>'e, es lim P, =0.

n—>»00

c) A=1. En este caso, el valor de P, es

SRl 2 I
Po=en (1+n+ Gy oo (n—1)!)'

El limite de esta expresion cuando n tiende a infinito se
sabe que es igual a 1/,(*) y por tanto

a

L 7 1
para A=1, o sea ——e, es lim P, = —.
v y n—>00 2

(*) Ver por ej., J. BARRAL Souro, ‘‘Revista de la Unién Matemética Ar-
gentina’’, Vol. IX, pag. 67, 1943. Una demostracién mis directa y elemental
se encuentra en la nota citada de B. LEVI, n° 4.
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En resumen, el resultado de la cuestién propuesta se puede
enunciar:

Dado un hipercubo de n dimensiones de arista L construi-
do sobre los ejes de un sistema de coordenadas rectangulares, el
volumen de la parte del mismo que es exterior a la hipersuper-
ficie de ecuacidn x,x,%5...x,=kn, tiende a 0 para n— oo,

cuando — >e, tiende a llenar todo el hipercubo si — <<e y
5 %

: d 2 : L
tiende a la mitad del volumen del hipercubo cuando —-=e.

En otras palabras:

Dado un punto de manera arbitraria, con ley de probabi-
lidad uniforme, en el interior de un hipercubo de n dimensiones
de arista L, la probabilidad de que el producto de sus distancias
a n caras concurrentes sea <kr (k<L) estd dada por (7). Al
- tender n a infinito, esta probabilidad tiende a 1 si oy 0

v

. . 4
i —>e, yaloni ——e.
k ke

Luis A. Santald

INSTITUTO DE MATEMATICA, ROSARIO.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS
SOLUCIONES

N. 25, —En la teoria de las vibraciones de un eje que rueda sostenien-
do un volante en su punto medio, los posibles periodos de vibracién estin de-
terminados por las raices de una ecuacién de la forma

fayd

(tgk—

== —f)—d (a>0)
e “q

Se pide un estudio de esta ecuacién y del caleulo aproximado de sus raices.

1. Observamos en primer lugar que se puede escribir

|

av o

1—e2% e

1+e-2% e

= tgh £

EAL AR AL
+1 1
Q| O

esta expresion, lo mismo que tg &, cambian de signo cuando se
invierte el de & y por lo tanto el primer miembro de la ecua-
cién dada es una funcion par. Entonces de las raices que bus-
camos bastard determinar solo las positivas. Observamos enton-
ces que las raices sucesivas deberan encontrarse en intervalos en
los cuales tg€>0 y, por lo tanto, deberan ser tales que

b
kn<§, <kn e (1)
indicandose con k un ntmero entero y con &; una raiz genérica.

Notamos atin que en cada uno de estos intervalos existe una
y una sola raiz. En efecto, derivando el factor (tg€—tgh€) se
i

cos? § " “cosh? g

obtiene ( ) que es siempre positivo; por lo tanto

. 2 F T
dicho factor crece con &; se sigue que en el intervalo kn —kn - %
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12 funcién & (tg&—tgh%) crece desde un valor negativo igual
a —kn tgh k= hasta +o pasando por el valor de a.

Vamos a reducir atn mas los intervalos dentro de los
cuales deben encontrarse las sucesivas raices.

Observamos para eso que podemos escribir

1—8"22k _9or TNOEH N, N e
tghgk—'ﬁm-—<l—c ﬁk)(l,—e Sk € -k—...)

Rt e

y por lo tanto

tgh &, > 1 — 227 %,;
y con mayor razon siende & >,
—
B IRE o L pr e

o sea, mediante un sencillo cilculo numeérico,

2 .
tghg, >1- (464,2)k (2)

Por otra parte, se tiene

il

1—tg
a 1 8 ([d64,2)"
tg (k‘Tc—]———— =
4 (464,2)k) T
1 1
T TR GO SR o S R
(1-tg (464,2)!«) (1—1g (@64.2) '€ (a64,2)k )

1 1
L R T v i
& (apa2)k T °'8 (464,2)k

y con error despreciable con respecto a la aproximacién usual en
estos calculos se puede escribir

m 1 -2
e A T L N SO R
g (knr 4 464,2)’6) (464,2)k
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y comparando con (2) resulla

P ]
teh,>tg (b + = Fm).

Ahora bien, puesto que solo se consideran raices £,>0 y
siendo a>0 las raices deberan ser tales que se verifique

tgh &, < 1g &;.

Deducimos que los intervalos en que estan contenidas las
sucesivas raices seran tales que

n ik T
o R i T # G e : \
KT (464,2)"<Ek<h L2 (3)

con lo cual hemos reducido casi a la mitad los intervalos (1).
2. Para la determinacion precisa de las raices notamos que
la ecuacion dada puede escribirse en la forma .

a
g T b 0.2 4
: tgE—tghg )

cuyo segundo miembro, de acuerdo a una observacion anterior,
decrece al crecer £. Resulta entonces que si se conoce por ejemplo
una raiz &, aproximada por exceso, al reemplazar ese valor en el
segundo miembro de (4) se obtiene en el primer miembro un
valor

a

1 tgE —tgh,

que sera una raiz aproximada por defecto. Por lo tanto al
tomar &, o & como valor de la raiz el error cometido sera
evidentemente menor que £,— E,.

Si la aproximacion obtenida no es suficiente, la observacion
hecha facilita la aplicacion de algin método de aproximaciones
sucesivas, como por ejemplo el método dicotémico o bien el
de Newton (1).

(*) Ver por ejemplo en Mathematicee Note, afio 1° pag. 37 la nota: B.
LEevi, La aproxzimacién como instrumento de calculo y demostracion.
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Obtenida una raiz con la aproximacion deseada, las restan-
tes pueden obtenerse aplicando el mismo procedimiento.

Ahora bien, vamos a demostrar que una vez determinada
una raiz §; aproximada por exceso, el valor &, 47 es, bajo
ciertas condiciones, un nimero que se aproxima, también por
exceso, al valor de la raiz subsiguiente €t En efecto, tenemos
en general que

1—c—2x
tghz = 1:2‘29” =(l—e22) (1l —e2otetzs—. . )
=1—2¢22 | etz —
Ademas

d

S tgh i: de—2x —Qe—4x I, .

Por lo tanto aplicando el teorema del valor medio se ob-
tiene, cuando sea 2e¢—2* <1, lo cual ocurre ciertamente si ===,

tgh (x4+9) —tghxr <d.4e-2*
donde se indica con ® un ntmero positivo cualquiera, es decir
tgh (z +8) <tghx 1 45e-2.

Entonces, poniendo £=Z%; + = y aplicando esta desigualdad
se obtiene

tg € —tgh&
=1tg &, —tgh (§,+7)>1g &, —tghg, — 47[8‘_25:

Y, puesto que

tggr—tghg, = Ei
2

Ek - kﬂf,
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En resumen podemos enunciar las siguientes conclusiones:
La ecuacién propuesta tiene infinitas raices, la primera de

ellas contenida en el intervalo 0-— las siguientes contenidas

T
5l
dentro de intervalos cada vez mas reducidos cuyo extremo

izquierdo es de la forma k= +—Z——(46—42>k—y el extremo de-

recho, a partir de una cierta raiz, se obtiene sumando = a la
raiz precedente. Dentro de cada uno de estos intervalos se pue-
de afinar la determinacién de la raiz (anica) por uno de los co-
nocidos métodos: dicotémico, de partes proporcionales, de New-
ton, etc.

Evidentemente de lo dicho resulta que las raices tienden a
proporcionalmente a su orden k; observando que entonces

hPE T y tgh &, — 1, escribiendo la ecuaciéon dada en la for-

&
a : P dr
ma tg E— " + tgh € se sigue que lasraices tienden asintdticamente
¥L
aln T
4
Para la determinacion de una primera aproximaciéon de la

A, . 5 T
solucion contenida en el intervalo O—

— se podrd observar que

Pl
para &< —- valen los desarrollos en serie de potencias

p

1 2 17
BE=F1 L ogse gr g
i 32 15& 315E

e dt 2 17
tgh 13 :g“?EB‘{‘ 1_5 Es—ﬁE'Z—F o

y reemplazando en la ecuacion propuesta se obtiene

2 34
genEd PR, —
AT T

por lo tanto
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R
£ < Via
T
&g
es decir que V% a es un valor aproximado por exceso de la

primera raiz (1).

Solucién del Ing. Pepro E. ZADUNAISKY, del Instituto de Matemética, Ro-

sario.

N.? 68, — Resolver la ecuacién de 6° grado

x°+6ax‘+8bx“+12cx2+—g— (a*—c)’r— %[ (a*—c)*—8a°b*] =0.

SoLucioN.  Efectuando la division indicada en el dltimo
sumando representamos la ecuaciéon bajo la forma

6 - 6axt - 8ad 4 8bxd--12cx2-|- —(Z— (a2 —c)tx= %2— (a2 —c)t.

Vemos que falta tnicamente el término 12a2x2 para que el
conjunto de los tres primeros términos forme un cubo perfecto.
Agregando y restando el término que falta vamos a tener

(2 + 2a)® + 8bx® 4 12(c — a?)x? - —i— a*—c)’z :%ﬂ; (a2 —c)3
o bien

(%2 +2a)% =— 8bx? +12(a2 — c)a? — % (a2 —c)%x —l—%(ai’ —c)s.

(*) En v. KArRMAN, - BIoT, Mathematical Methods in Engineering, (Me
Graw-Hill, New York, London, 1940 - pag. 293) se encuentra una determina-
cién de la primera raiz mediante un desarrollo en serie de potencias de a ; sin
embargo no esti diseutida la convergencia de dicha serie.



— 177 —

Ocupémonos del segundo miembro que, después de sacar
factor comtn — b, se convierte en

2

2?46 (‘““’;C) ot (a? )3]

y como entre los corchetes se halla un cubo perfecto, entonces
sera igual a

a2—c

—~6[8x3—12

vk (296— a:-,—c):%

De suerte que la ecuacién se representa asi:

(x2+2ﬁ)3=— b (2x_a2b—c )3

o extrayendo la raiz cubica

a?—c )

2 ':_3_‘ r
x2 +2a Vb (2::;' 5

Hay que tener presente que en la relacién obtenida la raiz
cubica de b puede tener tres valores:

/b, o V', i,

siendo

1 3= 1 s
o=—(-1+i8), o?="(—1-if3).

& &

Concentrando ahora todos los términos en el primer miem-
bro llegamos a la siguiente ecuacion de segundo grado

B 12— 8 r—
x2+sz.x+(2a—%yb)=o,

cuya solucién nos da
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Zre= ok |/~ 20525 b+ /02

R e iﬁ’ + —/“ 2a +w 02;6 i/_b + @2 VZz

L5 6 =— w? i/_bj: -/— 2a +w? 0’2% 3‘/“6_*_wi/3.2.

Esta solueién, lo mismo que el enunciado del problema, es debida al Dr.
SERGIO SISPANOV, de la Facultad de Ciencias de Asuncién (Paraguay).

N.? 70. — Integrar la ecuacién diferencial

Y4 y’.senx | (1+cosa:).l/1—-y”: 0.

Soruci6N.  Derivando la ecuacion propuesta se obtiene

'+y".senx+ ;.Cosw—sehx.]//l— 2— (14 cosz ______y =
Sy i ¥ ey

:[senx—(l—{—cosx) ﬁ%y'@]y”

e Vl—y'z. [senx—(l—}—cosx) —TV—%]

— [senx—(l—}-cos:c). VTZ-W] _(y”_ Vl_y/2):O.

Igualando a cero el segundo factor resulta

”

SRy (5
Vl_yré_ 1. (l)A

Anilogamente, igualando a cero el primer factor vamos

a tener

y sen L,
YT i R (2)
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La integracion de la ecuacion (1) conduce a la férmula
areseny’ -Lc—o
o bien
y =sen (x—c).

Sustituyendo en el primer miembro de la ecuaciéon pro-
puesta resulta

y+senz.sen(x —c) 4 (1+4cosz).cos(x—c)=
=g+ cos (x—c)+[cosx. cos (x—c)+senx.sen (x—c)],

es decir,
¥4 cos (x=c)+ cosc=0,
lo que es la integral general.

Este resultado puede representarse en otra forma introdu-
diendo una nueva constante D bajo las condiciones

senc=D, cose= Vi—D2.
De esta manera la integral general
y-+cosc.cosx+senc.senz+ cosc=0,
se convierte en
y+Dsenx+ (14 cosx). V1——D?= 0.
Vemos, pues, que la intejral general se deduce de la ecua-
cion dada reemplazando en ella la derivada y por una cons-

tante arbitraria D.
Pasando ahora a la relacion (2) encontramos
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Si se introduce esta expresion en la ecuaciéon propuesta,
resulta

x
——2¢08 —,
y s

lo que es la integral singular.

Enunciado y solucién de este problema son debidos al Dr. SERGIO SISPANOV,
de la Facultad de Ciencias de Asuncién (Paraguay).

N.0 71, — Se eonoce el perimetro de un tridngulo y las longitudes de los
segmentos que unen los vértices con los lados opuestos bajo un 4ngulo constan-
te pero deseconocido. Se pide construir el tridngulo y determinar ese dngulo.

SoLuci6N. Sea ABC el tringulo y llamemos, como es cos-
tumbre, a,b,c¢ a los lados opueslos respectivamente a los vérti-
ces A, B,C. Sean ademas S el area del triangulo y h,, hy, h, las
alturas. Se tiene 28 =ah,=bhy=ch,, de donde

a b c
A:I:T. (1)

Llamando k,, kp, k, a los segmentos dados que unen respec-
tivamente A, B,C con los lados opuestos bajo el angulo cons-
tante ¢, sera

h,=k,senp, hy=Fkysen¢, h,=Fk sen¢
y segtin (1),

c
- )

lo que significa que el triangulo buscado es semejante al tridn-
gulo cuyos lados son las inversas de los segmentos k,, kp, k.. Co-
mo estos segmentos son datos, determinaremos primero grafica-
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. B
mente sus inversas E’ 5 ,flf:
arbitrario, y luego construiremos un triangulo semejante al que
tiene por lados estas inversas y cumpla la condicién de que su
perimetro 2p sea el dado. Una vez construido el triangulo, la
determinacion grafica del dngulo ¢ es inmediata. Si se desea
calcular este angulo analiticamente procederemos como sigue.

‘Escribiendo que las razones (2) son también iguales a la
que se obtiene sumando los numeradores y los denominadores,
resulta .

respecto de un segmento unidad

a b i .o a-+bt-c
Pist wpliok (40 06 A 1 188
Byrpubgal ool Benll Fpniafer

de donde, poniendo S,=F [k + kyk,+kky 2p=a+b-tec,
pkoke o _ 2pki, - _ 2Pk
DR AONTS, 3 TR A T

i

Conocidos los lados a,b,c se conoce el area del triangulo

por la féormula S= } p(p—a) (p—b) (p—c) y entonces se cai-
cula ¢ de la formula 2S=ah,=ak,senq,

Ly o S,
Y ek,

Para que el problema sea posible, deberan cumplirse las con-
diciones a4+b>¢, b-+-¢>a, c+a>b, o sea, reemplazando a, b, ¢
por los valores antes obtenidos, resulta facilmente que las con-
diciones de posibilidad son

Fegley 4 Jede, > e Jey, Feokey B doy > kg gk, + b oy > kyh,.

Esta solucién ha sido enviada por el Sr. ANGEL ULANOSKY, alumno de la
Facultad de Ciencias Mateméiticas de Rosario, quien acompaiia la construceién
grafica correspondiente a lo explicado. Soluciones andlogas han enviado los alum-
nos de la misma Facultad Sres. E. GRINSTEIN y MoIsES GRILL y otra solucién
correspondiente al caso particular de suponer ¢ = 90° se ha recibido del Sr.
MARrio RIBONE RUBEN, también alumno de la Facultad de C. Matematicas de
Rosario.

.
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N.0 72, -- De un tridngulo se conoce el perimetro 2p, la suma de las al-
turas h y el drea S. Se pide determinar la ecuacién de tercer grado euyas raices
son los tres lados del tridngulo.

SoLucION. Si «, b, ¢ son los lados del triangulo y x34+-ma24-nx
+5=0 la ecuacion de tercer grado de la cual deben ser raices,
se sabe que deben tener lugar las relaciones

a}lbde=—m, abltbeclac=n, abc=—s. (1)
Luego nuestro problema se reduce a encontrar los valores

de las expresiones que figuran en (1) de los lados del tridngulo
en funcién de los datos. Desde luego tenemos

at+b+c=2p , (2)

lo cual, segtin (1), nos dice que m=—2p.
Por otra parte, llamando h,, hy, h, a las alturas, se tiene

ah,=bhy =ch,=2S
de donde

h:ha-l—hb-f—hc:?’s(%_l_%—'——l?)

O sea

ab-+-bectac = i
abe B

Segtn la formula de Heron que da el 4rea de un triingulo
en funcion de los lados, se tiene

82 =p(p—a) (p—1b) (p; )

de donde, haciendo operaciones

2
pP—(a+b+c)p2+ (ab—l—uc—{—bc)p—abc:%
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y teniendo en cuenta (2) y (3) resulta

S ST)
ST )

Sustituyendo en (3) se tiene

h(p*4-S?)
p(hp—28)’

Conocidos los tres primeros miembros de (1), se escribe in-
mediatamente la ecuacion buscada que sera

ab + bc - ac = (5)

h(pt+S%)1  28(p48%) o
p(hp—2S) = p(hp—2S)

Esta solucién es debida al Sr. Morsfs GRILL, alummno de la Facultad de
Ciencias Mateméaticas, ete. de la Universidad del Litoral.

x3 — 2px? |

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

81. Sea el cilindro eliptico representado en coordenadas car-
tesianas rectangulares por la ecuacion

22 42
F T

Se pide: ,

a) Determinar los dos planos que pasan por el origen y cor-
tan al cilindro segin circunferencias.

b) Determinar el volumen de los husos que dichos dos
planos determinan en el cilindro.

82. Siendo

sen w =— i — b
_L 1E5eD A




— 184 —

determinar la constante @ de manera que la expresion x2y —ax
tienda a un limite finito cuando z tiende a infinito y determi-
nar este limite.

83. Sea dada una elipse de semiejes a,b. Suponiendo que
esta elipse gira manteniéndose tangente a una recta fija en un
punto fijo de la misma, después de haber dado la vuelta com-
pleta, el centro de la elipse habra descrito una curva cerrada.
Hallar la ecuaciéon de esta curva y demostrar que el area limi-

b4
: Ry = s
tada por la m1$n1a vale 2 (a —b)2.

84. Determinar un tridngulo de lados enteros circunscrito
al circulo de radio unidad.

85." Tres ntmeros enteros expresan las longitudes de los
lados de un tridngulo rectangulo; anteponiendo a cada uno la
misma cifra, se obtienen nuevamente los lados de un tridngulo
rectingulo. Determinar estos tres ntumeros.

CUESTIONES

12. Ocho puntos elegidos arbitrariamente en un plano de-
terminan en general un haz de cabicas. Interesa particularmente
el caso en que nunca mas de tres se encuentran sobre una misma
recta, ni mas de seis sobre una conica, en cuanto el haz no es
degenerado. Se pide determinar la configuracion que presenta ei
maximo namero posible de ternas de puntos alineados y carac-
terizar el haz de cabicas correspondiente.
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